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190&. Bibliothe<;[ue de la Facuite des Sciences de Marseille. 
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1892. Dedekind, R., G.H.B., Professor an der Technischen Hochschule, Braun- 

schweig, Kaiser Wilhelm-Stnfia 87. 
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110. 1898. Dorotheenstndtischea Rcalgymnasinm, Berlin NW., Geurgenstr. ft0->81. 
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1891. Dyck, W. t., Professor a. d. Teohn. Hochscb., Mflnefaen, Hüdegwdilr. ly,. 
1891. Dziohck, 0., Professor au der yereinigten Artillerie- Und Izigenieiirsohale, 
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1891. Eberhard, V., Professor an der Universität, Halle a. S., Göbenstr. 2. 
1899. Bdalji, J., Professor am G«garat College, Afamedabad, Osi-Indieii. 
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1891. Engel, F., Professor an der üniTersiUt, Greifewald, Langefnhretr. 98. 

1902. Epsteen, S., Dr. phil., San Francisco, Cal., Hayes Street 229. 

180. 1900. Epstein, P , Privatdozent an der Universität u. Oberlehrer an der KaiserL 
Technischen Schule, Strasburg i. Sternwartstr. 1&. 

1898. Bseherich, O. t., fllÄ., Professor a. d. Uidvers., Wien I, DoblhoQpMee 7. 

1905. Eyang. Reelsehnle I, B^lao. 
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1902. Fanta , E-, Dr., beb. autorisierter Versich.-Math.Wien V, Schönbruuncrsfcr. 88». 

1897. Fehr, H., Professor an der Universität, Genf, £ue Ph. Plautamour 19. 

1906. Fejär, L., Privatdotent an der TJmversilU^ Elansenburg. 

1898. Fiedler, Ernst, Professor an der Kantonsehole, Zfixidi- Hottingen, Bng^ 

li'-cbefl Viertel ')!. 
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1908. Finsterbnseh, J., Flrofessor am Oyrnnasiiun, Zwickan i. 8., ÄnA. Schnee- 

bergerstr. 26. 

1891. Finsterwalder, S., Professor an der Technischen Hochschnle, München, 
Leopoldstr. öl. 

1908. Fischer, Ernnt, Priviitdoient an der deutschen Techn. Hediidnila, Brfinn. 
1898. Fisclier, Karl, Professor an der Technischen Hoeheohule, MUnehen. 

Theresienstr. 43. 
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1891. Fricke, R., Professor an der Tedunedieii Hocbldinle, Brauwchweiga 
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169. 1909. Fncha, *R., Dr., OberMirer, PrivatdoMmt an der Teehnisdien Hoohechnle, 

Halen^ee hp'\ Berlin, flinj^bahuKtr. li!8. 
1902. Fueter, R., Privatdozeut au der üniversitüt, Marburg, Bismarckstr. 
1891. Fuhrmann, A, G.H.B., Professor an der Technischen Hochtchnlei, 

Dresden, Zirkoflstr. .h9. 
1909. Fnrtwängler, Ph.. Dr., Profef<»nr an der Landwixtochaftlichen Akadenü«, 

Bonn-Poppelsdorf, Bonn, Marienstr. 16. 

1897. Galdeano, Zoel G. de, Professor an der Universität, Zaragoza, Cöso 99. 
1900. Gale, A. S., Yale üuiversitiit, Xew Huven, Couii , Edgewood Avenue 440. 

1904. Garthe, Dr., Oberlehrer an der Realschule fischwege (Hess.-Naes.). 

1900. GauthiaroVillare, A., yerlagBbuchhftndler, Paris, Quai des Orands- 

1897. Geer, P. van, Professor an der Universität, Haa^, Statlhoudcrahaan 196. 
1897. Gerbaldi, F., Professor an der Universität, Palermo, Via XX settembre 66. 
190. 1901. Oerset, K. ▼., Frl. Dr. pbJ]., Fhmen-UaiTersitftt, 8t Pätenbnrg, Wanilieir 

Ostrow, 10. Linie. 

1908. Gey*», A. F., wisscnBchaftlichor Lehrer am Pildagogium, Ostrau bei Filehne. 
1902. Gibson, G., A., Professor am Glasgovr and West of 8cotlaud technical 

College, Olaegow, Benfrew Street 188. 
1908. Gigli, D., Dr.. Proft^sHor, Sa?sari, Piazza d'Italia 6. 

1905. Giorgi, 0., Ing. , Privatdoreiit an der üniversität. Tfoni, Via Farini 5. 

1901. Glage, F. E. A., Dr.,' Oberlehrer um Johanneum, Hamburg, Dilistr. 16. 

1906. Omeiner, J A., Dr., Profeeior an der Deutschen Univenität, I^»g; Kgl. 

Weinberge, Pstroßgasf^e 6. 

1902. Godefroj, M., Bibliothekar der Faculte des sciences, Marseille, All^ des 

Capucines 40. 

1896. Oodt, W., Professor am Katliarineum , Lübeck, Geninerstr. 2'J. 

1899. GörgcB, H, Prufessor an der Techmachen Hochechnle, Dresden «Planen, 

Bernhardütr. 96. 

170. 1899. Gotting, E., Oberlehrer am Gymnasium, Oöttingen, WOUerttr. 8. 

1900. Goettler, J., Reallehrer, München, Nordendstr. 22a. 

1891. Gordan, P., Professor an der Universität, Erlanpfcn, Goethestr. 5. 

1891. Graefe, F., Professor an der Techn. üochsuhule, Darmstadt, Heiurichstr. 114. 
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1696. Graf, J. H., Professor an der UmT«t«itli, Bern, Wylentr. 10. 

1899. Graham, W. P., Professor an der ünWersitHt, Synimif, N. Y. 

1891. Graßmann, H., Professor au der UniTersität, Gießen, Frankfurterstx. Sl. 

1898. Oreenbill, A. G., Ptofaiaor am Ordnanoe College Woolwieh, Londmi WC. 

Staple Inn 1. 

Il^Ol. Greiner, R. , Dr., LehramtB])rakti1cant, Wol^gang bei DftTOt in Gnuibflodeo. 
190Ö. Großh. Realschule, Ueppeuheun a. d. H. 
180 1906. Gmfth. UniTexntftta-Bibliothek. Hwdelb«^* 

1908. Groß mann, II., Dr., Fkof«nor ui der ob. Bealichiil», BmoI, Giudal« 

diugerHtr. 205. 

1899. Grübler, M., Staatsrat, Profe&tior an der Tecbu. Hochschule, Dresden- 

n«ien, Bernhards^-. 98. 

1902. Oranwald, Anton, ProfeMor an der Denlaehen Teebnisohea Hoohsohole, 

D^wits bei Prag 226. 

1900. Orfiuvald, Josef, Dr., Dozentander Universität, Wien IV, Belvederega«se 21. 
1904. Grnhn, P., Lehrer am Technikum, Dmenaa, Bchwanitzstr. 1. 

1901. Gul.ler, E.. Priva' ! 7 nt a. d. Univers., Zürich IV, UuiverHitätsstr. 65. 

1903. Guccia, G. B., Professor a. d. Univerntät Palermo, TiaKuggiero SettimoSO. 
1891. Oflnther, S., Profeator an derTeehn. Hoohscbule, MBoohen, iLkademxeatr. 6. 

1899. Guldberg, A., Privatdoz u d. Univ., 'Kriatsanift, Thomas Heftjesgade 37. 
190. 1891. Gnndelfinger, S., G.U.R., Ptofeaaor an der Techniachen Hochacbnle, 

Darmstadl, Grüner Weg 87. 

1900. Qnradce, H., Dr. phil., Beriin W. 50, Aagsbnrgeratr. 48, Gartenhatu H r. 
1891. Gutzmer, A., Professor an der UniTersitüt, Halle a. S., Martiiisberg 8. 

1897. Gysel, J., Dr., Dir. d. £antona-Gjmn., Scb&ffbatisen, Tannerberg 47. 

1898. Haaa, K., OynrnasialprofiMsor, Wien VI, Matroaengaaae 8. 

1897. Haberland, M., Professor an der Realschule, Neustrelitz. 

IHUT, Haehler, Th., Proffssor an der Ffir.^itenschule, Grironm i. 8. 

1897. Haenleiu, J,, Oberlehrer am Humboldt-Gjmn., Berlin NW., Spenorstr. a4. 

1891. Haantsaeliel, E., Professor an der Tedmiichen Hoehaohnle and am 

Köllnischeii Oymtiasitun, Berlin W. , HlotlitschRtr. 43. 

1896. Hagen, .)., Professor und Direktor der Sternwarte am Georgetown College, 
« Washington D. C. 

SOO. 1908. Hahn, H., Privaidotent an der Universit&t, Wien XTQI, GyrnnMiometr. 89 

\}h 1.'. Milrz lOOr, Tini.-I.ni.k, Tpinplerstr. 2'')- 

1897. HaUted, (i. B., Professor am Kenjon College, Gambier, Ohio. 

1901. Hamel, G., Profeaaor an der Techn. Hoohsohnle, Brünn, Scbefielgasse 6. 
189t5. Hancock, H , Profesoor an der UniTersitüt, Cincinnuti. 

1904. Rartogs, F., Privatdrt/.ent au ilcr UnU Lr.sitilt , München, Ainmillerstr. 19. 

1892. Hartwig, E.. Professor, Kgl. Direktor der •:3tem warte, Bamberg. 

1901. Harzer, P,, Professor an der Universitai, Direktor der Sternwarte, Kiel. 

1902. Haskeil, M. W., Professor au der Universität, Berkeley, Cal. 

1899. Hatziflakis, N., Professor a d Universität, Athen, Sktifastr 19. 
1896. Hausdorff, F., Professor an der Universität, Leipzig, Lortzingstr. 13. 

210. 1896. Hauftner, R., Frofesior an der Univenttftt, Joia, Mocartstr. 1. 

1899. Hawkes, H. ß., Frofesior am Tale College, New Häven, Conn., Hnntington 
Street 45. 

1901. Hajashi, T., Prolessor, Kotö Shihau Gakkö, Tokjo, Japan. 

1899. Hecht, Professor, Nfimberg. 

19n3, Iledrick, E R., Professor an der Universität, Columbia. Mo. 

1903. Heegaard, P., Dr., Lehrer an den Militärakademien, Vedbaek bei Kopen- 

hagea, Olgasvcj. 
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1891. Heffter, L., Professor au der ütUTttnität, Ki«!, Düstembrookerwog 102. 
1891. Helm, fi,, G.H.M., Professora. d. Techn. Hochsch., Dresden, Lindenaustr. 1 a. 
1891. Helmert, F. It., G-B.B.^ Professor an der Universität, Berlin; Direktor des 

GemUUiselieii Iwtitato, Potodam. 
IMl. Henneberg, L, G.H.R., Ftof6M0r «a der TeehoildMa Hocli8<A^^ 

Stadt , Roquettewcg 51. 
ttO. 1893. Henneke, Professor am Gymnasium, PreoBisch-Friedland. 

1898. Henrici, 0^ Professor am City and Giuld« of London Inttitato, London W., 

NoiliBg Hill, Clarendon Road 34. 
1891. Hensel, K., Professor an der UniTersitilt, Marburg, Univcrdtfttnlr. 64. 
iä99. Herberich, G., Dr., iieallehrer, München, Th^esienstr. öö. 
1908. Hermann, A., VerlagtbnoUAndler, Farn, rno de la Borbonne 8. 
1891. Hermes, Johann, Direktor des Realgymnasiumti, Osnabrück. 

1897. HerTni>s, Oswald, Professor an der Artillerieschule, fierlin; St^litz, 

Lindensir. 35. 

1891. Hertser, H., G.S.S,^ Profenor an der Teehmeohen Hoefaadrale, Beriin W., 

Frobenstr. 11. 

1900. Herzog, J., Ober-Ingenieur, Budapest V, EUsabetplatz 1. 
1994. Hessenberg, 6., Professor an d^ Technischen Hochschule, Qnmewald, 
Trabenerstr. 21. 

880. 1891. Hettner, 6., G.R.R.^ Professor an der Tet-hnischen Hoohtehole und 9M 
der Universität, Berlin W., Kaiserin Augusta-Str. 68. 

1895. Henn, K., Profeasor an der Teehnisehen Hoohsehiüe, KarlBrohe, Ehrap- 

leohtitr. 83. 

1898. Hejmann, W., Profeaor an der KOnigl. Gewerbe- Akademie, Cbemnita, 

Ändr«?8tr. 1. 

1899. Heyse, M., Dr., Obedehrer am Bealgymnaamm, Wilmersdorf bei Bedin, 

Pfalzburgerstr. '>(> 

1891. Hilbert, D., G.E.B., Pzofewor an der üniveraitätt GOtttngen, Wilhelm 

Weber-SU-. 29. 

1897. Hirsch, A., Professor am Polytechniciim, Zdriefa, BeinaeherBlr. 8. 

1891. Holder, 0., Professor an der Universit&t, Leipzig, Schenkendorffstr. 8. 

1900. Hof e V ar. F., Professor an der Technischen Hochschule, Graz, Beethovenstr. 7« 
190Ö. Ho ff manu, C, Dr., Oberlehrer, Schorndoxf, Württemberg. 

1899. Hollaender, E., Oberlehrer am K^. Gjnmaeiam, ffildesheim. 
140. 1897. H o 1 z ni u 11 e r , G. , Professor , Direktor a. D. , Hagen i W. 

1899. Hoppe. E., Professor am Wilhelmsgymnasium, Dockenhuden bei Blankeneie, 

Wrangelatr. 

1891. Horn, J., Profmor an der BetgaJtademie Clawäial, Zdlerfeld i. Han. 

1908. Hort, W., Dr., Ingenienr, Essen-Rflttenscheidt. EssonerBtr. *_'7. 

1901. Uossenfelder, E. , Professor am Gymnasium, Thorn, Priedrichstr. 2. 
1693. Hofifeld, C, Professor am Gymnasium, Eisenach, Fahrzeugstr. 5. 

1900. Hovestadt, H., Profestor am Bealgymnasiom, Mfinsier i. W., Hochstr. 6. 

1901. Hnn tington, K. V., Inetmktor an der Harvard ünivenitftt, Cambridge 

Maas., Fairfax Hall 36. 
1891. Bnrwita, A., Professor am Polytechnikum, Zürich, Baechthoidstr. 11. 

1896. Huririta, J., Dr. pbil., Lnseni. 

tfiO. 1908. Indttsbieacbnle, Egl., Angsborg. 
1908. bdofferieaelnile, Kgl., Nilrnbexg. 

1900. Jaccottet, Gh., Dr., Professor, Lntry bei Lausanne. 

190«. Jacobsthal, W., Dr. phil.. Stnißburg i. E . Vogcsenstr. 69 

1891. J&riscb, P. Professor an der Realschule, Hamburg-Kilbeck, Papenstr. 66. 
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Slntritta 

18M. Jahnke, Pwtmot a. d. Bergakademie, Berlin W. 15, Lndwigddrelutr. 

1902. Janiscli, Professor an der Dentschen TedmiMheii Hoehaelkole, Prag. 

1902. Jensen, J. L. W. V., Oberingenieur, Kopenhagen, V. Gl. Eoogevej 80 

1904. Jentzsch, Cand. math., Berlin W., Eislebenerstr. 14. 
1901. Jirgenaen, N., Kopenhagen, K. Regenaeo 9^9. 

260. 1896. Jolles, St., ProfesBor an der Techmeehea Hochtchule, BeiÜBs TTnldmuo 

bei Rvrlin, KurfiirBtendaaim 130. 

1893. JonkoTäkj, N., Professor an der Universit&t, Moskau. 

1905. Jnel, C. « Dr. , Dozent a. d. polyieclm. Selrale, Kopenhagen N., Doeieriiigeii 88. 
1891. JUrgens, E., Professor an der Techn. Hochschule, Aachen, LudwigsaUee 79. 
1908. Jung, Fr., Dr. , Privatd<»ent an der Deotachen Technitelien Hocbedinle, 

Prag II, Myslikgasse 2. 

1908. Jung, Heinxicli, PktvakdoMui an der ütiivexeitat, Marburg, Wettentr. 88. 

1891. Janker, F., Professor am KarlsgyrnnM iam, Stnttgartii 

1900. Kagan, B., FriTatdozeui an der Universität, Odessa. 

1897. Baiaariicbe ühiTersiOts- nnd Landesbibliothek. Strafiburg i. E. 

1908. Kapteyn, W., Professor an der üniversitilt , Utrciht. 

970. 1903. Karpinski, L. C, Dr., Instruktor an der ^li higan IJuiversität, Ann Arbor. 

1904. Kautzner, A., Professor a. d. Landes-Oberrealschule, Graz, Radetzkystr. 9. 

1899. Kawalki, W., Dr., Oberlehrer an der Hanptschnle der Franckeschen Stif- 
tongen, Halle a. 8., Franckeplatc 1. 

1901. Kempe, Oberlehrer am Realgymnasium, Remscheid. 

1892. Kepiuski, S., Professor an der Technischen Hochschule, Lemberg. 
1892. Kerschensteiner, G., Stadtschulrat, Manchen, Möhlstr. 39. 

1891. Kiepert, L., C7.jB.JB., Prafeesor an der Technischen HochteliQle, Haunorer, 
Herrenhäuöer Kirchweg 20 

1899. Kikuchi, D. , Professor, Präsident der Nnble's Scliool, Tokyo, Japan. 

1900. Killermann, A., Dr., Kektur der iiealschule, Ingolstadt. 

1891. Killing, W., GJtJt., FlroflMeor aa derUniTersitat, If flnster L W., Oarbeartr. 68. 

980. 1893. Kleiber, J., Hauptlehrer an der Handelsschule, München, Hirscbstr. 21 

1891. Klein, F , G Ji R., Professor an der Universit&t, Götttngen, Wilkelm 

Weber-Straße ä. 

• 1908. Klinkbart, G. , GymnaiialobaElelirer, G^fa-liia, LaDdekroneaatr. 88. 

1897. Klug, L., Professor an der Universität, Klausenburg (Ungarn). 

19U0. Klnyver, J. C, Professor au der Universität, Leiden. 

1906. Kneschke.K., Kandidat des höheren Schulamts, braunschweig, Münzstr. 8. 

1899. Kneaer, A., Professor aa der Universitftt, Breslau XYI, Tiergiiffteastr. 108. 

1900. Knoblauch, E., Dr., Oberlehrer an der Humlioldtachule, Linden (Hann.). 

1892. Knoblauch, J., Piofessor an der ünivoraität, Berlin W., Karlsbad 12/18. 
290. 1902. Knopf, 0., Professor an der Universität, Direktor der Sternwarte, Jena. 

1897. Kobald, E., Profeaaor aa der Beigakademie, Leoben. 

1900. Koch, H. V., Professor a. d. Technischen Hocfagchulo, StocUiolm''B|}1irdlol». 

1898. Koch, K., Reallehrer, Niirnljerg, Frauentorgraben 48/4. 
1906. Koebe, P., Dr. pbü., Luckenwalde bei Berlin. 

1891. Köbler, C, Profeaaor an der Universität, Heidelberg, Treitaebkeatr. 8. 

1899. Kölmel, F., Profeaaor am Realgymnasium, Baden-Baden, Stephauienstr. 7. 

1893. König, J., Professor an der Techn. Hochschule, Budapest, VäuihÄzkörüt 6. 
1891. Koenigsberger, L., G.Jt.^ Professor a. d. Univers., Heideiberg, Kaisentr. Sa. 
1891. Kopeke, A., Prcrflsisor aa der Bealsehole, Ottensen, Tresekowallee 14. 

1902. Köstlin, E., Professor, HeUbtoan, Wollhausstr. 58. 

800. 1891. Kütter, Ernst, Professor an der Techn. Hocliscbule, Aachen, Nizza Allee 41. 

1891. Kötter, Fritz, Professor an der Techn, Hochschule, Berlin S., Annenstr. 1. 
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Jahr des 
JSintritta 

1891. Kohn, G., FtafeMor n der Univenittt, Wien IK, Reisnenlr. U. 

1898. Kollert, J. Ä.,Profe880r an der KgLOfnrertw^Akademie, Chemnitz, Weststr. 14. 

1900. Kollro«, L., Professor am Gymnasium, La Chaux - de • Fonds , Senr 11. 

1901. Koreelt, A., Oberlelirer am iiealgymnasium, Flauen i. V., Windmühlenstr. 14. 
1891. Koeikft, C, Profeeeor am GymuMdnm, Ineterbnig. 

1899. Kowalewski, G., Professor an der UniTersität , Bonn, Kirchstr. 7. 

1891 Kraft, F , weiland Privatdorent an der Universität, ZfixichlV, Zweierttr. 88. 
1904. Kraft, A., Dr. phiL, Schleswig, Bismarckstr. 18. 
tlO. 1904. Krsgh, 0., Dr. pUl., Adjunkt, NjUbfng^Fftlitor, DBaeiMtk 18/904. 

1900. Krau.M, J. , Oberlehrer an der Oberrealschiile, Darniötadt , Irenestr. 87. 
1891. Kraase, M., G.H.H., Professor an der Technischen Hochschule, Dresden, 

Friedrich Wilhelmstr. 82. 
1891. Krazer, A., Profenor an der Techn. Hochschule, Karlsruhe, Wettendatr. 57. 
1897. Kreutz, H. , Professor an der Universität, Kiel, Xi^niannffweg' 103. 
1897. Krüger, L., Professor, Abteilungsvorsteher am Kgl. GeodJUischen Institut, 

Potsdam; Groß -Lichterfelde, Mommaeiuir, 8. 

1902. Krüger, Theodor, Dozent an d«r hSheien Bergaekule, Ekaterinoslaw. 
1900. Kucera, 0 . Pr< ft s^or am RealgTumsrinm und Lehrer Uk der Univenittt, 

Agram, Jurjevska uUca 14. 

1896. Kfibne, H., Dr., Oberiehiter a. d. MMChinwibwuch., Dortmtmd, Johaimeiatr, 14. 
1909. K Q h n e m a n n , F., FsofeiBOV AiUI ^1. Friedrich»-Eolleginm, KOnigibeig i. Ft. 

Wilhelmstr. 12. 

SäO. 1893. Kürsch&k, J., Professor an der Technischen Hochschule, Budapest U, 
AlbreehUtr. 14. 

1899. Kullrich, E , Profenor ea der Holieniollenucliiile, SchfiDebev bei Berlin, 

Erdmannstr. 11. 

1890. iiutta, W., Privatdozent a. d. Techn. Hochschule, München, Zieblandbtr. 'd'6. 

1897. Laconibe, M., Professor am Polytechnikum, Zürich, Seifddefcr. 115. 
190Ö. La live, A., Professor am Gyrunasium, La Chaux de Fonds 

1891. Lampe, E., G li.R.y Professur an der Techniacheu liochscLule, Berlin W. 16. 

Fannentfer. 84. 

1899. Landau, K., Professor an der UniverBitüt, rTiarlottenliur«,', Hardcnbergstr. 13. 
1894. Landsberg, G., Professor an der Universität, Breslau, Sehweidnitzer 

Stadtgraben 26. 
1909. Lftubert, K., Oberlehrer, Cassel, Ständeplatz 19. 

1896. Laupel, L., Villa Ensoleillw-, Beauliou, Alpes Maritimes. 

880. 1897. Leitzmann, H., Dr., Yersicherungsrevisor, Großlichterfelde -West, Stern- 
fltfaBe 93. 

1891. Lerch, M., Professor an der ümvttreil&t, Freibnvg (Schweiz). 

1898. Levi-Civita, T., Professor an der UniTersitat, Padua, Via Altinate 14. 

1897. Liebmann, H., Professor a. d. Universität, Leipzig- Heudnitz, Brommestr. 7. 

1898. Lilien thal, Bw t., Professor an der UniTeraitftt, Münster L W., Erphoitr. 18. 

1900. LindelOf, B., F^fessor an der Universität, Helsingfors, Boulevardsgatan 12. 
1893. Lindemann, F., Profe^.sor a d. üniversitüt, München, Franz Joseph-Str. 12. 
1898. Linseubarth, H., Oberlehrer a. d. I. Healsch., Berlin N., Lothringerstr. 76. 
1897. Loewj, A., ProfeMor an der UuTereittt, Fteibuxg i. B., Zfthringerstr. 7. 
1891. London, F., Professor an der Universität, Bonn, Goetbestr. 19. 

840. 1898. Lorenz, Franz, B.R., Professor an der KönigL Gewerbe- Akademie, 
Chemnitz, Keidisstr. 33. 

1897. Lorens, Han«, ProÜBssor an der Technischen Boehsehnle, Danai^Leagftihr, 

Jobannesberg 7 

1898. Lorej, W., Oberlehrer am Gymnasium, Görlitz, Blumenstr. 66. 
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18M. Loria« O., ProÜMSGr «n der ümT«nitftt, Oenna, Famo CttflTaro 1. 
1899. Lovett, E. 0., Professor an der UniversitAt, Princeton, N. J. 

1899. Ludwig, W., Phvatdo&ent aa der Teohniachen fiochachiüe, Karlsrabe, 

Kurvenatr. 21. 

1891. Lfiroth, J., Q.B^ FroHMsor an der Umvenitlt, Mbnig i. B., Moaaititr. 10. 

1900. Lukat« H., Oberlehrer, Dansig, Pfeffentadt «8. 

1902. Maciarlane, A., Professor an der UmTenität, South Bethlehem; Gowne 

Onrre, Chatham, Ontario, Cauada. 
1807. Mackay, J. S., Edinburgh, Northumberlsnd Stareet 69. 
860. 190Ä. Maillet, E., R^p^titeur ä TEcoIe Polytechnique , Directeur de l'Inter- 

m^diaire des Math^maticionSf Boorg-la- Keine (Seine), rue de Eon- 

tenay 11. 

1906. Majcen, G., ProfeHsOir, Universitätsdozent, Agram, Zapadni perivoj 16. 

1894. Mandl, M., Professor au der T?« ilf^ 'hule , Laibach, Bleiweißstr. 4. 

1891. Mangoldt, H. v. , G.Ji.R.^ Proteosor an der Teohniachen Hochschule, 

Dansigi-Langfuhr, Heiligenbranner Weg 8. 
1898. Hansion, P. , Professor an der Universität, Cient, Quai des Dominicains 6. 
1900. Marco, 0., Sekretin- des Wiener Schachklobs and Bedaktear der Wiener 

Sohachzeitung, Wien IX, Wäbringerstr. 94. 

1898. Marenae, A., Privatdosent an der ümTOiilftt Berlm; GtoS-Liehterfblde, 

Wilhelmstr. 

1899. Martin, A., U. S. Coasi and Qeodetic Srnrey Office, Wadiington NW., 

D. C, N Street 916. 
1897. Harxaen, S., GymnasiaHehrer, Sdileswig, MoMkeelr. 6. 
1897. Maechke, H., Professor a. d. Universität, Chicago DL, Woodlawn Av. 6649, 
860. 1909. Mason^M.. lustiuktur a d. Yale Universität. X>'w Häven, Conn., I>wig]ii8tr.90. 
1004. Massachusetts Institute of Technology, Boston, Mass. 
1908. Hathematii»! Library of the ünivemity of Chicago, Chicago 111. 
1897. Mathematischer Verein der Universität, Berlin NW., Dorotheenatr. 6. 
IMVti Matliematischer Verein d<>r Universität, (Juttiny'OTi. 
1SÜ9. Mathematischer Verein der Universität, Halle a. S, 
1905. Mathematischer Verein, Heidelberg. 

1900. MaUiematiacher Verein der üniTeraitKi, Hfloehen. 

1897. Mathpriiatisclu'.s In.^fitiit der Toehnischen Ilocliscliulr-, Äffinchen. 
1902. Mathematisches Institut der Universität, Freiburg i. Br. 

370. 1904. Mathematisclies Kabiuet der Universität Gießen. 

1901. Mathematiaehes Seminar der üniveraittt, Mflnehen. 
l'JO.S. Mathematisches Seminar, Würzburg. 

1891. Manrcr, L.. Professor an der Univfrsitilt. Tübin;^en, (^'hri-itophstr, 8. 

1891. Mayer, A. , Professor an der Univcraiiut, Leipzig, lluüplatz 14. 

1899. Hehling, A., Dr. pbiL, Fttrtb, Amalienetr. 88. 

1904. Mehlis, 0., Dr., Oberlehrer an der Realschule, Oschersleben, Kaiserstr. 26. 

ism Mehmke, R., Professor a. d.Techn. Hochsch., Stuttgart, Weißenbnrgstr. 29. 

lUUö. Meißner, Otto, Potsdam, Viktoriastr. 70^ 

1904. Merrill, Hiaa EL A., Wellealey College, Wellealey, Maaa. 

880. 1897. Metzler, W., Professor an der Universität, Syracuse, N.Y. 

1900. Mewes, H , Oberlehrer an der Großen Stadtschule, Wismar, Am Schilde 6. 

1898. Meyer, Eugen, Professor an der Technischen Hochschule, Berlin W. Ö8, 

Kalkranthatr. 16. 

1904. Meyer, Engen, Dr., Oberlehrer, Charlottenburg, Goethestr. G. 

1891. Meyer, Franz, Pi-ofessor a. d. Univerjä . K^nipslwu-g i. Pr., Mittelt ra^^heim 61. 

1908. Mikami, Y., Nr. 367 Shinzaka, Morikawacho, Uongo, Tokyo, Japan. 
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ItNH). Miller, 0. A., PtofesBor an der Stanford UniTeraitU, Callfonna. 

185)1. Minkowski, H., Professor an der Univerftität, Göttingen, Planckstr. 15. 

I8ü8. M itta g-Leffl er, G.. Professor an der Universität, Stockholm -Djursholm. 

lödd. Molieu, Th., Frofeasor um i^ulytechnikum, Tomak, Sibirien. 

990. 1900. Molk« Jm Pwtemor aa der UaiTmitU, Nancy, m« d*AUiaace 8. 

1896. Moore, K. B., Professor an der UniTCnittt, Chicago III., Washington 

Avt'DUC 5617. 

1905. Mi'illet, CuuraU U., Dr., Göttingen, UuniuieuHir. 4. 

1896. Müller, Emil, Professor a. d. Techn. Hoehsehnle, Wien HT, Praßgasse 17. 

1!»02. Mr. 1 1 er, Engen, Profes.-<or an (Ipr Oberrealarhiile, Konstanz, BahtthoQplata 4. 
1891. Müller, Felix, Professor, Friedenau-Berlin, Rönnebergstr. 16. 

1904. Mflller, Franz, k. Obergeometer, Augsburg. 
1900. M filier, Hans, Dr , Göttingen, Kirch weg 1«. 

1905. Bf ü II er , H e i n r i c h , Professor am Kaiserin Aognsta-Gjninasiani, Charlotten- 

burg, Grolmaastr, 16. 
1891. Mflller, Beinhold, Professor an der Techntsehen Hochsöhnle, Bmun- 

schweig, Bagenstr. 2. 

400. 189S. Müller, Richard, Profi-dsor am Kaiser Wilhelms - Realgymnasinm und 
Frivatdozent a. d. Technischen Hochschule, Berlin S., Schleiermacherstr. 11. 

1898. Mnth, F., Dr. phil., PriTatgeldirter, Osthofen (Kheinhessen), Woimserstr. 88. 

1897. Naetsch, E., Professor an der Technischen Hochachnle, Dresden; Blase- 

witz bei Dresden , 8triesenerstr. 6. 

1898. Nagaoka, H., Profe^^sor an der Universitilt, Tokyo, Japan. 

1897. Nath, M., Professor, Direktor des Beal- Gymnasiums, Nordhausen. 

1691. Netto, B., G.H.B., Professor an der UniTersit&t, Oiefien, Sfld* Anlage 18. 

1893. Nenberg, J., Professor an der Universität, Lüttich, Rue Sclessin 6. 

18Ö1. Neuraann, Carl, G.TT.F , Professor a. d. UniTorf;., lyeipzia^, Querstr. 10 — 18. 

18dd. Neu mann, Ernst, Profeotior na der üniverHitilt, Marburg. 

1908. Newhirk, B. L., Dr. phil., Stndents ObserratoiT, Berheley, California. 

410. 1901. Newson, H. B. , Professor an di^r Universität, Lawrence, Kim.sas. 

1900. Nielsen, N., Privatdozent a. d. UniverHiUlt, Kopenhagen N., Nörrebrogade 67. 

1900. Niklas, P., Überlehrer am Gymnasium, Lyck, Ostpreußen. 

1906. Nitz, K., Dr., Schnbuntskandidat, Gumbinnen, Poststr. li. 

1891. Noether, M., Professor an der Universität, (»rtr-i n Nürnbergerstr ."52. 

1899. Nordmaun, M. , Profe^^sor am Realgymnasium, Jialbcr»tadt, Gleimstr. 17. 

1900. öffentliche Landesbibliothek, Kgl., Stuttgart, Nockarstr. 8. 

1897. Oettingen, A. v., Professor an der ünirersit&t, Leipzig, Moaartstr. 1. 
1908. Ondracek, J., Professor an der Staatsgewerbeschule, Wien X. 
1900. Opitz, H. R. G., Dr , Oberlehrer am KOnigstftdüschen Realgymnasium, 
Berlin; Johannisthal, Parkstr. 6. 
480. 1808. Oppolzer, E. Ritter t., Professor an der üniTersitU;, Lmsbraek-HOtting. 

1899. Osgood, W. F., Professor an der Harvard UniTersitft^ Cambridge, Mass. 

Walker Street 60. 

1891. Puppe ritz, K , Oberbergrat, Professor, Rektor der Bergakademie, Frai- 

berg i. S., Weisbachstr. 5. 
1891. Pasch, M., G.H.B.^ Professor an der Universitfti, GieBen, AÜcestr. 81. 
1908. Poirce, J. M., Professor an der Harfard UmYersitilt, Cambridge, Ifaes. 

Kirklandplace 4. 

1891. Pelz, C, Il.It.t Professor an der böhmischen Technischen Hochschule, 

Rag, Dittrichgaase 1778. 

1904 Perron, 0., Dr,, München. Rarerstr. 76. 

1892. Pick, G., Professor an der deutschen Universität, Prag, Kgl. Weinberge 7&4. 
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.Tiil.r do** 
Kialritta 

19(N>. Pi«ree, A. B., Inairnktor an der üstvenitM» Ann Arbor, Ifich., 707 8<mtli 

Qmrch Street. 

1897. Pierpont, J., ProfeMor «a der Yale Uiii?«nittt| New Häven, Coon., 

Mansfieldstreet 42. 

itO. 1897. Pietüker, F., ProfiMSor an Gymnasium, Noidhanaai, All oeeü . 41. 

1891. Piltz, A., Dr. phil., Soll» i. Th. 

1902. Pincherle, S. , Professor an d(?r Uiiiversitüt , Bolojfna, 
1906. Fisati, L., Lehrerin an der Technischen Schule „Marianna Dionigi'S Born, 
Via PolTarieza 1. 

1898. Planck, M., Profeator a. d. Univera., Bolin- Grunewald, Wangenheimstr. 21. 

1891. Pochhammer, L., G F H., Profeawor a tl. Univers., Kiel, Beeeler AUea S. 

1892. Pockeis, F., Professor an der üniveräitüt, Heidelberg, üergstr. 3. 
1901. P6ria&8s, X, ProÜBiaor, Budapest HI, Sseioilaliegj JÖBafhagy 8. 
190S. Porter, B. M , Proteor an der üniTersität Texaa; Anstiii, Tasaa. 
1904. Powel, A., Professor an der Realschule, GumbimoT! 

440. 1903. Prandtl, L., Professor an der UniYersität-, Göttiugen, Kirchweg la. 
1908. Praaad, G., PMfieaBOr am Queen» College, Benarcs, Kh^uri 88. 
1891. Pringsheim, A., Profeaaor an der üniversitüt, München, Aroiaatr. 18. 

1890. Protopapn (1 aki , P., Ingenieur, Athen, Rue Valaorites 15. 

1897. Prflmm, E., Assiatent a. d. Teohn. Hochschule, Braunschweig, Gejsostr. 21. 

1891. Prym, F., G.H.R., Profeaaor a. cl. üniT., Würiburg, Schwabimterstr. SV*. 
1900. Ptaszjcki, J., Prof. an der Univ., St. Petersburg, Nadieadinaka 11, log. SO. 

1899. Pand, O., Dr., Oberlehrer, Charlottonbnig, Schloßatr. 61. 



1908. Quelle, R., VerlagsfanohUndlcr, Proknriit dar Fimta B. 0. Teabner in 
Laipsig, Poatatr. 3. 

1897. Raaij, W. H. L. Janssen van, Delft. 

460. 1902. Radakori^, M., Professor an der Universität, Innsbruck, Klaudia&tr. 20. 

1893. Bados, G., Professor a. d.Techn. Hochschule, Budapest YII, Csengery-Gasse 1. 

1901. Babta, J., Pkofeaior, Leiter dea Statistiachen Amtea der Stadt Berlin, Ghai^ 

lottenburg, Ldtaciwstr. 8. 

1902. Rau, R., Professor an der UniversitÄt, Jena, Lutherplat/ 5. 

1896. Bausenberger, 0., Professor a. d. Musterscbule, Frankfurt a. M., Heisterstr. 8. 
1908. Beb mann, E., Dr., Obereehnlrst, Karlerahe i. B., Yoiholaatr. 9. 

1898. Recknagel, Q., Rektor des Realgymnasiums, Äugsbuig. 

1894. Reich, K., Professor am Technolo^^isthen Gewerbe-Museum, Doaent an 

der Technischen Hochschale, Wien iX, Michelbeurngasse 2. 

1891. Reinhardt, C, Konrektor am Bealgymnaeiom, Zittau i. S., BahnbofMr. 6. 

1893. Röthy, M., Professor a. d. Techn. Hochschule, Budapest VHI, MuzeumkOrüt. 

460. 1891. Reuschle, C, Professor an der Techn. Hochechule, Stuttgart, Hegelstr. 44. 

1891. Heye, Th., Professor an der Universität, Straßburg i. K., Dietrichstaden 6. 

1899. Ricci, G., Profeator a. d. Untvaraitat, Padua, PianaYittorioEmannal«n29. 
1904. Richardson, U. (l D., Liatmktor a. d. Yale Univerä., New Häven, TalaStv 190. 

1891. Richarz, F., Professor an der Universität, Marburg 

1892. Richter, P., Oberlehrer am Gymnasium, Quedlinburg, Bahnhotstr. 6. 
1906. Rieß, F., Dr., Löcse, Uugam. 

1897. Ri necker. F., Gymnasialprofeuor, Begensburg. 

1891. Ritter, A , CHR., Professor, Lüneburg, Obere Schrangeostr. 18. 

1908. BiuB y Casas, J., Professor an der Universität, Zaragoza, Sains de Va- 

randa 8, barrio da laa Aeaeiaa, Torrero. 
470. 1891. Hüdenberg, C, Profeeaor a. d. Techn. Hochschule, Hannover, Körnerstr. 19». 
1899. Roe. K D .lr., Profeaior an der UniToraitftt, Syracuae N. Y., Oatrander 

Avenue 105, 
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Jfthr de« 

Fintritt« 

ISt^l. Rogel, F., log., Dozent am Teclmikum, Limbach (Sacbseu), Markt 1. 

IWl. Rolin, K., 0,H.B,^ Fkofmor in d«r UniTonitKt, Leipzig. 

1891. Rotanes, J., GM.B^ Fkoftnor ftn dar UniTwutat^ Brealan, SohwtidmtMr 

Stadtgraben 16 b. 

1891. BosenoWf H., Direktor des Sophien-RealgymnasiuiuH, Berlin C. 64, Wein- 

tMUWtWU, lo. 

1899. Rost, G., Professor an der Universität, Würzburg, Mergentheimerstr. 6. 
l9Wt, Botbe, R., Dr., Privatdozent an der Techniscben Horhp( bnU-, Technischer 

Hüfsarbeiter bei der FbjsikaliBdi-TechniBchen Reichsaustalt, Charlotten- 

Imrg, Sehliltetstr. 78. 
1901. Rothrock, D. A., Professor an der Universität, Bloomington, Ind. 

1892. Rudel, K., P;' fepsor in Nürnberg, Ludwig Feuerbachstr. IS. 
4S0. 1891. Radio, F., l'rotcHsor am Polytechnicum, Zürich, Feldeggstr. 64. 

1801. Rudolf, EL, Ingenieur, Bochum, Brfiokito. M. 
1881. Rnnga, C, Profe«Mir an der Unifemttt, GOtttngMi. 

1891. Saalschütz, L., Professor au der Universität, Königsberg i Pr., Tkag^ 

heimer Palrersfr. 47. 
1904. Salkowski, E., Dr. pbü,, Charlottenbuig, Fraunhoferstr. 16 
im. Sa X e 1 b j , F. M. , Professor am Munidpal Teelmical Institate, BeUait, IrUmd 

College Square North. 

1800. Schaf heitlin, P.. Oberlehrer am Sophien-Realg3nmiia8ium, Berlin W., 

Schaperstr 17. 

1904. Schaf stein, K., Dr phil, Göttingen, Roßdorfer Weg 6. 
1899. Schaper, U. v., Oberlehrer a. d. Seefahrtschule, Bremen. Meinkenstr. 20. 
1806. Schapper, H., Professor an der Universität, Fajetteville Arkansas, 
Hillstr. 

4M, 1888. Scheff ers , G , Professor an der Teehniacheii Hocbsehole, Damutadt, Witt- 

manns'br. 60. 

1881. Scheibner, W., G.H.R., Professor an der Universität, Leipzig, Schletter« 
Straße 8. 

1899. Scheller, A., Adjunkt der Sternwarte, Prag T. Clemeutinnm. 
1891. Schilling, C, Direktor der Navigationsschule, Bremen, Neustadt-Wall 1. 
1888. Schilling, F., Profebsor an der Technischen Hochschule, Dauzig-Langfuhr, 
Johannistal 8. 

U»04 Schimmar-k, R , Kandidat des höheren Schulatute, Gßttingon, Bühlstr. 

1893. Sch leiennacher, L , Professor au dei forstlichen Hochschule, Asehafien- 

bui'g, Grüuewüldstr. lU. 

IMG. Sehlepps, F., Hauptmann, Hllaii. 

1881. Schlesinger, L , Professor au der ÜJUTorntftt, Elaaienbiiig (üngam), 

Fellegvari utcza 112. 
19U1. Schlick, O., Konsul a. D., Direktor des Germanischen Llojd, Hamburg, 
Belleme 8. 

SOQl 1908. Sc h 1 i n k , W , PrintdoMnt ft. d. Teehnisoheii Hoduohnle, Darmstadt, Witt- 

munnstr. 27. 

1^02. Schmid, Th., Professor an der Technischen Hochschule, Wien lY, Apfel- 

1801. Schmidt, Adolf, Professor, Vorsteher der magnetischen Abteilmig des 

met^'nrologischen Observatoriums, Potsdam, Telegrafenberg. 
1891. Schmidt, M., Professor an der Technischen Hochschule, München II, Eaol- 
baehstr. 86. 

1804. Schmidt, Walther, Oberlehrer am BeelgymimBiiim, Dfixenip Mazieiistr. 48. 
1806. Sehniedexjosi, Atteodom, Westf. 
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Jahx d«8 

1891. Sehoenflies, A., Profeaaor tax der ümTenitftt, Mittelhnfen bei KOIl^^ 
berg i. Pr., Kuifürateottr. IS. 

1898. Scholz, P. 6., Pn>f6B«or am Friednohs-fiealgymnauam, fierlin; StegUts, 

Ficbtestr. U. 

1899. Schorer, K Th., Gymnaiiallelirer, Wdfittibiiig am Sand, HitteUhuiken. 
1897. Schorr, R., Professor, Direktor der Sternwarte, Hambmg. 

610. 1902. Schott, 0 , Dr phil., Fabrikleiter, Jena. 

1897. Schotten, U., Direktor der städt Oberrealschule, Halle a. ä., Karletr. 0. 

1891. Sehottky, F., Professor an der üniveraitftt, Berlin-Steglitz, Ficbtestr. 12a. 

1900. Schonte, P. H., Professor an der Umversit&t, Groningen. 

1899. Schräder, C, G.F F , H^iehs-Inapektor fOr die Seeacbiffn^ etc. FMfimgen, 

Berlin W. , Wilhelmstr. 74. 
1899. Schröder, Johannes, Oberlehrer a. d . Oberrealsch., Hamburg, Finkenau 9. 

1901. Schröder, Bichard, Oberlehrer an der Realschnle, Canel, WArthstr. 19. 

1892. Schröder, Th., Professor a. D., Nürnberg, Sulzbacherstr. 7. 

1906. Schrutka, L., Edier von Kechtenstamui, Dr., Assiatent an der Tocbni«cbea 

Hochschule, Wien XIX, Cottagegasse 5(>. 
1881. Schubert, H., Profeeaor am Jofaaaneom, Hamburg, Domstr. 8. 
890. 189G. Schfilkfi, A,, Prof an der < »berrealschiile, Könignberg i. Pr, Schönatr. 11. 

1901. Schütz, E. H., Dr., I'rofe.'^sor . Frankfurt u. M., Elsheimerstr. 4. 

181^2. Sch ult2, E., Dr., Oberlehrer a. llealgjiima«ium, Stettin, Kaiser Wilhelmstr. 'Jä. 
1891. Sohvmaeher, J., Profeeaor an daiu MUitfarbildongaanatalteii, Htineheii, 
Elvirastr. 1 

1891. Schumacher, Robert, Professor au der Industrieschule, Augsburg, Bii« 
marckstr. 11. 

1891. Sehnr, F., &.JBr.JR., Profenor an der Teefaniadien Hocheolnile, ^rlamhe, 

Beiersheimerallee 2. 

lyOl Schur, Issai, Privatdozent an der Universität, Berlin W., Genthinstr. 91. 

Schwab, G., Reallchrer, Bamberg, Amalieuatr. 8. 
1894. Schwärs, H. A., G.E.JR.^ Profenor an der Univemtftt, Berlin; Villenkolonie 

Grunewald, Humboldtstr. 33. 
1808. Schwarzschild, Professor an der Universität^ Direktor der Sternwarte, 

Göttingen. 

880. 1898. Schwatt, J., PkofcBaor an der UmTeraitat, Philadelphia, Pa. 

1891. Schwering, K., Professor, Direktor dei Apoatel-Qyinnaeiiuin, COla a. fih., 

Amdtstr. 8. 

1898. Scott, Ch. A., Professor am College, Bryn Mawr, Pa. 

1902. See, Th. J. J., Profeeaor, United Statea Naval Obeervatoty, Washing^ 

ton, D. C. 

1891. Seeliger, H. v., Proff>^4sor an der UniTersitftt, Direktor der Sternwarte, 
München - Bogenhausen. 

1897. Segre, C, Profenor an der UmTernt&t, Turin, Cono Vittorio Bmannele 88. 

1898. Selivanoff, D., Profenor ap der Universit&t und an den höheren Fragen- 

kursen, St. Peter^' nr^r, Fontanka 116, log. 16. 
1897. Selling, E., Profeuttor an der UniTersität, Würzburg, Maistr. 4. 

1891. SerTus, H., Oberlehrar am Friedricha-Bealgjmnaaiom und PriTatdoaeat 

an der Technischen Hochschule, Berlin; Charlottenburg, Spandaueistr. 9. 

1893. Sidler, 0., Professor an der Universitilt , Bern, Chriistoffelffasse 4. 

640. 1891. Siebert, A., Professor an der Kadettenanstait, Groß -Lichterfelde W., 
Bdlerraertr. 80. 

1892. Sievert, H., Professor am Ojmnasium, Bayreuth. 

1891. Simon, M., Professor an der Universitftt luaid am Ljcenm, Strafibnrg i £. 
Lessingstr. 17. 
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Jkhr des 
Eiatntu 

1M7. Sintsow, D., Profewor an d«r Univenittt, Charkow. 

1905. Sisam, Ch. H., Offioer's Hess., AnnapoUs Md. 

1897. Smith, üaTid Enjcrene, Professora, d Columbia rnivprBitÄfcjNaw York Ci^, 

1901. Smith, 0. A., caud. mag., Kopenhagen, Ole äuhj^gade 8. 

1900. Smitli, Percey F., ProüBasor an der Tale üniTenitftt, New HaTen, Coiin.« 
Pearl Street 78. 

1903. S n y d e r , T. , FK>fe«K>r an der CkumeU UniTersitftt^ Itbaca, N. X. , UniTeni^ 
Avenue 204. 

1900. Sobotka, J., Proümor an der tschecb. Technischen HoehBChnle, Prag, 

Smichow Ferdinandsqoai 19. 
ML 1909. SoisBon, W., Profenor an der Indostrie- n. Handelawshiüe, Lnzmbing, 

Josephstr. 19. 

1899. Sommer, J., P^eator aa der Teelmiidini Hochabhiild, Dansjf^Langftihr. 
1996. Sommerfeld, A., ProfiMaor an der Technischen Hochtchnle, Aaehen, 

Lousbergstr. 13. 

1897. Sonin, N. Präsident d. wissenBchaftl. Komitees d. Ministeriums 

d. YolkeaiAlftrung, St Petersburg. Englischer Prospekt 38. 

1898. Souslow, 0., Profesaor an der Universität, Kiew. 

\900. Spitz, A., VersichtTungsmathcmatiker, Wien II, Lilit-nbriingaase 18. 
1891. Sprung, A , Professor am Meteorologischen Institut, Potsdam. 
1891. Stftokel, P., Professor a. d. Technischen Hochschule, Hannover, Alleestr. 21. 
1S91. Stahl, H., Professor au der Universität, Tübingen, Hireehatienttr. 8. 
1898. StamrnPT, W., Professor, Düsseldorf, Hohenzollcrnstr. 9. 
Wo. imi. Staude, 0., Professor an der Universität, üostock, St. Georg-Str. y«. 

1902. Stecker, H. F., Profesaor am State College, Pennsylvania, Lock Box ao&. 
190t. Bteininger, K., Dr., Fachldirer, Wien m, Beiutentr. 88. 

1897. Steinitz, K , iVofe8sor,DoieiitaaderTechm«chenHoeh8obule, Berlin W. 15, 

Uhlandstr. 17^—174. 

1897. Stephanos, K., Professor au der Uuiveruilät, Atheu, liue de Solou 20. 
1894, Stern eck, R. v., PkofiBeior an der UmverftiUlt, Chemowita. 

1908 Stet so II 0. S. , Professor an der Svracnsc Classical School, Worcester, Mass. 
1891. St ir kelberger, L., Professor an der Universität, Freibarg i. B., Zasiui- 

älra^ 73. 

1901. StOrmer, C', Profeeior an der UntTersitftt, KiiBtiania, Daalagade 14. 

1900. St raube], R. , ProfesBor au der Universität, Jena, Beethovenstr. 2. 

&70. 1900. Sturm, Ambro«, PiofoMor am Obergymnasium, Seitenatetten, Nieder- 
Osterreich. 

1891. Stndy, £., PMümmt an der ünirerntftt, Bonn, GObenalr. 98. 

IR'Jl Sturm, R., G.R.R., Professor an der Universität, Breslau X, Werderstr. 9. 

1898. Sutak, J., GymuReialprofessor und i^ivatdoxent an der Universität, Buda- 

pest IV., VarosJtiazt^r 4. 

1894. Tauber, A., Privatdozent an der Universität, Wien YI, OnmpendorfiBratr. 88. 
l'jiiü. Technische Hochschule. Kgl , Danzig-Langfohr. 

1903. Tedone, 0., Professor an der Universität, Genua. 

1908. Tesaf, L., Pkefeeaor der Staatroberrealsohnle» Olmftto, HIbren. 

1901. Thiersch, F., Lehrer am Denteeben Laademebongaheun, Hanbinda (Poet 

Ftreufdürf". 

1891. Thomae, J., G.H.B., Professor an der Universität, Jena, Easemenstr. 9. 
MO. 1908. Tbom 4 , W., G.B.R., Profesaor an der UniTersität» Greifawald, Mfihlenstr. 80. 

1904. Tietse, H., Dr., Wien III., Hauptstr. 6. 

1897. T i Dl c r d i n g , E , Pr< > f 0 Bsor an der Universität, Simfiborg i. £. , Koprecbtaan, 

Schntzenbergerstr. 16. 
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Blntrittf 

1897. Toeplitz, E., Piofeisor am Johannes -Gjamasiam, Breslau, Ohlauer* 
StadtgprabMi 8. 

1901. Torka, J., Lehrer der Mathematik and IfBechiiieiilelue«, Friiedenan-Berliii, 

Friedrirli Wilhelmplatz 2. 
1893. Tötöasj, B. v., Proiesäor an der Technischen Hochschule, Budapest. 
IMl. Trftttkner, Th , Privatgelehrter, Burkertdoif Bei. 0re«detu 
190S. Treutlein, J. P., Direkt«« dee Real- und BefoRn-Gymnaniimi, EarimlM, 

Waldhoriistr. 15. 

1902. Trommsdori'f, ü., Dr., Gymnasiallehrer, Hildesheim. 
1905. Tropfke, J , Dr., OMehzer, Berlin NW., Ifazieniir. 14. 

590. 1903. Tyler, H. W., Profeisor am UawaehiueUe Inetiiote of Teehnolegj, Boeton, 
Mass. 

1899. ümlavf, K., Oberlehrer am fleminer, Bamlnirg. 

1901. UniversitÄts-Bibliothck zu Kristiania. 

1896. UniTerMtäts-Bibliothek zu Utrecht. 

1897. Tahlen, K. Th., Professor an der Universität, Greifswald, Papenstr. 7. 
1891. Valentiu, G , Oberlriblioehekar der Kgl. Bibliothek, Berlin W., Butg- 

grafenstr. 6. • 

1898. V&lyi, J., Professor an der ÜnTersitilt, Elansenburg (Ungani). 

1901. Yariiak, V., Professor an der UniTereitftt, Ägram, Fram-Joe^haplat« 0. 

1B93 Veronese, G. , rrofessor an der ünivpraität , Paduu. 

1898. Vieth, J. v., Oberl. a. KgL Gjmn., Dresden- Neustadt, Amdtsir. 9. 

600. 1906. Titerbi, A., Dr., Privatdoieni an der Univeiiität, Pavia, Yia Fosoolo 28. 

1902. Van VIeck, E. B., Profetsor an der üniTersitftt, Middletown, Conti. 

1898. Vogel, P., Profeseor an der Artillerie» und iDgeniearschule, Hänchen, 

Linprunnstr. 68. 

1899. Voigt, W., G.R.R, Professor an der UniTersitili, Gflttingen, Ordner Weg 1. 

1908. Volterra, V., Professor a. d. Universität, Rom, Via in Lucina 17. 

1891 Von der Muhll, K., Professor an der Universität, Basel, Bäumleingasee 15. 

1891. Voß, A., Professor an der Universität, MQnchen, Habsburgerstr. l. 

1900. Yries , H. d e, Doient a. d. Poljteclmisdien Schule, Delfl; Ozugeplantage 89. 
1898. Yriee, J. de, Professor an der Uni?erntitt» Utveeht * 

1895. Walleiiberg, G., Oberlehrer, Charlotteuburg, Grolmaustr. 21. 

610. 1898. Walsoh, E., Professor an der Techniichen Hoolisehole, Brünn. 

1898. Walter, Alois, Professor an der Staats «Oberrealicliale, Otai, Grai- 

bacbgasae 15. 

1900. Walter, Theodor, Direktor des Gymnasiums u. der Oberrealschule, Worms. 

1891. W angerin, A., Professor an der Universitilt, Halle a. S., Beiehardtstr. 8. 

1898. Wassiliew, A., Professor an der Universität, Kasan 

1895. Weber, £. T., Professor an der Universität, München, Alexandrastr. 1. 

1891. Weber, Heinrich, Ptofoseora. d. UniTOrs., Strafiburg i. E., Goetheetr. 87. 

18U7. Weber, M., Professor an der Tecfan. Hochschule, Hannover, Baonutr. 19. 

1900. Webster, A. G., Professor an der UniTersität, Worcester, Haas. 

1900. Weder, 0., Dr., Gymnasialoberlehrer, Zittau, Hansenstr. 1. 

690. 1891. Weiler, A., Professor an der UniTersit&t, Zflrioh. 

1891. Weingarten, J., G.R.H., Professor, Freiburg i. B., DrdkOnigstr. 88. 

1891. Weinmeister. J. Ph., Professor an der Forstakademie, Tharandt. 

1U06. Weinoldt, Professor an der Marine -Akademie und -Schule, Ptivatdozent 

an der UnxTenitU» Sei, Beselerallee 60. 

1908. Weiß, Fr., Oberlebrer an der Realschule, Qr.'iachterfelde^ FaraUebtr. 10. 
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Jahr 4m 

■iBtrittt 

1899. Wellstein, J., Professor «o der UniTersitüt, ätraßburg i. Ladwigs- 
bAfenerstr. 6. 

1891. Weltsieo, C, Profimor aa der Friedridu-Werdenehen ObemaJsdiuIe, 

Berlin; Zehlendnrf, Prinz ITiindjt'nr' Str. 3. 
189». Wend, II. 0., Professor iin der Gewerbe-Akademie, Chemnitz, Andräeatr. 6. 

1899. Wendler, A., GjmaüsiHllebrer, München, Moitartatr. 13. 

1908. Wen dl, E., Dr., Oberlehrer m der Seefiahrtseehule, Bremen, Am Deich 88» 
€80. 1807. Wernicke, A., Oberrealschuldirektor, Professor an der Tecbiisechai Hoch- 
schule, Braunschweif?, Hintern Bnldern 30. 

1903. Wernicke, Paul, Professor am State College of Kentucky, Lexington, K7. 
1008. Westfall, W. D. A., Honiagne N. T., s. Z. QOttingeD, Gohelerstr. 8. 
1000. Westlund, J., FrofeMor an der Purdue-üniverwULt, La Fajette, Ind.. Ifain 

Street 222 

1897. Westpbal, A., ProfeBoor, AbteiluugMvor»teber um kgl. Geodäliacben In- 
■tifat, Potodam; Berlin W., Angebnrgentr. 60. 

1897. White, H., ProfeMOr an der Vassar College, Evanston, Hl. 

1898. Wiechert, E., Profesnor an der UniverMitilt, (jöttin<»pn. 

1901. Wieghardt, K., Privatdozent an der Technischen Hochschule, Aachen, 

VineenBitr. 15. 

1900. Wieleitner, H., Gymnaiiallehrer, Speyer, Hilgardstr. 8a. 

1897. Wien, W., Professor an der ünirersitilt, Wür/burg. 

640. 1891. Wiener, H., ProfosÄor a. d. Techn. Hochschule, Darmstadt, Grüner Weg 28. 
1000. Wtllgrod, H., Dr., Obedehrer der Offentt. Handdelehranttalt, Chemniti, 
Kaitersir. 81. 

19C-2 Wilson, E. B., Instruktor an der Yale TTTiiv.'isität, New Häven, Conn. 

1904. Wilson, K. £., Insiruktor an der Northwestern Univerbität, Evaoüton, III., 

Shennan Avenue 1989. 
1908. Winkelmann, II., Dr., Aaaietent an der Techniechen Hochechnl^, 

Karlsruhe, Angustastr. 20. 

1902. Winkler, W., Dr., Privatgeiehrter, Jena, Oberer Philosophenweg 11. 
1801. WIrti n g e r , W., Profenor an der Umyereitftt, Wien XVni, Edelhofgasse 19. 

1898. Witting, A., Oberlehrer am Gymnasium, Dresden-Strehlen, Waterloostr. 18. 
1891. Wölf fing, E., Professor a.d. Techn. HochKchult-, Stuttjriirt, Hacklanderstr. 
1891. Wolf, M., Protestior a. d. Universität, Direktor des Ajitrophysikalischen 

TnstitntB, Heidelberg. 
WO. 1000. Wolf, W., ProfeMor am Realgymnasium, Leipzig, Stephanatr. 88. 
1S97 Wolfskebl, P. , Privutgelohrter , Darmstudt, Karlstr. 8-i. 

1903. Worm, H. , Oberlehrer an der Fürstenschule Meißen, Neogasse 6. 

1904. Wolletz, K., Professor a. Staatsgymn. Krems a. D., Schillerstr. 12. 

1905. Yonnj^. A. E. , Instiul.tor an der Purdne TniversitÄt, T.a Fayette, Ind. 
1908. Young, John Weslej, Professor au der UniTersitftt, Princeion , 

Madison Street 23. 

1899. Toung, W. H.. Sc. D., Lecturer am Girton College, Cunbridge, z. Z 

QOttingen, Wilhelm Webentr. 44 a. 

1903. Zacharias, M., Oberlehrer, Berlin N.W. 52, Alt- Moabit 116. 

1898. Zahradnik, IL, Ptofeieor an der teehechischen Technischen Hochochnle 

Brünn. 

181»9. Zermelo. E. , ProfesHor a. d. Universität, Gö(Hn;rfn, Wilhelm Weber-Str. 24. 
660. 1893. Zindler, K., Prot'essor au der Univereitüt, Innsbruck, Pichlerstr. 8. 

1898. Z i wet, A., Prof. a. d. Univerntilt, Ann Arbor, Mich., South Ingallo Btreet 844* 
1698. Zorawski, C. v., ProfeHSor an der Univeraittlt, Krakau. 

Jaktwhtflali» d. DcittMim lC»UMm.-YweialgaBg, ZV. Baft 1. 8 



18 Chronik der Deutschen Mathematiker -Vereinigang. 2. Kassenberiobt. 

J»hr des 
£lntritU 

1894. Zaigmondy, E., ProfeiMnr an der TednusclMii Hoehiehiile, Ptag D, 

Polackv Quai 1981. 

064. 1802. Zflblke, P., Dr., Oberlehrer, Westend bei fi«rlin, Spandauer Becg 4. 

Im letzten Jahre verstorbone KitgUeder* 

E. Alilip, .Teiiu, f 14. Janiior Ufo.-. 

G. iiauck, ßerliii, f 26. Januar löOö. 

J. C. Y. Hoffmann, Leipzig, f Januar tM6. 

F. Ruth, ftag, t 80. August 1905. 

A. Öchepp. Wiesbaden, f ö- Marz 1905. 
V. Schlegel, Hagcii, f 22. November 1905. 
J. Sohram, Obvteig, f Februar 1006. 
0. Btola, Innabmek, f SS. NoTambec 1906. 



2. Kassenbericht 

Nach dem Stande vom 1. Desomb«r 1905. 
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Ober die logieelieu Paradoxieu der Mengenlehre/) 

Von A. SCHÖNPLIES in Königsberg i. Pr. 

Die Mengenlehre hat bekanntlich zu gewissen logischen Paradoxien 
geführt, die mehr und mehr als eine höchst unangenehme Beigabe 
empfunden werden. Eine rhifarlir Klärung der auttretenden Wider- 
sprüche hat. soweit mir bekannt, bisher nicht stattgefunden; auch die 
neueste Arbeit von Herrn J. Köni«;*) orreicht meines £racbtens dieses 
Ziel nicht. Der Ililhertsche Aufsatz^) über die Grundlagen der Logik 
und der Arithmetik hat allerdings den ausgesprochenen Zweck, durch 
einen neu zu schafl'enden axiomoHsd^ Aut'ban der logischen Gesetee 
and Grundbegriff«' düs Auftreten von derartigen Widerspnl« hon . aus- 
zuschließen. Uhnt' liierzu irgendwie in einen Gegensatz treten zu 
wollen, bin ich doch der Meinung, daß die Auflümmj der Wulerspruchf 
muA ohne dies m'6<jlich seht muß. Angesichts des Umstandes, daß 
man die Auflösbarkeit dieser Paradoxien mit den elementaren Mitteln 
der Logik ernstlich in Zweifel gezogen hat, scheint mir eine ein- 
fache Auflösung geradezu eine Notwendigkeit geworden zu sein. Man 
bedenke, daß sich Herr Frege am Ende seines umfassenden Werkes 
über die Grundgesetze der Arithmetik^) su dem Geständnis geuotii^t sidit, 
sngesichts des Russeischen Paradoxons über die „Klasse aller sich 
nicht selbst enthaltenden Klassen^' sei ^^eine der Grundlagen seines Ge- 
bäudes erschüttert^, also der ganze wissenschaftliehe Aufbau in Frage 
gestellt. 

Zuvor schicke ich folgendes voraus. Bei der Prüfung der logischen 
Richtigkeit einzelner Darlegungen kommt immer nur die richtige Asir 
Beendung d«r logischen Regeln in Betracht. Dies ist der Grund, aus 
dem die oben gestreifte Frage nach ihren Grundli^^ hier keine Holle 
^ielt; für unsem Zweck bleibt es gleichgültig, ob man die logischen 
^tze metaphysisch, psychologisch oder axiomatisch begründet. Es gibt 
aber meines £rachtens nur einen einzigen prinzipiellen Satz, dem die 
einzelnen Schlüsse und Darlegungen in logischer Hinsicht genügen 
mflssen, und dies ist der 8ai0 vom Wider^pntch.^) 

1. Sind %, fdf,,, irgend welche Dinge oder Begriffe, so sagt der 
Satt vom Widersprudi ans, daß von den zwei Sätzen: 

l) Vortrag, gehalten aui der JahreüvertjaiiJiuluQg der Matb.-Ver. iu Merau. 
8) Math. Ann. 61, p. 15«. 

3) Terha&dlnngen des dritten internst. Math. Kongresses, Leipug 1906, p. 174. 

4) Vgl. den Anhang Bd. S 266. 

6) Auch als Satz vom ansgoichlossenen Dritten bezeichnet 
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1) Dem 91 kommt die EigenBohaft iB m, vnd 

2) Dem 9t kommt die Eigenschaft SB nickt va 

sfcets einer und nnr einer richtig itt. Jeden dieser beiden Satze beseiehnefc 
man bekanntlii^ als das kontradiktorische Gegent^ des andttiL 

Auf dem Sata vom Widerspruch beruht daa widhti(pte mathematische 
SchluB?erfi)hrenj das wir kennen, nämlich der indirM Beweis, 

Das Wesen dieses Beweises besteht darin, das man aus einem 
Sata A mittek einer logischen Kette — d. h. mittels einer Kette 
logisch Terbundener richtiger Zwischensatse — einen Sata 8 ableitet, 
der mcht richtig ist Auf Grund des Satzes yom Widerspruch schließt 
man dann, daß nidit der Satz sond^n sein kontradikfcorisebes Gegen- 
teil richtig ist. 

Diese einfachen Tatsachen mußte ich Yorausschioken. 

2. Ich stelle nun die scheinbar fiberflfissige Frage, ob es hiervon 
Ausnahmen gibt Dem Torstehenden gemäß müßte dies allerdings aus^ 
geschlossen sein, und doch können in der Praxis Ausnahmen auflareten. 
Es wurde nSmlich bisher die stillschweigende Yoraussetzung gemacht, 
daß die Begriffe tC, $8, . . . mit denen wir operieren, wider^tmdtsfreie 
Begriffe sind. Dies war ebenso natürlich, wie notwendig. Operiert 
man dagegen mit Begrifiiui| die nußd widerspruchsfrei sind, so Tersagen 
die obigen Ausftfhrungen. Insbesondere versagt auch für sie der Satz 
Tom Widerspruch und das SchlußTer&hren des indirekten Beweises, 
und dies «sf, um es bereits hier zu sagen, die Qudle unserer logischen 
Paradoxien, 

Man denke sich z. B., man hätte sich den Begriff S eines recht- 
winkligen gleichseit^en numlichen Ffinfseits gebildet, alsdann kann 
sowohl der Satz: 

„Diesem % kommt die Eigenschaft SB zu^ 
wie au<dL der Satz: 

„Diesem 91 kommt die Eigenschaft SB nicht zu'' 
mittels dner geeigneten logischen Kette einen Widerspruch ergeben. 
In einem solchen Fsll kann daher die Methode des indirekten Beweises 
nkk$ zu einem positiven Ergebnis fähren; d. h. wird irgend einer 
der beiden rorstehenden Sätze als Ausgangssatz A benutzt, so kann 
aus der Unrichtigkeit des Sdilußsatzes 8 nicht mehr gefolgert werden, 
daß das kontradiktorische Gegenteil Ton A richtig sein müsse. Zu 
einem gewissen Ergebnis fOhzt die Methode des indirekten Beweises 
allerdings auch hier. Falls nämlich sowohl ein Satz A, wie sein kon- 
tradiktorisches Ch^nteil mittels einer logischen Kette einen unrichtigeu 
Schlußsatz ergibt, so ist mit Notwendigkeit zu schließen, daß der 
Ausgangssatz einen Begriff entl^, der nu^t widerspruchsfrei ist. 
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Insbesondere schließt man in dem obigen Beispiel, daß der angenommene 
Begriff ^ nicht existiert Weiteres aber kann nicht gefolgert werden. 

Daa Beetdtat dieser Erörterung laßt «eh kurz iolgiiidermaßen 
Aussprechen: 

Secfriffe, für dk der SaiUi des Widmgpmdis resp. die Meßiode des 
tNdtrelife» Beuseises versagt, sind mdä widenprttdtsfrei. Sie kdimeii daher 
weder Qegenstand noeh BSHSnnittel wtssensohaftiif^er Betraditnng sein.^) 

Dar YollstihidigkMt halber föge ioh hinzu, daß ähnliches anch 
dann gilt, wegon itgend ein Zwisehensaig eixwr logischen Eette einen 
Begriff entJUUt^ der nicht widerapraohsfiiei ist 

Hierin ist meines Eraehtens die Anflösung der mathematischoi 
Paradozifln resp. Antinomien enthalten.^) Zugleich ist damit das sU- 
gemeine Resnltat, das ich ableiten oder vielmehrj auf das ich einmal 
ansdrOcUieh hinweiBen wollte erreicht. Es bleibt nur Übrig, es auf die 
einaelnen FSUe ansuwenden. 

3. Ich beginne mit dem Buss eischen Paradoxon. Es operiert mit 
der Menge SR aller Mengen ft, die sich selbst nicht als Element ent- 
halten.*) Hier führt sowohl die Annahme, daß 9R sich selbst als 
Element enthalt, wie andi die AnniAme, daß 90t sich selbst nicht als 
Element entiiSlt, auf einen Widerspruch. Daraus folgt mit Nokcendtuf- 
Iceii, daß der Begriff der Menge SDt nkht widers^pruäisfrei sein kann. 

Es ist nicht schwierig, dies a posteriori nachznwnsen. Idi frage 
zunächst, ob ee Mengen gibt, die sich nidU als Element enthalten. 
Dies ist sicher der Fall. Die Menge S^t^ aller positiTcn gansen Zahlen 
V, die Menge Wt^ aller reellen Zahlen x sind Beispiele dieser Art. Wir 
können auch eine Menge bilden, die alle Zahlen v und die aus ihnen 
gebildete Menge $ft^ als Elemente enthSlt, und gelangen so zu einer 

die sich ebeuiuils nicht als £lement enthält, und ebenso steht es mit 
einer Menge 

die alle Zahlen x und Wft^ als Elemente enthalt, usw. usw. 



1) Hierin dfirfte Abrigenn daijemge o^fdUtw Kriterium für die wissenschaft- 
liche Znlässigkeit eines Bc^riffos gewonnen sein, auf dosten Notwendigkeit in den 
Uilbertsch-n Grundlagen <a. a. 0. S. 176) mit Recht hingewiesen wixd. 

2) Jede analoge Antinomie muß in dieser Weise lösbar sein. 

8) Bnaael spricht von ,4QM<«a^ statt „Mengen**. Dies kommt aber iabalt- 
lich auf dasselbe hinaus. Auch sehe ich aasdröcklich von dm nneigentliclieQ 
Begriff einer Menge ab, die aas einem Elemente besteht. 
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A. SoHövrun: 



Wir fragen zweitens, ob es Mengen gibt, die sich selbst als Ele- 
ment enthalten. Dies ist unmöglich. Jeder Versuch, eine Menge dieser 

Ali zu bilden oder vorznstellen , muß scheitern. Es genügt in dieser 
Hinsicht, auf die im Meugenbegritt" steckenden Grundeigenschaften hin- 
zuweisen. Als solche sind anzuführen: 1. Die Menge ist verschieden 
von jeder ihrer Teilmengen, insbesondere von jedem liiier Elemente. 
2. Wenn irgendwelche Elemente zu einer Menge /.usaramengeiaßi werden, 
so bleiben sie sozusagen bcyrifflich invariant. Die Menge repräsentiert 
daher einen fieum liegrifiT, der zu den einzelnen Inbegriffen, die die Menge 
konstituieren, noch hinzakommt. Deshalb kann es Mengen, die sich 
selbst als Element enthalten, nicht geben.*) 

Die llusselßche Menge 9J? aller Mengen jtt, die sich selbst nicht 
als Element enthalten, ist daher nichts anderes, als die ,,Menge aller 
Mengen". Dies sind zunächst wieder nur Worte; wir folgern aber 
sofort, daß auch diese Worte keinen widerspruchsfreien Begriff dar- 
stellen können. Dies bedarf aber kaum einer ausdrücklichen Er- 
örterung; denn hier liegt der Widerspruch dem Vorstehenden gemäß 
auf der Hand. Die „Menge nllf>r Mengen'' würde nämlich — falls man 
sie dem Russeischen Schluß verfahren gemäß so auffaßt, daß eines der 
Elemente der „Menge" mit der „Menge*' identisch sein soll — el>en- 
falls eine Menge darstellen, die sich selbst als Element enthält, was ja 
unmöglich ist. Damit ist die Quelle des JiusseUciieu Paradoxons 
au%edeckt.*) 

1) Ich möchte mir nicht versagen, den logischen Charaktor der Mengen, die 
sich sL'lltHt nicht als Kleincn( onthalton, durch oin Rcisui«.'! zu tTläntem. Ver- 
steht man unter eiueui KavMlli^risten einen Soldaten, der — cum grano ealis — 
SU Pferde sitzt, so begeht mau einen logischen Fehler, wenu man den Begriff 
,,reiteDd« S»vftlleri«l** bildet und mit ibm operiert, ab iteUie er nun eine besondere 
Art von Kavalleiiiten dar. Genau das Gleiche gilt für die Bn s sei sehe ScUnlhreise. 

2) Man könnte der Meinung sein, daß mit ' i ^fenge aller Mengen auch 
die bekante Can tor- De il » k i n d srhe Definition des Mengenlx'^rrifTs fallt^u müßte, 
da diese die Mf^n^je aller Mengen nicht ausschließo Dies tritft riK-ines Krachtens 
nicht zu. AllcrdingB bedarf die Detinition eines Zusatzes, der, genau genommen, 
nn jede von tm» geiclukffene Definition ansnfQgen iii, alünlich: „"^oinnageBetstt 
dafi der gebildete Begriff widenpnichsflrei i<t*S So lelbgtvenrtftndlich ee ist, dafi 
dieser Zusats nirgends ansdracklicb aufgeführt wird, so selbstvent&ttdUch ist e« 
auch, daß er niemals außer Acht zu lassen ist Diesem Zusätze gemäß ist aber 
dif» MenprP aller McnprrTi auszuschließen. In der Cantorschen Theorie wird die? 
durch da« Wort „wohldetiuierf bewirkt. Man wird nun gewiß einwenden, daß 
die Ueaamthcit aller widerspruchsfrei deEuierbarcn Mengen jedenfalls existiert. 
Die« ist riehtig. jßin Fehler enteteht erat, wenn man diese GeBuntheit Operationen 
nnterwitft, die wir gemäß den Axiomen und Sätsen der Mengenlehre mit den 
einseinen wohldehnierten Mengen Tomehnien. Ohne tiefer auf diese Dinge einsa* 
gehen, möchte ich darauf hinweisen, dafi die hier gestreiften Verhältnisse unter 
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4. Auch die Gesamtheit W aller wohlgeordneten Meiif^eu hat be- 
k.ai:uliih zu einem logischen Paradoxon Veranlassung gegeben.*) Man 
zieht daraus zunächst wieder die Folgerung, daß ,in die bezüglichen 
Schlttflse ein Begriff eingeht, der nirhf wideri^prudisfrei ist. Das Para- 
doxon entsteht allerdings erst dann, wenn mau auf die der Größe nach 
geordnete Gesamtheit W, die freilich wohlgeor dnet ist, diejenigen Eigen- 
schaften übertrügt, die ihren Abschnitten zuk ommen, insbeäsondeie die, 
daß Tiian zu jedem Abschnitt einen größeren bilden kann; d. h. wenn 
man ^V, m) bildet. In der Tat leuchtet unmittelbar ein, daß die mit 
dieser Eigenschaft belegte Gesamtheit W einen Begriff darstellt, der 
einen Widerspruch enthält. Der iu «ich widerspruchsvolle Begriff 
(W. m) darf daher nicht Hilfsmittel mathematischer Beweise sein und 
alle mit seiner Hilfe abgeleiteten Resultate entbehren der Begründung.*) 

5. Ich benutze die Gelegenheit, um folgende Ausführungen hier 
atizufügen. Man kann allgemein die Frage stellen, ob die logischen 
Lehren durch die Mathematik und die Mathematiker eine Bereicherung 
erfahren können. Daß hier nicht von dem axiomati>?<'hen Anfhnu (lt;r 
Logik die Rede sein soll, den allerdings die Philosophen Inslirr kmtn 
ver-^neht haben dürften, sondern von den logischen Grundsätzen uml 
M 'i li. (ii 11 <t>H)st, bedarf kaum der Erwähnung. Gewiß wird mau eine 
sol iit' I H reiciiening fHr ausgeschlossen halten. Und doch triÖ't diese 
Meinung nicht zu. Die Logiker haben bisher nur mit solchen logischen 
Kt tten operiert, die aus einer endlichen Zahl von J^chlüssen bestehen. 
Seit Cantor operieren die Mathematiker aber mit unendlichen Ketten; 
von ihm haben wir gelernt, außer dem Schluß von v auf v + 1 den 
von \v] auf a>, resp. von {a,. } auf a,,, anzuwenden, und hierin besteht 
eine außerordentliche Bereicherung der logisclien Methoden. Allerdings 
ist zu beachten, daß, wenn eine unendliche Kette vorliegt, die denselben 

das den Logikern geUknfige Wort fallen: Onmu detertninatio est negatib. Daa 
„All** käQQ oicbt Gegenstand logischer Operationen sein. Begriffe, mit denen wir 
ofM»ri<»rpn können, t'nt>tt'1ien erst, wenn es Dinge gibt, die unter sie fallen, und 
eolche. dit< nicht uutec sie tallon. Zusammenfassend könnte man also sagen, daß 
es zwei Külle gibt, in denen ein Begrifi' wiaaenschaftUch nicht verwendbar, resp. 
wohldefimert ist, warn entfweder aMes oder aber mdOt unter ihn flllt. 

1) TgL beeondere Ph. Jonrdain, PhiL Magaune 1904, S. 64 und F. Bern- 
ileia, Math. Ann. 60, S. 187. 

2> Meines Erachtens ist sich Hen- <J. Cantor über diesen Saclnorluilt von 
Aufaug an klar gewesen. Dafür spricht besonders der Umstand, da& er die 
tiesamtheit W nicht als wohlgeordnete Menge bezeichnet, sondern nur deren Ab- 
lelmitto. 

Das Obige findet fibrigens aoch Anwendung auf den Zermelosohen Beweis 

ffber die Wofalndnung des Kontinuums, was ich in ähnhcher Foim lebon ans* 
gefabrt habe: vgl Math. Ann. Bd. 69, 8. 614 u. Bd. 60, S. 181. 
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A. ScBÖirrtntt: 



Schluß von jedem v auf das folgende v 1 aaszudebnen gestattel^ die 
Möglichkeit des Schlusses von { v } auf a sich keineswegs von selbst ver- 
steht, sondert} jcdestnal besonderer üntersudiung bedarf.^) Ein ein- 
faches Beispiel wird dies in EvidauK setsen. ZerfiUlt eine Strecke in 
mehrere Intervalle, und teilt man eines T<m ihnen in zwei gleiche 
Teile, so kann man behaupten, daß immer wieder ein Intervall vor- 
handen ist, das eine neue Zweiteilung gestattet. Dieser Schluß ^ilt 
für jedes v. Setzt man nun fest, daB das zu teilende Intervall das 
kleinste der vorhandenen ist, so ist unser Schluß auch von { v ) auf m 
ausdehnbar. Wird dagegen das größte Intervall der Zweiteilung unter- 
worfen, so ist die Ausdehnung von [v] auf a nicht gestattet; denn in 
diesem Falle werden die Teilungsponkte der Intervalle schließlich ttberaU 
dicht liegen. 

Man mag fragen, welchem Zweck die vorstehenden Bemerkungen 
dienen solh^n. Darauf ist zu antworten, daß meines Erachtens die 
bewußte Anwendung der fraglichen Öchlußweise in vielen P'iilli n eine 
formale Vereinfachung und vielleicht auch eine materielle Jilärung 
bedeuten kann. Dies mo^n ,i folgende Beispiele erläutern. 

0. Bei der tiiundlegung dor Geometrie, die Herr Hilbert auf 
Grund des Gruppenbegrifl's gegeben hat"-), geht er allgemein von umkehr- 
bar eindeutigen Transformationen der Ebene aus, und scheidet aus ihnen 
die Bewegungen insbesondere durch drei Axiome aus, die folgender- 
maßen lauten: 1. Die „Bewegungen'' bilden eine Gruppe. 2. Durch 
„Drehung** nm einen I'unkt M fd. i. eine Bewegung, bei der l'uukt 31 
fest bleibt,) kann man einen Paukt ^1 in uneudlicli viele Lagen brinsfen. 
3. Wenn es [Bewegungen gibt, durch welche l'unktetripel in l)eliebiger 
Nähe des Punktetripels ABC in beliebige Nähe des Punktetripels .1 ' B'C 
tibergeben, so gibt es auch eine solche Bewegung, durch die das Punkte- 
tripel ABC genau lu A'B'C ül)ergeht. Es ist klar, daß das dritte 
Axiom das wichtigste ist, und daß auf ihm allein die Unterscheidung 
der Bewegungen von den übrigen hierhergehörigen Transformationen 
beruht. Dies liegt nun einfach daran, daß hei den Bewegungen ein 
gewisser Schluß von | v \ auf w stfis zulässig ist, während dies bei den 
übrigen Transformationen nicht der Füll zu sein braucht. Seien nämlieh 
5i, <Sj, .Sg, . . . . . . irgend welche eineindeutige Transformationen, ao 

gilt dies auch von dem Produkte 

1} Oer Nachwois der Zulässigkeit dieses Schluaaes bildet bei vielen Ca&tor- 
flcbeti Sätzen den Hauptgegenstand deü Beweises. 
2) Vgl. K»th. Ann. Bd. uG, p. 881 ff. 
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Nehmen wir nun msbeeondere an, daß auoh 

eine Transfomiation iak, die einem endlichen Pnnkt wieder einen endlichen 
Ponkt SQordnety so lafit rieh der Untersdiied zwischen den Bewegungen 
und den Übrigen nmkehibar eindeutigen Transformationen dahin ana- 
sprechen, daft bei den Bewegungen nicht nnr jedes @y sondern auch 8^ eine 
Bewegung ist — was evident ist — , wihraid dieser Schluß bei den 
abrigen Transformationen yersagen kann. Denkt man sich x. B. ein 
Draieck ABC, verbindet C mit einem Punkte C* Ton AB und nimmt 
auf CC Punkte i\, ... ... an, die in C ihren Orenzpunkt haben, 

so kann man eine AffinitSt definieren, die Dreieck ABC in ABCi 
flberfQhrt und aUgemein eine Aifinit&t 8^ die ABC^^i in ABC^ flber- 
fOhrt Es ist dann 

@^ ^ * , , 

eine Alüni^t, die ABC in ABC^ Überführt Dagegen ist 

— Si • . . . 5, . . . 

keine eigentliche Affinität mehr, sondern eino üiisgcartcto. Wenn also 
das dritte' Axiom für die Aftinitäten vcrsrigt, so kann als (irund an- 
ijeaelien werden, daß für die Affinitüten im (iegensatz zu den Bewegungen 
der bezügliche Schluß von [i'j anf lo nicht erlaubt i;>t. 

Zum Schluß möchte ich mit wenigen Worten auf die Debatte 
hinweisen, die auf dem internationalen Heidelberger Kongreß Hher das 
Prinzip von der Erhaltung der Anr.ahl stattfand. Herr Study führte 
damals einwandfreie Beispiele an, in denen das Prinzip versagt.'» Ich 
will die außen r lt iitlK-iieü Resultate, die das Prinzip geliefert liat, keines- 
wegs herabsetzen und erlaube mir nur eine formale Bemerkung. Meist 
wird das Prinzip so angewaii lf, daß man eine l'igur @ allgemeiner 
Art kontinuierlich in einen ausgearteten eiiifiielieren Fall 3' üln r-cheu 
läßt. Man kann sich aber auch — und das sogar das Bestimmtere 
— auf die Betrachtung von diskreten Figuren ©j, @g . . . ®, . . . be- 
schränken, ffir die @' = eine Grenzlage ist. Und dann würde die 
ausnahmslose (lültigkeit des Prinzips bedeuten, daß in allen diesen 
Fällen ein Schluß von \v\ auf w gestattet ist, nämlich der Schluß, daß 
gewisse Abzahlungen nicht nur beim l bergang von @^ zu ©,.4.1, sondern 
auch beim Übergang zu ausnahmslos erlialten bb'il)en. Man wird 
nach dem Vorstehenden kaum überrascht sein, daß dies nicht zutrifft 

1) YgL die besflglicheii Yerhandlangen, p. 888 ff. 



Digrtized by Google 



26 



A. ScBonniiM; 



über die Möglichkeit einer projektiven Geometrie bei 
transilniter (nickt archimedischer) Mafthestiinmimg. 

You A. ScuoENFLiES in Königsberg i. Pr. 

Der voraussichtlich l)ald erscheinende zweite Teil meines Berichts 
über Mengenlehre wird sich auch mit Herrn Veroneses trausliniter 
Konstruktion des Kontinunins zu l)eschiifti^cn hüben.') Um im Bericht 
niclit 7Ai ausführlich zu werdcu, will ich mich bereits uu dieser Stelle 
etwas eingehender über den Gegeustund äuÜeru. 

Ich habe mich früher dahin ausgesprochen, daß für die von 
Veronese konstruierten transfiniten Zahlen die Multiplikation nicht 
durchweg gestattet ist und dies würde zur Folge haben, daß die pro- 
jektiven BegriÖc nicht auf sie ausdehnbar sind.*} Diese Meinung beruhte 
nun allerdings auf einer mi&TeratSjidliehen Anffassuug der Veronese- 
Bcheu Schriften, die durch ein ron ihm fehlerhaft behandeltea Beispiel 
geboten war^), und wird damit hinBllig. Dodi ab«r wäre es nidit 
richtig, hieraus nunmehr zu schließen, daß fttr Veroneses transfinite 
Zahlen die Sätae der projektiTen Geometrie ausnahmslos gelten. Viel- 
mehr wfirde es daau erst gewisser Erweiterungen seiner Zahlen be- 
dürfen. 

Um dies auszufahren, ist auTor die Frage au behandehi, weldliea 
Minimum Ton Bedingungen fär transfinite Zahlen erfüllt sein muß, 
damit sie einerseits einen irgendwie bestimmten Zahlkorper bilden und 
andererseits für sie die spezifische Veronese sehe Stetigkeit besteht, 
zumal dieser Punkt bisher nicht genügend in Untersuchung gezogen 
worden ist. 

Ich beginne mit einer kurzen Begriffsbestimmung transfinitor 
Zahlen und einigen Bemerkungen über den Stetigkeitsb^[riff. 

1. Translinite Zahlen bedingen die Einfilhrung unendlich großer 
lesp. unendlich kleiner ii^iiiheiten. Die utiendlicli groüe Einheit u> ist 

1) Fondamenti di geometria, über<*et/.t von A. Schepp, Leipzig 1894. Die 
folgenden Zitate Kc/iohen «ich auf die Übersetzung. In neuerer Bezeichnun;.,' ist 
die Veroneseeche Maßbe&titnmung eine nicld -archimniische. Ich werde jedoch 
die Veronesesrhen Bezeichnungen und Bcgrittc im allgeiueinen beibehalten. 

2) Dieser Jahresbericht, Bd. 5, S. 1^. 

ft) a. a. 0. 8. S17. Das Beiipiel wurde von ihm spftter richtig gestellt. (Bend. 
Idnoei 1898^ S. 86.) Da die Veronese sehen Beweise keineswegs s&mtiich ein» 
wandfrei sind« hielt ich es damals für das beste, mich an die Beispiele >a halten. 
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«0 definiert^ daB Ulr j«de positive reelle Zahl a und fftr jede giinn 
podtiTe Zahl v die Belatton 

besteht. stellt abdanu eine unendlich kleine Einheit dar. Mit ihnen 
können wir die einfiichsten tnmsfiniten Zahlen in der Form 

(1) ^, resp. + ^ 

darstellen. 1 i^gi man za den Einheiten 1 und o die unendlich großen 
Einheiten a}\ wo X eine positive ganze Zahl ist» und fttr jedes X und 
jede positive ganae Zahl v die Rebiti<m 

besteht, so erhalt man die allgemeinen Zahlen 

die mit einer endliehen Zahl nnendlieh groBw re^. nnendlieh kleiner 
Einheiten gebildet sind, oder auch die Zahlen 

(2a) + A ^a*"' + . . . + <i„ + ^ 4. . . . + ^, 

die dorch Kombination beider entstehen. Noch allgemeinere Zahlen 
erhalt man, wenn man nnendlieh viele unendlich kleine Einheiten 
zulaßt, man gelangt so zu transfiniten Zahlen der Form 

(3) a^ + 2+-" + ^ + -" 

oder auch 

(3a) .1^©^ + A^_i9y-^ + - + + + ^ + 

Dabei sind die c', und .1, irtiend welche reelle positive odor negative 
Zahlen, die Null cin^esclilosscn. Ich bezeichne sie als Kncffrjrirnten. 
Die Einheit oj^ soll die unendlich i^^roße Einheit JLier Ordnung heißen. 
X bezeiclini' ich auch als K ipourfitfu. 

Von den noch höheren transliniten Zahlen Veroneses sehe ich 
zunächst ab; ich komme später auf sio zurück (§ 10). 

Die Rechnungsgesetze der ( 1 l: u Zahh n sind dieselben wie fflr 
ganze Funktionen, resj». für Poit ii/.n'iht'n : insbesondere ^rird auch die 
Division ebenso ausgeführt wie die Entwickelinij^ ciues Quotienten von 
ganzen Funktionen oder Poteuzreihen. Im (iegensats zu den Potenz- 
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A. SCUOÜNFUES: 



reihen kommt jedoch die KonTergenz hier nicht in Frage; die Koef- 
fizienten d| und Ai können jeden endlichen Wert annehmen. 

Wae endlich die Großenbesiehtmg betrifft;, so sind zwei tranafinite 
Zahlen % and 9 dann vnd nur dann gleich, wenn alle Koeffisient^ 
bezflglidh gleich sind^ d. It wenn 

Af =- Bf und «, = b^ 

ist. Bei zwei «ngu k hpn Zahlen ^ und ^ gibt es daher ein erstes 
Koefli/ientenpaar resp. das der Torstebeudeu Relation nicht 

genügt. Dann ist 

faUe A^'^B^ resp. a^^h^ 

2. Die YeroneseBche Definition der Stetigkeit lantet*): 
Jedes SegmetU X'X", deBsen Eviden sieh in enigegengesetgten Bi^ 
tungen ändem, und das kleiner wirdf äU jedes MuMge vorgegebene Segntent, 
enGtaU ein ven dem Verandemn^^)emd^ seiner Enden wrsdnedenes 
Element 

Ton einem solchen Element aage ich, das ea einem Yeronese- 
sehen SdmiU entspricht 

Die Dedekindsohe nnd die Yeronesesche Stetigkeitsdefinition sind 
bekanntlich inhaltlich yerschiedea Wahrend namlieh gemäß Dedekind 
jeder Teilung aller Zahlen x in zwei Klassen {x'] und {x"], so daß 
jedes größer ala jedes x' ist, eine Zahl | entspricht, verlangt die 
Yeronesesche Stetigkeit die Existenz dieser Zahl nur f&r den FaU, 
daß x" ^x* kleiner werden kann, als jede Zahl des Zahlsj^iemB. 
Zahlen, die nur dieser Definition genflgen, gestatten daher auch solche 
Teilungen in zwd Klassen [x'\ und {a:"}, duieh die eine Zahl des 
Zahlsystems m/äd bestimmt wird. Solchen Teilungen entspridit eine 
Ladte. Beispielsweise bestimmen die Zahlen 

= 1, 2, ... Vf ... 

und 

eine solche Lücke. 

Der Stetigkeitsbegriff enthält bekanntlich zwei verschiedene Be- 
standteile; der eine ist eine Ordnungshetiehung (Anordnungsstetigkeit), 

1) Die obigeo Feitsetaningen and jedenfalls widexspracbsfiei. Au welchea 
Aanalnneii sie beweisbar und, kommt bier niebt in Betracbt. 

Man kann bckanatüch die obigen Zahlen auch bo auffassen, daß mau tu eine 
TCoWi- Variable sein laßt uml -itatt der Zahlen die bf/ügliLlu-n Funktionen be- 
txachtet. Dadurch wird jedoch an der Sache nicht,-; gciindcit. 

2) Atti d. R. Acc. dei Liucei (4) Meniorie Bd. Ü, S. 613 (188U> 
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der andere eine Größenbeziehung (Größenstetigkeit). ^) Ihre axiomatische 
Bedeutving und ihre gegenseitige Beziehung läßt sich meines Erachtens 
am naturgemäßes tcu folgendermaßen darlegen. 

3. Ich sehe ztmächst von Größenbeziehungen ab, beschränke mich 
abo auf bloße Betrachtung des Ordnungstjpus. Ist dann eine linear 
geordnete Menge M irgendwie definiert, so zerfalle man nie in Dede- 
kindscher Weise in die zwei Teilmengen jtf' — {a;') imd ü/" — 
aodaß jedes x' jedem x" vorangeht. Dann können an aich nnr yier 
Füle eintreten, und zwar die folgenden: 

1) Es kann M' ein letztes Element |' und M" ein eniea £le* 
nent |" haben; es liegt dann in Jlf ein Sjmttig vor. 

2) M' hat ein letztes Element aber M" kein erstes Element. 

3) M" hat ein erstes Element |", aber M' kein letztes. 

4) Weder hat M' ein letztes noch M" ein erstes Element^ sodafi 
in M eine Lücke vorlie<rt. 

Dies gilt &x jede derartige Teilung. Die Dedekindsche Defini- 
tion würde nnn, wwn man nur die Anordnungsstetigkeit in Betracht 
zieht, so zu formulieren sein, daß sie für /er/e Teilung den ersten und 
Tierten Fall, also Sprünge und Lücken ausschließt. Dem Ycronese- 
•ehen Begriff der Stetigkeit aber würde es entsprechen, daß sie den 
ersten Fall immer , den letzten Fall nur unter gewissen Brd'nimngen 
ausschließt. In der Tat treten ja bei Veronese Lücken wirklich auf. 
Die' Ausschließung der Sprünge, die beiden Definitionen gemeinsam 
ist, bewirkt, dafi der Ordnungstypus überall dicht ist; es entspricht 
dann jedes Element einem Schnitt.') 

Da übrigens die Ordnungsbeziehungen nach axiomatischer An- 
nähme projektiv invariant sind, so haben sie für alle Geraden den 
gleicben Charakter, falls sie in gleicher Weise für jede Teilung auf 
met einzigen, im übrigen beliebigen Geraden festgesetet werden. Dies 
bewirk^ daß die ebene und laumliehe Anordnungsstetigkeit durch die 
lineare mitbestimml ist. 

1) Die Übertragung der Stetigkeitsbegriife auf Orduungstjpen findet sich 
nent bei Hemi 6. Cantor, Math. Ann. Bd. 46« S. 508. Vgl. auch meinen Be- 
zieht ftber Hengenleb», diese Jahzesber. Bd. 8, S, S. 81. 

t", nircm wörtlichen Inhalt nach lohlieiBt allerdings die YeroncBCsche De- 
finition Sprünge nicht aus, und zwar de^weg^n, weil nie rait ntnrtyllichen Teil- 
mengen f, x' ] und fr"! operiert, die die Kiidj>unkto des Sc^nncnlcs .r'.r" dtirch- 
läufea. Eine nirgemia dicht© perfekte Menge, von der njan die Kndpuukte der 
ftMtmmi hit«r?aUe tilgt, wfiide eogar dem WoiihHit der De&ution genügen. 
Vir das Teroneseeehe Kontimtum kommt dieser Umstand jedodi nioht in Be- 
tascbt, da er zuvor andeie Eigenecbaften einAhit, die ihn aniMhliefien, lAmücb 
die Homogenitftt (§ 7). 
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Die obige Erschöpfbiig aller vorliandenen MC^chkeiten düifte die 
eüizehien Elemente, die im Begriff der Anordnmigsstetigkeit flteckeu, 
and ihre gegenseitige Besiehmig am fflnfaftlmtien kerrortreten luaen. 
Sie iseigt uunittelbary daß in diesen Begriff swm Terechiedene An- 
nahmen eingehen können, daß beide Toneinander unabhängig sind, und 
daß weitere Anordnnngseigensohaften für ihn nicht in Frage kommen 
könn^; immer voraasgefletst^ daß Ittr alle Teilungen daa gleiche be- 
stimmt ist. 

4. Für die im St€'tigkeitsbe<!;rili" enthsiltene (irölienbeziehuiig sind 
zwei verschiedene ^rüglichkeiteu in Betrucht v.u ziehen. Man kann 
sich entweder im arciiiniedisclien oder im lüchtarchiniedischen Größen- 
gebiet bewegen, und es entsteht die Fraiie, ob und wie sich diese 
beiden Möglichkeiten mit den Annahmen Tereinigen hissen, die in der An- 
ordnungsstetigkeit stecken. Da aber alle Stetigkeitsbegriöe die Sprünge 
ausschließen, und diese Ausschließung sowohl im archimedischen wie 
im nichtarchimedischen Gebiet möglich ist, so ist nur das Auftreten von 
Lücken in Betracht zu ziehen. Die bezügliche Untersuchung ist be- 
reits ausgeführt worden. Ich beschränke mich darauf, zweierlei an- 
sußlhreiL Erstens läßt sich unter Yomussetzung der einfachsten Hrößen- 
reep. Konp:nicn7'jxiome beweisen, daß, wenn Lücken ausgeschlossen' 
werden, das betrachtete Größengebiet ein archimedisches sein muß, wie- 
kürzüch TOn Herrn Holder geaeigt worden ist^); das archimedische 
Axiom erscheint also insofern als eine Jf'olffc des Aussehließens von. 
Lücken. Zweitens aber ist der Yeronesesche Stetigkeitsbegriff mit 
dem Auftreten von Lücken nur dann rereinbar, wenn das Ghrößen- 
gebiet ein nichtarchimedisches ist. 

6. In den Hilbert sehen ^Grundlagen der Geometrie''*) wird die 
Stetigkeit durch das ardnmedisehe Axiom oder das Axiom des Messens 
und das Axiom der VoBstämUgkeU definiert Das Ausschließen Ton 
Sprflngm wird dort durch ein Axiom bewirkt, das bereits unter den 
einfadiien Anordnungsaxiomen enthalten ist^ nämlich das Axiom I^ 2. 
Daa ToUatandigkeiteaxiom kommt also nur noch für die Ausschließung 
der Lücken in Betracht; in der Tat soU es dem Zweck dienen, im 
Verein mit dem ardiimedischen Axiom die Dedekindsehe Stetigkeit 
zu bewirken. 

Für das Ton Yeronese konstruierte mit Lücken behaftete Kon- 
tinuum besteht^ wie sich später zeigen wird, die durch das Vollständige 
keitsaxiom geforderte Eigenschaft nicht. 12). Die einzige Frage, dia 

1) Vgl. Leipziger Der. lUO-» S. 7. 

2) Vgl. 2. Aull. Leipzig 1903, 16. 
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hier noek offen bldbi^ ist daher die^ ob das VollBtiuidigkeiiBaziom mit 
dem AuMchlnß Ton Lücken idaitiadi it^ oder niehi. Es wäre also zu 
oBtersncbeiiy ob man mchtarcbimediBohe OrößenBjsteme aufstellai kann, 
die dem VoUstiindigkeitsaxiom genügen. Es müßten dies Systeme sein, 
die swar LückoDi enthalten, aber in der Weise, daß sich diese Lücken 
futJU dorch neue Großen ansf&U«! lassoi, die den vorau^fesetaten 
gnmdlegenden Axiomen genügen. Atif diese Frage, die anch in den 
Hilbertschen Grundlagen nicht erörtert worden ist, komme ich am 
Ende dieser Note zurück. 

Ganz kürzlich hat sich auch Herr Yahlen^) eingehend mit dem 
Steti^eitsb^riff beselwftigt, und ihn in seine Bestandteile au&ulOstti 
gesncht.^ Wie aber Herr Dehn*) bemerkt hat, leidet der Vahlensche 
St^i^eitsbegriff an einem fonnalen Hangel, der üm illusoiiseh macht. 
Die Vahlensche Definition schlieBt nämlich, wie man leicht siehl^ die 
-vier obigen FlUle sämtlich aus; sie müßte daher Terlaugen, daß eine 
Menge M außer allen ihren Elementen noch weitere Elemente besitst. 
Sieht man Yon diesem formalen Mangel ab, an dem übrigens der äqui- 
valente Stetijjfkeitsbegriff des geometrischen Teils nicht leidet, so ist die 
Vahlensche Definition im übrigen mit der Dedekindschen identisch, 
da sie sowohl den Fall 1) wie den Füll 4), also Sprünge und Lücken, 
ausschließt. Diese Definition zieht daher die Meßbarkeit nach sich.^) 

Daß der Stetigkeitsbegriff auch mit solchen Größensystemen ver- 
tri^lich ist, für die nicht dieselben aziomatischen Gesetze gelten, wie fQr 

1) Ahatmkte Geometrie, Leipzig 1906. 

8) Doct heißt ea auf S. 9, nachdem snvor nur die linearen Ordnung»- 
beziebuDgen eingeführt sind: „Eine linear geordnete Menge heiBt „8tetig^\ wenn 
jfdpm . . . System von nicbt lauter gleichurtigon Ordnungsbeziebungen eine« Dinges 
zu allen Dingen einer Teilmenge wenigstens ein Ding x der Menge entspricht.*^ 

S) Diese Jahrasber. XI7 (1905)« S. 586. 

4) Es isfe daher iirig, wenn Herr Vahlen a. a. 0. 8. 9 bemerkt, seine Stetig- 
keit «ei meebieden Ton derjenigen Dedekiods ond stinmie sacblicb mit der 
von Veroneee jj^t^e^trien übcrpiTs Die von ibm später als stetig bezeichneten 
Mengen aind aüerdini^s tfil\veif<L' nur im Veroneaeschen Sinni» (^t<tig. Ks ist 
sehr bedaaerlicb, daü ein üucb, dat« »einen Gegenstand allseitig za erscliopfeu 
bestrebt ist, an einem so piimdpieUra Mangd leidet, der im arithmetaaehen -wie 
im geometiiichen Teil die Folgerichtigkeit der Entwickelnngea vielfach stört. [Die 
Tab len sehe Entgegnung (dies. Jahresber. 14, S. 591) ändert hieran nichts.] 

Efs heißt dann a. a. 0., ich selbst habe mich dabin nufjjesprochpn, die 
Dedekindsche Stetigkeit sei mit dem Axiom des Archiniedes gleichwertig. 
(Dieser Jahresbericht Bd. 5 S. 76.) Da das arehimedieehe Axiom auch im Körper 
der rationalen Zahlen erfüllt iit, trifft die« natürlidi sieht m. Idi möchte aber 
bemerken, daß diese Äqnivalens Ton mir nur mit Rücksicht auf dio a. :i. 0. er* 
örtertc Konstruktion des Kontinmims grcmeiut si'iu soll, was fireüioh nicht ani- 
drücklich gesagt ist, aber aus dem Zusammenhang hervorgeht. 
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die gowdlmlichen Zahlen, bedarf kaum der Erwihnunn^ doch wird von 
ihnen im folgende nicht die Rede sein. 

6. Die im Eingang gestellte Frage läuft d uau; hinaus, zu prüfen, 
welche Bedingungen den Koefüzienteu a- und ^1^ sowie den Exponenten A 
der transfiniten Zahlen auferlegt werden müssen, damit sie einen irgend- 
wie bestimmten Köi-per bilden, der im Sinne Veroneses stetig ist. 
Im allgemeinen werde ich annehmen, daß den zu prüfenden transfiniten 
Zahlkörpem auch die Einheiten zugehören. Ich sehe aber auch ge- 
legentlich davon ah. 

Betrachtet man die obigen Zahlen zunächst nur an sich, ohne daß 
ne einen Körper bilden sollen, so legt der Veronesescbe Stetigkeits- 
begriff nur d«oii lettten Koeffusienten, falls einer existiert, eine Be- 
schiiakung aa£ 

Um dies su zeigen, fasse man zunächst einmal die Zahlen 

ins Auge. Eine Teilun«; in zwei Klassen 
werde so vorgenommen, daß sie eine Zahl 

des Zahlsystems bestimmt. £s muß dann erstens jede Differenz 

(4) r- <fi> + < - (^'a> + JQ>0 

sein, woraus A!^ '^Ä!^^ folgt: andererseits muß dieselbe Differenz 

(5) A>-f< -(.4;« + ^;)<d 

gemacht werden können, wenn ö irgend eine reelle positive Zahl des 
Zahlsystems ist. Daraus folgt zunächst, daß nicht etwa für jedes 
Koeffizientenpaar ^j", die Relation A'^—A[>0 bestehen kann. 
£s gibt daher in beiden Klassen notwendig Zahlen und %" mit 
gleiclien ersten Koeffizienten und aus (4) folgt weiter, daß dieser 
Koeffizient für die Klasse \W\ das Maximum, fOr {%"] das Mini- 
mum darstellt. Er sei 7?,. Die Veronesescbe Bedingung besagt dann 
weiter, daß die Zahl einen Schnitt auch für die Zahlen 

B^m -^-A^ und B^fD + ^ 

bedeutet, und daraus foljyt g;emäß (n\, dfiß .1," .4,' < S ausfallen muß. 
Dem wird jedenfalls genügt, wenn für die Koefüzienten die Dede- 
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kiri'lsdie Stetigkeitsbedingung erfüllt ist.*) Für die Koefti/.ienten 
dagegen ergibt sich eine Bedingimg nicht. Hieraof hat bereits Herr 
Holder*) hingewiesen. 

Es ist ohne weiteres klar, daß die analogen Schlüsse für jedes 
System trausliniter Zahlen geltcTi, das mit irgend welcher mdUchen 
Menge unendlich großer und unendlich kleiner Einheiten gebildet ist, 
d. h. für die Zahlen der Form (2) und (2 a). Es ist sogar an sich 
möglich, daß jeder der Koeffizienten vl^ und a,-, Tom letzten abgesehen, 
nur eine endliche Zahl von Werten annimmt. Betrachtet man z. B. 
solche Zahlen (2), bei denen alle Koeffizienten a^, nur die 

Werte — 1, 0, -j- 1 haben, während eine beliebige reelle Zahl sein 
kann, so genügen sie immer noch der V'eroneseschen Stetigkeits- 
bedingnng und es stellt sogar jede Zahl dieses Systems einen Vero- 
nes eschen Schnitt dar. Z. B. ist die Zahl 



* 



Schnitt zwischen den Teilmengen 

«''-« + ^' und r-a-^-i. 

Gehen wir endlioh su den Zahlen (3) reep. (3a) Uber, so ergibt 
Bich in der gleiehen Weiie dae bemerkenswerte Reanltaf^ dafi die Vero- 
neseache Stetigkeit ihrm KoeffigieiUm vberhau^ keim BediMgmg at^- 
erUgt. Auch hier könnte sogar jedem der Eoeffistenten nur eine endliche 
Zahl Ton Werten gestattet sein. 

Fflr diese Zahlen besteht nocli eine weitere wichtige Eigenschaft. 
Ist nämlich — ich beschränke mich der ein&cheren Schreibweise halber 
auf die Zahlen (3) — 

(6) sB^i^ + ^ + ... + ^^| + ^- + ^;+; + .., 

«ine Zahl des Systems^ so kann es Torkommen, daß für unendlich Tide 

Werte Koeffizienten , ^ . 

o;<b,< 

so existieren, daß auch 

(7) iB;-6. + '; + ...+^ + i; + J±-; + ... 

und 



h 6,6" fl". 



1) Tcb »ehe hier davou ab, daß gemäß § 2 Anm. 2 ein Veronesepoher Schnitt 
auch vorbanden aein würde, wenn die Koeffizienten einer geeigneten nicht 
ÜMTSll d^bten Teilmenge de« KMtimnniit eatiprsehea. 

S) a. ». 0. 8. 18, wo die obige Befefaehtiing entiialtsa ist. 
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Zahlen des Systems sind. Alsdann bestimnien die Mengen «nd 
{95^'} einen Veronese sehen Schnitt, dem die Zahl 93 entspricht. In 
der Tat wird S^' — 33», wenn v die bezilglichen Werte duicliiautt, 
kleiner als jede dem Zahlsjstem angehorige Zalil, und für jedes der- 
artige V ist 93r < !Ö < 39r'. Weitere Folgerungen werden sich hieraus 
abbald ergeben. 

7 Von diesen mehr formalen Betrachtungen gehe ich nun zur Be- 
trachtung vüu Zahlkürpern über, zunächst zu dem Fall, daß in diesem 
Körper Addition und Subtraktion in enii) icher Folge ausführbar sind. 
Diese Forderung entspricht der Veioueseschen Definition den homo- 
genen Systems Herr Veronese nennt niimiich ein lineares Punkt- 
system hniiuMjcn^ wvnn für jeden Punkt A und jecies b' lichiVre Seg- 
ment X 1' zwei St ^niieiite ÄJi und B'A exi^tieii ii, die gleich XY sind^ 
was mit der obigen Bedinguntr Rnchlirh liliei < in^timmt. 

In dem so definiert-en Korper müBseii d\>' Koeffizienten A. und a^ 
der Beiüngung genügen, ebenfalls je einen Körper zu bilden, der Ad- 
dition und Subtraktion gestattet. Ein weiteres ist nicht luHig. Sehen 
wir also bei den Zahlen (2) und (2a) rom letzten Koeffizienten ab, so 
kann der Körjier eines jeden anderen Koeffizienten beispielweise aus 
den ganzen Zahlen, oder aus allen Vielfachen derselben Zahl bestehen, 
aber auch irgend einen höheren reellen algebraischen Kfirper ))il(len, 

wie z.B. den Körper der Zahlen a -|- if;}''^, wo a und b selbst einen 
der eben genannten gauzzahlig«'n Körper ausmachen usw. 

Fiir dit' Zahlen (3) und (3aj ffiit dirs sotjar von jnlriii Koi ffizimicn. 
>Iehmeu wir jetzt insbesondere noch au, daß dem mit den Zahlen 
und (Ba) aufgebauten Zahlkörper auch die Einheiten zugehören, was 
von nun an ötets vorausgesetzt werden soll, so gilt für diesen Kiirper 
die am Ende von § 6 erwähnte Eigenschaft; es s-tdll daher jtäe ZaJU 
^nes soldivn Körpers einen Veroneseschcn Schnitt dar. 

Im arithmetischen Interesse soll übrigens erwiiliiit werden, daü 
man Zahlkürpcr dieser Art aufstellen kann, denen die Einheiten nicht 
zugehören. Nimmt mau naiuhcli für jeden Koeffizienten einen alge- 
braischen, nicht rationalen Wert an, so kuim liian eine abzählbare un- 
endliche Menge von Zahlen Q^, 23 ' . . . so aufstellen, daß niemals 
zwischen einer endlichen Zalil von Koeffizienten 

eine I^elation mit rationalen Koeffizienten besteht, und die aus diesen 
Zahlen 23 durch Addition und Subtraktion entstehenden Zahlen bilden 
einen derartigen Körper. 

1) Fondamenti, S. 71 der dentifiihen Aufgabe. 
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8. Gehen wir zur Forderunfi; über, daß die tmnsfiniteii Zahlen 
auch die Multiplikütiun fi^estatteu, so ergibt sich nicht alUiii fiue 
BeiimgiiTie für die Koeffizienten, sondern auch fttr die I'iLiheiten. 
Beide müsseu die Gruppeneigen.scliaft für Arlditioii, Subtraktion und 
Multiplikation benitzeu. Für die Koeftizienten kann dien auch hier 
noch so erfüllt werden, (laß sie nur ganzzahlige Werte annehmen. 
Existiert andererseits eine unendlich große Einheit ra, so existieren 
auch die Einheiten co*, o* . . . und das Gleiche gilt für die unendlich 
kleinen Einheiten. Immer aber kann man noch Zahlsysteme dieser 
Art aufstellen, in denen jede Zahl eine endliche Zahl von Einheiten 
enthalt, so daß also Zahlen der Form (3) ausgesclilr issen sind. Auch 
hier stellt, welche Koeftizientenwerte wir auch benutzen, jede Zahl dea 
Körpers einen Verones eschen Schnitt dar. ist z. B. 

« = *.+ *■ + . •• + ^ 

eine Zahl des EdrpeFS, so gibt es in ihm auch Zahlen 

WO V > A ist; bei hinreichend großem v wird fß^' — jB^ kleiner als jede 
beliebige £inheit 1/cy und es ist 'i^', < ''^ < ^b"t worans die Behauptung 
folgt. Dagegen entspricht nkiU jedem Veroneseschen Schnitt eine 
Zahl des Köipeis; um dies an erreichen, mfissen wir vielmehr aaeh 
die Zahlen 

hinzufügen, falls alle Zahlen 

im Zahlsystem Torhanden sind. In dem Fall, daß alle Koeffizienten 6, 
ganzz;i})lig sind, werden auch die Koeffizienten aller Zahlen samtlich 
ganszahlig sein. Ich schließe mit dem Öatz: 

Es ffäd tramfinife ZaMkÖrper, deren Korfftuenten nur ganMgahliff» 
Werte ann^men, die der Veronesesdien St^hiUhedimntng genügen, 
wnd hei deinen BOgaar jede Zahl einem Veronesescften Schnitt entsprichL 

Wird zu den geforderten Rechenoperationen auch die Division 
gefugt, so können die Zahlen (2) und (2a) einen Körper nicht mehr 
abgeben, es wird notwendig auch die Existenz der Zahlen (3 ) gefordert 
Zudem müssen die Koeffizienten und a^ einen allgemeinen fiationalitäts- 
heieieh hüden. Dies wird sicher dann der Fall sein, wenn jeder von 

ihnen jeden rationalen Zahlenwert annehmen kann. Wir gelangen 

8* 
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also wieder zu dem Resultat, daß es einen transfiniten Körper gibt, 

dessen Korfpzimten rational sind, der im Veronesesdien Sinn stetig ist 

umi hei dem zugleieh jede Zahl einen Veroneseschen Schnitt darstellt. 

Selbstvt'i.^tändlich eniliaiL ein solcher Körj)er auch Lücken: ihm gehört. 
f z. B. immer noch diejenige an, die in § 2 erwähnt ist. Endlich möchte 

v S^ ff^J^fluti '^'^ bemerken, daß die Elemente /clieses im Veroneseschen öinne 

stetigen Körpers eine abzälilbare Menge bilden. 

9. Stellt man an das lineare Kontinuuni nur die FoFdening, die 
y er one Besehe Stetigkeit su besitzen und aufierdem alle ratioiuJeii 
Operationen za gestatten, so ist der eben konstruierte Körper su diesem 
Zweck «ureicbend. Er deckt sich aber nickt mit dem Yeroneseseben 
Kontinnum — natürlidi bei Torlanfiger Beschiankong auf die gei^bltan 
Einheiten — obwohl auch in den Yeronesesehen Fondamenti tou 
anderen als rationalen Operationen nie die Bede ist Das Ter one Be- 
sehe Kontinuum beschrSnkt sidi nämlich nicht auf rationale Werte der 
Koeffizienten, es postuliert ▼ielmehr für jeden Koeffizienten Äf und 
säm&khe reellen Zahlenwerte. Dies geschieht durch die Hypothesen VI 
und yn der Fondamenti, die darauf hinauslaufen, jeden Koeffizienten 
und der Dedekindschen Stetigkeit zu unterwerfen.^) Diese Annahme 
erscheint aber entbehrlich.*) Sie wflrde nur nötig sein, wenn man auf 
diese Weise dieselbe Wirkung erreichte^ wie im Gebiet dnr reellen Zahlen, 
daß nftmlich in dem so definierten Zahlkörper auch andere als rationale 
Operationen ausführbar sind. Dies trifft jedoch, wie ich alsbald zeigen 
werde, nicht zu. Überhaupt dflifte meines Erachtens die Frage, was 
duicb die Einltlhrung der transfiniten MaBbestimmung geleistet werden 
kann, erst dadurch einer unzweideutigen Beantwortung fShig werden, 
daB man die Koeffizienten und auf di^enigen Zahlkörper beschrSnkl^ 
die für die bezttglichoi Zwecke hinreichend und notwoadig sind. Zu 
diesem Besultat zu gelangen, ist der wesentUchste Zweck der hier 
Torgeftthrten Betrachtnngea 

10. Zunächst bedarf es noch einer Verallgemeinerung uns crrr trans- 
finiten Zahlen. Mau kann die transiiniteTi Zahlen in verschiedener 
Biihtuug verallgemeinern, dabei wollen wir aber von vornherein an- 
nehmen, daß die Zahlen stets einen Körper mit rationalen Koeffizienten 
bilden, dem auch nllc Einheiten zugehören. Die Verallgemeinernng i8t 
erstens so möglich, wie es Herr Levi-CiTita') getan hat> indem man 

1) A. a 0. S. 144 and 168. 

2) Diese Annahme veratöAt auch dagegen^ daB im TeroiieB6«ebea Sinn die 

Inatioualzahl durcb ein unendlich kleines Gebiet zn ersetzen ht-. vgl. s.B. a.a.O. 3. 170. 
8) Atti de &. lüt Veoeto, Bd. 4. Serie 7 (1898.) S. 1766. 
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nämlich die ganzen Potenzen von w und 1/w durch irgend eine Gruppe 
von Potenzen ersetzt, deren Exponenten bei den Operntinnen des 
Körpers iuYariant bleiben. Mit solchen Zahlen werden \\ ir uii«-: nls- 
bald zu beschäftigen haben. Den allgemeinsten Fall würden diejenigen 
Zahlen darstellen, bei denen dio Exponenten smutUrin' positiven und 
n^^tiven reellen Werte anuekmen können; Jede Zahl dieser Art hätte 
dann die Form 

(8) a^fü^" -j- Oiöf' -f h öf^w^'" + • • •» 

> f 1 > • • * > ^» > • ' •> 

wolMi es dmchauB dahingestellt bleiben kann, ob die gegen eine 
endlidie Grenze oder gegen — oo konTergieren. Es ist klar, daß der 
Bau dieser Zahlensysteme bei Addition, Subtraktion, Mnltiplikation 
und Division ungeSndert bleibt. Falls insbeeondere gegen — oo 
konvergierty so besitaen diese Zahlen dieselben Stetigkeitseigensehaflen, 
die in § 6 fttr die Zahlen der Form (3) abgeleitet wurden; flbxigens ist 
dieser Fall der einsige, der uns nachher praktisdi besehSftigen wird. 

Weitere Yerallgemeinenmgen erhalten wir folgendermaßen. Bisher 
bildeten die Exponenten eine endliehe Menge oder eine wohlgeordnete 
Menge vom Typus m. Man kann aber auch Zahlen herstellen, bei 
denen die Exponenten jede beliebige wohlgeordnete Reihe abnehmender 
Zahlen bilden. Von dieser Art sind z. B. die Zahlen 

(9) a^e^ -f aoiOP' + h 0,00"» + <*u*^"' H 1 

bei denen für die und tff die Relationen 

bestehen, und die den Ordnnngstypus a . 2 haben, oder auch die all- 
gemeineren analog gebildeten Zahlen 

(10) 2 o^«**- H- 2 «1 + 1-^' + * • ■ » 

die den Ordnungstypos a . <o besitzen, und deren Exponenten ShnUchen 
Relationen genflgen usw. 

Eine weitere Verallgemeinamng ergibt sich, wennmanmitVeronese 
auch unendlieh grofie^ resp. unendlieh kleine Einheiten unmdii^ hoihtir 
Ordimiig einlDhrt» tmd dies kann, indem man die Ordnimg des ünend- 
lidkwerdens in bekumter Weise wachsen iSßt, beliebig oft geschehen. 
Jede Potenz -von id, deren Exponent eine Zahl der aweiten ZahlUasse 
isty stellt eine unendlich große Einheit dieser Art dar. Die mit diesen 
Einhdten gebildeten tawisfiniten Zahlen Yeroneses besitsen ftbrigNis 
sSmtlicfa die Eigenschaft, dafi ikre JSs^oimien eine wokigeoränäe Meitge 
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abnehmender Zahlen bilden. Dies ist ihr charakteristisches Merkmal.^) 
Die so entstehenden Zahlen kann man ddon wieder nach dar luerst 
genannten Methode TeraUgemeinem» worauf nicht näher eingegangen 
werden solL 

11. Es fragt sich noch, wie es mit der Verones eschen Stetigkeit 
solcher allgemeineren Zahlensysteme steht Zunächst ist klar, da8 dieser 
Begriff nur einen Sinn hat, nachdem nnd insoweit die beattgliehen 
Einheiten eingeführt sind. Soll alsdann ein derartiger transfiniter 
Körper, d. h. ein solcher, dessen Koeffizienten rational und deesra Ex- 
ponenten ganze Zahlen der ersten nnd sweiten ZahUdasse sind. Stetig- 
keitseigenschaften besitBen, so wird dadurch, wie oben, nur gefordert^ 
daß auch aDe Zahlen ihm angehören, auf die die Division fOhren 
kann. Weiteres ist auch hier nicht n5tig. Wie oben l&ßt sich dann 
n&mlich wieder zeigen, daß jede Zahl des Kdipers einem Yeronesesehen 
Schnitt entspricht, und daß jeder Sdmitt ihm angehört 

Wenn nun ein System transfiniter Zahlen in beliebige Weise ge- 
geben ist» so können zwei Falle eintreten. Die Exponenten jeder dieser 
Zahlen können erstens eine wohlgeordnete Menge erster Mächtigkeit 
bilden. Akdann kann es möglicherweise nötig sein^ zwecks Ausftthr' 
barkeit der Division, resp. zur Horstellung der Stetigkeit noch neue 
Zahlen einzufllhren; dies könnte z. B. bei Zahlen nötig sein, die den* 
selben Ordnungstypus besitzen, wie die Zahlen (9), nicht aber bei 
solchen vom Ordnungstypus der Zahlen (10). Zweitens können aber 
die Expon«(iten gewisser Zahlen eine wohlgeordnete Menge gweUer 
Mächtigkeit bilden, d. h. eine solche, die der Gesamtheit aller 2Ukhlen 
der zweiten ZahUdasse ähnlich ist. Da eine solche Menge kein 
letztes Element besitzt, so kann die Division neue Zahlen nicht mehr 
ergeben. Alsdann ist aber auch die Einfahrung neuer Zahlen auf 
Grund der Stetigkeitseigenschaft nicht mehr erforderlich; der bezüg- 
liche Zahlkörper besitzt vielmehr die Stetigkeit von selbst. Dem ent- 
sprechen die allgemeinsten transliniten Zahlen Veroneses. Seine 
aUgemeimte absolute Stetigkeit kommt gerade darauf hinaus, auch 
Zahlen zuzulassen, deren Exponenten eine Menge zweiter Mächtigkeit 
bUden.>) 

1) Vgl. besonder« Bend. Linoei. 189B. 8. 79. 

3) Im Oegenmts hierzu werden bei Herni Levi-Civita (a. a. 0. S. ISO; anf 
Grund der V'eroneseechen SietigkeitadefiDitinn 7)rur Zahlen ancli dann noch ein- 
geführt, nachdem bereite ein K/^qier mit ausfülirlnirtT Division und mit denjcniffpa 
allgemeinsten transfiaiten Zahlen aufgestellt ist, bei denen ai« Exponenteu i^iXiut- 
liehe Zahlen der «weiten Zablklane auftreten kOnnen, und es wird hi&xugtitügt, 
daft diese Einfahrang der eigentUche Sinn der Verones eacben Stetigkeitedefinition 
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12. Kehren wir wieder zu den einfacheren iransfiniten Zahlen der 
Form (',>) /nrfiok, mit der Maßgabe, daß die TCoeffizienten Af und a^ 
aller rationalen reellen Werte fähig sind. Diese Zahlen bilden, wie 
wir gesehen haben, einen Ratioualitätsbereich 'tH. Werden diebe Zahlen 
benutzt, um das lineare Kontinnura zu definieren, und worden für die 
Geraden die einfachen SchnittpunktsUtze postuliert, su kann man pro- 
jektive Beziehungen definieren — naturgemäß hat man noch eine 
Größe Sl zn adjungieren, die größer als jedes co' ist, und deren rezi- 
proker Wert Null ist. 

Es gelten dann alle diejenigen Sätze der projektiven Geometrie^ 
die ihren Ausdruck in rationaleii Operationen finden. Von den übrigen 
ist dies aber nicht ohne weiieied der Fall, und dies liegt daran, daß 
in dem bu definierten Zahlensystem Lücken möglich sind. Insbesondere 
kann schon die Eiihtcn/ der Doppelpunkte und der auf ihr beruhende 
Beweis des Fundament;Llsutz,es nicht mehr übertragen werden; dazu be- 
darf es Tielniehr einer Eni:cikrnn(i des durch (3) dai^esteliteu Zahlen- 
systems. Um zunächßt ein einfaches Beispiel zu bilden, so würde die- 
jenige projektive Beziehung, die durch 

9X X "»1 

dargestellt iat, auf Doppelpunkte führen, die yon einer Gleieliung 

- 1 = 0 

abluuigen; ihr entepiSche aber keine Zahl der Form (3). 
Es gibt n&mlieh auch Folgen enfeprecÄ«Kfer Zahlen 

-ri' > > ar» > . . . > fl?; > . . . , < < < • • < a?;' < . . . , 
die eine Lücke büdoi, insbesondere stellen 

12 3 V ,,11 1 
— — ... ... und I • . • 

' »' ' ' 8' 8* ' 

■olehe Folgen dar. Andererseits mUBte aber der Doppelpunkt in dieser 
Lfieke enthalten sein. Wir gelangen daher nnr so zn einem ZahlkSiper, 
der die Existenz dieser Doppelpunkte yerbflrgt^ wenn wir die neue 

Einheit n" resp. ihre reziproke zu A^a\ bereits vorhandenen hinzuf'lu;en ; 
wie wir sahen, ist diepo 1 1 1 nzutiigung auch gestattet. In den Körpern, 
die dem Veronesesclieu >St«'tigkeit,sbegnti" trenügen, ist daher das Vnll- 
ständigkeitsaxiom nictU erfüllt. Dies gilt »ogar, wenn man für die 

ist, fails die Stetigkeit im abmfttffn iSiun gemeint ist, d. h. falls .c' — r kleiner 
als jede anendlich kleiue Einheit beliebig hoher Ordnung werden kauu. Diese 
Ifnnujig tnflt aber dem Obigen gemäß nicht lu. 
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Koeffizienten «. alle n eilen Zahlenwerte zulaßt, und es gilt auch für 
solche Körper, dü' A eroneses absolute Stetigkeit besitzen. 

In Verallgf'iiu ineruDg hiervon kann man nach denjenigen Zahlrn 
fragen, die außer bei den rationalen auch bei gewissen al^braischea 
Operationen in sich übergehen. Man erhält dadurch wieder eine Be- 
dingimg für die Koeftizienteu uü<l für die Exponenten. Bleiben wir 
bei dem emfiic listen Fall einep nlii;eliraiflchen Kör^^ers, in dem nur 
qnadraüsf lie I n ;itii nalitäten vorhanden sind, und fassen nur die reellen 
Lösungen ms Auge, so ergibt sich für die Koeffizienten die Bedingung, 
daß sie selbst einen bezüglichen algebraischen Kör|)er bilden.') Für 
die Exponenten aber ergibt sich als Bedingung da.s Vorkommen aller 
rationalen Werte mit dem Nenner 2 oder einer Potenz von 2 und 
zwar kommen Zahlen der Form (8) nnr bo vor, daß gegen — rx> 
konvergiert. Der so bestimmte Körper hat daher die gleichen Stetig- 
keitseigenschaften wie der in § 8 betrachtete Körper. Ähnlich ist es^ 
wenn man zu höheren algebraischen transüniten Körpern übergeht. 

Durch das Vorstehende wird dasjenige, was ich oben über die 
Entbehrlichkeit der Hypothese VI und über die Tragweite der Vero- 
1109 eschen Zahlen ausführte, ToUaaf gerechtfertigt. 

13. Ea Bohemt mir nfltalich, darauf hinzuweiaeii, dafi auch in den 
eben definierten algebraischen Zahlkörpem immer noch Lttcken Tor^ 
banden sind. Einfachste ZaUfcdgen und die eine Lficke 

bestimmen, erhalt man z. B. wenn man 

(11) *^ ftyO^i x'^ » u^'ta^r 

setzt, wo a', und reelle positive algebraische Zahlen sind, während 

^1 < ^1 > Pt > ^ > • • • 

rationale Zahlen sind, die gegen einen gemeinsamen nicht algebraischen 
Grenzwert A konvergieren. Alsdann kann es keine transfinite Zahl des 
Körpers geben, die der Größe nach zwischen den Mengen \x^\ und 
\oc'^\ liegt. Denn ihre Ordnung müßte kleiner als jc^es q" und 
größer als jedes pr, und daher gleich k sein, was aber unmöglich ist 
Ein allgemeineres Beispiel, das auch in dem Fall seine Geltung 
behält, daß die Exponenten j/s^ reellen Zahlenwert annehmen könneOy 
ist folgendes: Man setze 

(12) a?; - «;a)*v , - 



1} Die Eiktwiek«limg der Wnzielgidfiea hat aacfa dam binomiadieii Sata au 
geschehen, in der gleichen Weise wie ftbr Potensreiheo. 
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wo und al' positive Zahlen sind, und zwar soll mit wachBendem y 
gegen unendlich, a" gegen Null und zunehmend gegen einen 
Grenzwert l konTergieren; endlich boU es in der Folge der nicht zn- 
nehmenden Exponenten q", q^, q^, . . . einen ersten geben, der gleich 
A ist. Alsdatm kann es wieder keine trausfinite Zahl | geben, die der 
Große nach zwischen den Mengen [xl] und liegt. Denn ihre 

Ordnung muß größer sein als jedes einzelne und kann nicht größer 
als irgend ein sein; sie ist daher gleich A. Unter den Zahlen der 
Ordnung A kann es aber keine geben, die kleiner als jedes iet. 
Denn jede Zahl der Ordnung JL ist notwendig von der 1^ orm 

I SS» «Ol* + ßsa^—' + yo^—* + • • 

wo a, tf, T, . . . irgendwelche positiven reellen Zahlen sind. Man er- 
halt überdies um so kleinere Zahlen, je kleiner a ist. Welche be- 
stimmten Werte man aber auch «, <?, r, . . . erteilt, so gibt es 
unserer Festsetzung gemäß immer eine Zaiil ar,", die kleiner als ^ ist. 

14. Es bleibt noch die oben aufgeworfene Frage zu prüfen, ob die 
nichtarchimedischen Zahlen jederzeit die Eigenschaft behalten, daß ihre 
T.ficken durch neue Zahlern an^^eföUt werden können. Diese Frage 
dürfte zu bejahen sein. 

Bleiben wir zunächst einmal bei den vorstehenden Beispielen 
stehen, so läßt sich die bezügliche Lücke in dem ersten durch TTinzofElgen 
▼on ausfüllen. Im zweiten Beispiel ist eine derartige Ausfüllung swar 
iumi5glich; man kann die Lflcke aber in beiden Fällen auch so aus- 
füllen, daß man zu den ▼orhandenen Einheiten eine neue transfinite 
Einheit St und ihre reziproke so hinzufügt daß für jede ganze Zahl v 

ist. In unserm Fall gt i usft offenbar, ß = o'" zu wählen. 

Da man nun transtinite Einlioitcn ebensoweit 7Ailassen kann, wie 
man wobigeordjit t^' Mengen delinieit n kann, und da es eine pu LUi) 
wohlgeordnete Menge nicht gibt, so erscln int damit die obige Behaup- 
tung bewiesen. Jedenfail« kann man folgern, daß, welche bestimmten 
Einheiten man auch zupfnnide legen mag, in dem durch sie definierten 
Grüßensystem eine I'niiui^lichkeit, Lücken durch neue Zahlen aus- 
zuiüllen, nicht eintreten kann. 
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tiber die partiellen Dil erentialgieichiingeii der Physik. 

Referat ffir die Versumnliuig der Deutsohen Mathematiktt^YeriBiiiiguiig 

in Meran. 

Von W. WiBN in Würzburg. 

Der Auffordt^rung <i»n ^fathematiker-Vereiniguiig, ein Referat über 
die partiellen Diö'erentialgleiuhuiigen der I'hysik zu erstatten, hin ich 
gern nachgekommen^ wenn ich mir auch klar durüber bin, daü ein 
Physiker einer solchen Aufgabe nur in sehr beschränkter Weise uiich- 
kommen kann. Aber die erfreuliche Tatsuchcj daß die Mathematiker 
in neuester Zeit den Problemen der Physik größeres Interesse entgegen- 
bnug* Ii, vor allem aber dasBedürftiis der Physik seihst, eine umfassendere 
Mitarheitersehaft an ihren mathematischen Problemen zu erhalteu, haben 
mich bestimmt, das Referat zu übernehmen. 

Ich werde mich daher auch nur auf den Standpunkt des Physikers 
stellen und zwar im wesentlichen pro domo sprechen, indem ich be- 
sonders diejenigen mathematisch-physikalischen Probleme, die mir am 
Herzen liegen and deren Bearbeitung mir ganz besonders erwünscht 
erscheint, herausgreife. Aus diesem Grunde wird das Referat auch 
keinoBwegs eine zusammenfassende Übersteht fiber den Stand der par- 
tiellen Differentialgleidiungen liefern» zu deren Abfaasui^ ich auch gar 
nieht befähigt wäre, da mir ein sehr grofier Teil der rein mathe- 
matischen Behandlung der partiellen sowohl wie der gewöhnlichen 
linearen Differentialgleichnngen ToUkommen firemd ist. So kann ich 
2. B. die Fragen, die in dem Artikel Aber partielle Differential gleichongeai 
der mathematiechen Enzyklopädie oder in dem Handbuch der linearen 
Diflferentialgleichungen von Schlesinger Torkonunen, überhaupt nicht 
berOhren, da sie Anwendung auf physikalische Probleme nicht gefunden 
haben und, soweit ich sehe, nicht finden können. 

Von den physikalischen Problemen will ich aber auch alle die- 
jeiiigen fortlasseUi denen sich neue Seiten vorläufig nidit werdoi ab- 
gewinnen lassen, wie die akustischen und rein elastischen Probleme^ 
ebenso wie die WSrmeleitnng. Auch sonst muß eine Beschrilnkung 
schon wegen der maSigen zur Yerf&gung stehendm Zeit eintreten, und 
ich lasse daher auch alle Probleme der allgemeinen analytischen 
Mechanik beiseite. 

Dagegen möchte ich beginnen mit Problemen der Hydrodynamik. 
Diese Disaiplin hat sieh allmählich za einer rein mathematischen 
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Domäne ausgebildet, in welcher Gelegenheit zur Anwendung faat sämt- 
licher analytischer Hilfsmittel geboten wird. Man kann sagen, daß 

jede analytische Eroberung gleichzeitig die Losung eines hydro- 
dynamischen Problems mit sich bringt. Aber der moderne Physiker 
pflorrt sich für HydrnrlvTiamik uur mäßig zu interessieren, obwohl sie 
noch ein Liebiingügebiet von Helmboltz war. Der (jruiid scheint 
mir darin 7,n liegen, daß die aus (icr H\ fli odrnumik abgeleiteten Ue- 
sultate meistens zu Folgerungen führen, die init den tatsächlich be- 
obachteten Erscheinungen in keiner Ubereinst 1111111111^^ stehen. Nur 
einige Reibungsprobleme las^ien sich mit der Ertahrung vergleichen 
und fuhren in speziellen Fällen zu ertriifjbcht'r Ubereinstimmung. Da- 
gegen k 11 neu Resultate, wie die Bewegung fester Körper in einer 
Flüssigkeit, selbst wenn die Lösung in vollkommenster Weise gelingt, 
niemals auch nur entfernt mit den tatsächlichen Verhältnissen ähn- 
lich gefunden wertlen. 

Der Grund liegt daran, daß man in den DiflÜTeuiialgleichungcn 
selbst nicht genügend die Verhältnisse der Wirklichkeit berückaichtigt. 

Wir wissen nicht, ol) die lieriicksichtigung der Reibung durch 
das Hinzufügen der Keibuagsglieder als Fundament für die hydro- 
dynamischen iJewegungen zureichend ist, d. h. ob alle vorkommenden 
Bewegungen sich mit diesen Gleichungen in Übereinstimmung belinden. 

Aber in den meisten Problemen wird auch die Reibung vemach- 
lä^äsigt, weil die mathematische Behandlung des allgemeinen Problems 
nicht durchlührbar ist. Man nimmt daher au, daß die an sich achwache 
Reibunjj^ die Bewegungen nur mäßig verändern kann. Aijer die hier 
liegenden Schwierigkeiten sind noch zum giüßten Teil unaufgeklärt. 
Bewegimgeu, die ohne Berücksichtigung der Reibung für labil gelten, 
können durch die Reibung stabil werden und umgekehrt. So weist 
E.B. Lord Kelvin erst m diesem Jahre daraufhin, daß ein gewöhnlicher 
Helmholtzscher Wirbelring sich im labilen Gleichgewicht befinde. 

Besonders vergrößert werden die Schwierigkeiten durch die Grenz- 
bedinguagen, die für reibende Flüssigkeiten anders lauten als iiir nicht 
niboide. 

Wir wollen hier einen sehr einfachen Fall betrachten, eine um 
eine Adise, die ir-Aehse, symmetrisehe Bewegung. Sei w die Qe* 
sehwindigkeit in der Ricbtong der iv-Achee, r in radialer, in tan- 
gentiale Riehtnng, q die Entfernung Ton der Achse, die Reibungs- 
koastante^ s das spezifische Gewicht. Wir können dann den Gleichungen 
Ar eine reibende FlQssigkeit genügen, wenn wir setsen 

t — -, *i II — -»» a =» — — — 0,14 — -• 
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Danu wird der Druck 



P 1 «• + . 



Ferner ist, wenn i(> » aj? + 

In ^iner freien Oberflaehe muß ^ — oonat, aber anch p — eonat 
seiiiy wenn keine Reibung ▼<nrbanden wSre. Dann muß tlut, wenn « 
eine neue Konstante bezeichnet: 

oder 

daher 

sein. 

Nun ist aber die Bedingung p •= const keine auoreiebendie^ da die 
allgemeinen Druckkomponenten an der Oberfiacbe beiderseits gleich sein 

** 

müssen. ^\ äbleii wir - d. Ii. a klein, d. h. kleine R^'il^ung, dagegen 

e und damit b groß, d. h. große Rotation und vertikale Strömung, so 
sind die Abweichungen der Drucke an der Oberfläche TOm konstanten 
Wert klein. Wir »halten also eine Bewegung, die nicht ganz stationär 
bt, weil noch tmansgeglichene Druckkraft« vorhanden sind, die aber 
nicht weit Ton einer stationären entfernt ist, wenn wir kleine Reibung 
haben. Die hier auftretende Bewegimg entspricht einem Strudel, der 
Ton einer Linie q^z = const. als einer freien Oberfläche begrenzt wird. 

Dagegen ist ohne Reibung die ganze Bewegung unmö^ch, weil 
fÖr /f' — 0, afb,e verschwinden. 

Botrachtungen wie diese zeigen, daß Yemacblässigung der Reibung 
manclio FliisBigkeitsbewegungen gar nicht zur Darstellung bringen wird. 
Der Vergleich mit den wirklichen Flüssigkeitsbewegungen läßt uns nun 
aber die Frage aufwerfen, ob wir überhaupt je hoffen können, durch 
die Behandlung der Probleme auf Grund der Differentialgleichungen 
weiter zu kommen. Die hydrodynamischen Gleichungen sind nicht 
linear, die Fälle, in denen eine Integration möglich ist, dürften im 
großen und ganzen ersdiöpfk sein, und da schon die Behandlung Une- 
arer Differentialgleichungen unter Berücksichtigung der Grensbedingungen 
schwierig ist, so wird man wohl mit Berechtigung sieh fragen, ob wir 
derartige fiilÜimittel, wie sie hier gefordert werden, auch Ton einer sehr 
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fi rtu'* >' in itteiit'n Analyse verliiii^en köiiiien. Die BpweguiiL'en, \\ ie sie 
in deü Wasserbewegungen der Natur vorkonimon, sind so unrrjj;« ! mäßig 
und kompliziert, daß auch die mechanische Darstellung notvi « n 1 ;j; iiußerst 
▼erwickelt ausfallen muß Man muß ßich aber sagen, daü eine solche 
detaillierte Behandln der hydrodynnmisrhpn \'orgänrTe auch gar kein 
Inter<>sse haben würde. Wir stehen hier i titnibar vor einem gauz ähn- 
hchen Problem wie vor der Wärmebewegung. wo ebenfalls die mecha- 
nische Auflösung der Molekularbawegung ebenso anmöglich wie wert- 
los ist. 

In der Wänuelehro hilft man sich mit der Kmführuug von Mittel- 
"werten und statistischen Überlegungen, und es ist das große Ver- 
dienst Boltzmanns die Beziehungen zwischen derartigen Betrach- 
tungsweisen and den allgemeinen Gesetzen der Wärmelehre aufgestellt 
sa haben. 

Andererseits hat Helmholtz in seinen monozjklischen Systemen 
gezeigt, daß auch ganz einfache mechanische Bewegungen ähnlichen 
Gesetzen wie die Wärme gehorchen, wenn man sich in bezug auf die 
Einwiikong auf die Bewegung gewisse Beschränkungen auferlegt. 

Der erste der versucht hat, in die Hydrodynamik Jüittelwertebe- 
traclitongen einzuführen war Osborne Reynolds.^) Er war durch seine 
Verenche über die Strömung Ton Flüssigkeiten in Röhren dasn Teran- 
laßt, nachdem er gefunden hatte, daß bei Überschreiten einer gewissen 
Geschwindigkeit, die von der Reibnogskonstante und dem Röhrenquer* 
schnitt abhängt, die gewöhnlichen TOn Poisenille ao^estellten Gesetse 
sieht mehr ausreichen. 

Es Sfligen sich dann unregelmäßige Bewegungen, die Strömung 
erfolgt nicht mehr rein aadal, sondern erfolgt in unregelmäßigen hin 
nnd hergehenden Quer und LSngsströmungen. Ein großer Teil der 
Snetgie wird durch diese unregelmäßigen Strömungen verzehrt, und 
die axiale Strömung ist daher bei gleichen Drucken viel kleiner als 
dem Po iseuill eschen Gesetz entsprechen wttrde. 

Die theoretischen Betrachtungen von Reynolds sind schwer ver- 
rtiadlieh. Lorentz^) hat sie in eine übersichtliche Form gebracht, nnd 
mua kann in der Tat durch diese Überlegungen einen gewissen Einblick 
in die Vorgänge gewinnen. 

Es scheint mir nun von vornherein klar zu sein, daß solche un- 
regelmäßige Bewegungen nicht auf die Strömung in sylindrisehen Röhren 
beschränkt sein können, sondern bei allen Bewegungen yorkommen 

1) Bejsolds, Fhfl. Traasact 188S. 

S) O. A. Lorents, Over den weenland dien een vloeistofstroom in SMie 
fliUBdiisehe bnis oadenrindt, KoniaU^ke Akad. t. Wet. te Amsfterd. 10. Juni 1897. 
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müssen, wo die Flüssigkeit toi] festen Körpern begrenzt wird uud die 
Geschwindigkeit gewisse Grenzen überschreitet. 

Auf dieser Grundlage erscheint eine andere Behandhmgsweise der 
hydrodynamischen Probleme möglich. Zunächst Emluhruiig einer ein- 
fachen regelmäßigen Bewegung, wie sie sich an den bisherigen Dar- 
stellungen schon als möglich gezeigt hat, dann eine darüber (ge- 
lagerte unregelmäßige Bewegung, die durch Mittelwerte eingefülirt wird. 
Die GnindzÜge einer solchen Theorie sind in den Arbeiten von Reynolds 
und Lorentz enthalten. Aber eine genauere Unterj^uchung über die 
Behandlung der unregelmäßigen Bewegung erscheint notwendig. Zu- 
nächst ist es, wie bei allen derui-tigen Hehandlungsweisen, in gewissem 
Grade willkürlich, wie man die Mittelwerte bilden will, und es müßte 
gezeigt werden, welche hier die einzig zulässigen 8ind. Sodann ist es 
nicht ausgeschlossen, daß die in der Wärmelehre ausgebildeten Theorien 
auf sie Anwendung finden können. Die Flüssigkeit^ln egungen, um 
die es si<rh hier handelt, sind in hohem Grade ungeordnet. Man kann 
sagen, daß sie in gewissem Sinne nicht umkehrbar sind. Denn man 
wird getrost behaupten können, daß wir koine Mittel besitzen, eine solche 
einmal emgetreteue unrelniiißiije Flüs.sigkeitsbewegung in eine Toll- 
kommene regelmäßige /u v^rw i adeln, und es scheint mii' kaum zweifel- 
haft, daß dieser unregt lrii iLii«,-;»' Charakter in bestimmter Weise eich 
ausdrücken muß, wie et» bei der Moiekalarbewegaag und der mono- 
zyklischen der Fall ist. 

Wenden wir uns jetzt zur Elektrodynamik. Dem von mir vor 
zwei Jabroii ausgesprochenen Wunsche, eme genaue iVnalyse der Be- 
wegung eint'S Klektrf)ns zu erhalten, ist von Herrn Sommerfeld ui 
sehr weitgehender W eise entsprochen worden.*) Wir besitzen in seinen 
Arbeiten eine Theorie der Bewegung einer kugeliormigen elektrischen 
Ladung von unveränderlicher Gestalt, die auf die meisten Frageiii die 
der Physiker stellen kann, eine Antwort zu geben vermag. 

Das wesentlich Neue in diesen Untersuch angen ist das Verhalten 
von Elektronen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit oder Überlichtge- 
schwindigkeit bewegen. 

Besondere Aufmerksamkeit verdient das liesultat, daß die Gleichungea 
für die kräftefreie Bewegung keine Lösung haben sollen. 

Hier scheinen mir aber doch noch Schwierigkeiten zu liegen, die 
einer noch eindringenderen Bearbeitung bedürfen. Zunächst bcheint 
68 mir mathematisch nicht ganz durchsichtig, wie eine Gleichung^ 



1) Sommerfeld, Gött. Nachr. 1904, S. 99 ti. 8.968; Proceedings Acad. 
Amsiecd. 1904, GOtt. Naohr. 1906, 8.801. 
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wdcher Art üe auch sein mö^e, überhaupt keine Löftong besitzen 
kann. Aber meh physikalisch iat das Ergebnis schwer zu verstehen. 
Wir können uns z. B. ein Elektron mit Unterlichtgeschwindigkeit durch 
eine Metallplatte geschlendert denken, der auf der andern Seite eine zweite 
Mettall platte gc^entlbersteht. Zwischen beiden sei ein Feld Torhandeiiy 
das das Elektron anf ÜberlichtgeBchwindigkeit bringt. Wenn es durch 
die zweite Metallplstte geht, kommt es in ein krSftefreieB Feld. Die 
Annahme, daß es nun plötzlich anf Unterlichtgeschwindigkeit ainkiy 
aefact doch Torans, daß es eine yerzögerte Bewegung dnichmacht, die 
ja web. ansgeschlossen sein soll 

Vom Staudpunkt des Physiken wird man wohl zunächst an der 
Ansieht festhalten, daß die UberBchreitung der LichtgeBchwindigkeit 
unmöglich ist. 

Diese Folgerung ist ohne weiteras aas der Annahme za ziehen, 
daß die Elektronen ihre Form mit der Gfeschwindigkeit Indeni, indem 
sie in immer mehr abgeplattete ESlipBoide fibeigehsn. Diese Annahme, 
die fibrigens die ein&chste ist, die man madten kann, ist neuordings 
Ton Lorentz durch wichtige GrOnde gesttttzt worden. Es scheint^ 
daB die Ausarbeitung der Theorie fOr diesen Fall kaum erhebliche 

Schwierigkt'iten machen wird, weil ein solches iin Verhältnis 1:1 1 

c 

(v Translations-, c Lichtgeschwindigkeit) abgeplattetes Ellipsoid für 
den Bewegungszustand der Kugel im Ruhezustand entspricht. Dadurch 
ist naturgemäß auch der mathematisch einfachste Fall bestimmt. 

Von den sonstigen elektromagnetischen Problemen möchte ich 
hier noch die Beugung erwähnen, deren eingehendere Behandlung mir 
ganz besonders wünschenswert erscheint. Alle bisherigen Theorien der 
Bengnng sind nuf den Einfluß, den das Material des beugenden Körpers 
auf die Lichtwellen hat, nicht eingegangen. Andererseits zeigen die 
Versuche von Gouy*) und mir, sowie Ton Du Bois und Rubens*), 
daß ein solcher Einfluß vorhanden ist. 

Die Fundamente für eine vollständigere Theorie der Beugung sind 
in der elektromagnetischen Lichttheorie gegeben. 

Wir hüben es mit elektromagnetischen Wellen zu tun, die an der 
Oberflache der beugenden Körper entlang gleiten, wobei der ganze 
Voigang durch die Maiwellsclien Differentialgleichungen und die 
Qnnzbedingungen bestimmt sein muß, ohne daß wir irgend eine An- 
nahme fiber die Voi^nge an der Oberfläche zu machen brauchen. 
Eine voUstiDdige Analyse muß den ganzen Vorgang darstellen und 



1) Gouj, C. S. 97, S 1673, 1884; W. Wien, Wied. Ann. 28, S. 117; 1886. 
t) Da Bois und Eabeat, Wied. Ann. 49, 8. S98$ 189S. 
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jede Frage beantworten können. Sind es lanfi^c Hertz sehe Wellen, 
BO haben wir in Leitern nur die Leitfähigkeit 7A1 berücksichtigen, 
handelt es sich um Lichtwellen, so müssen iHe durch die 1 >ispersions- 
glieder ergänzten Gleichungen herangezogen werden. Die Theorie ist 
keine andere als die der lietlexion an absorbierenden Medien. 

Ein Anfang für solche Betrachtungen ist von .T. J. Thomson') ge- 
macht, der den EintluB einer leitenden Kugel auf eine ebene Welle 
bestimmt hat. Lpidt r sind die von ihm gewomienen Erf^^bniöse so 
kompliziert, daÜ eine übersichtliche Diskussion nur für den Fall sehr 
kleiner Dimensionen der Kugel möglich istj für die eigentliche Beugungs- 
theorie ist damit wenig gew mticn. 

Die Theorie der Beugung an einem unendlichen Zylinder ist von 
Herrn Seitz-) für lange elektromagnetische Wellen durchgeführt. Er 
ist damit beschäftigt, die Theorie für Lichtwellen zu er^nzen, wo der 
Biniluß des Materials bereits zum Vorschein kommen muß. 

Für diese Theorie sind die vorliandenen Hilfsmittel der Analysis 
jedenfalls ausreichend. Die Theorie der Besseischen Funktiouou ist 
so ausgearbeitet, daß ihre Anwendung auf das vorliegende Problem 
keine prinzipielle Schwierigkeit darbietet. 

Bei der Beugung au einem unendlichen Zylinder sind die experi- 
menlelleu Bedingungen für die Beobachtung der Beugungserscheinungen 
nicht günstig. Geeigneter für die Beobachtung ist die Beugung an 
einem unendlich dünnen Scliinn oder Spalt. Die mathematische Be- 
handlung würde sich durchführen lassen, wenn die Funktionen des 
elliptischen Zylinders genau tnaijtisch entwickelt wären. Lassen wir 
die Ezsentrizifftt der Ellipw sunehmon, so kSnn^ wir emen dtbrnen 
Sehiim Ton nnendlieber L&nge in die Theorie einführen. Wählen wir 
statt der Ellipse dne Hjpwhel, so kommen wir snf den Fall «ines Spalts. 

Mathematisch haben wir es mit dar Differentialglei<diiing 

SU tnn. Wie H. Weber nachgewiesen hat, sind die elliptischen Koor- 
dinaten die einzigen^ bei denen eine Integration durch eine Funktion 

möglich ist, wo 9 nur von der einen, ^ nnr Ton der anderen Koor- 
dinate abhängt, 

1) J. J. Thomson, Eecent Res. in Eiectricity and Magneiism; Oxford 1893, 
S. Ml. 

%) W. 8eit.s, Ann. der Fhjn. 16, 3. 746; 1906. 
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Für elUptisehe Koordinaten ij nnd | erhalten wir die Gleichungen 

Mit dieser Differentialgleichung hüben sich eine Anzahl hervorragender 
Mathematiker beschäftigt, insbesondere Heine'), Liiideinaiiii-i. 
Ii äutzscheP), Mathieu*», Särchinger.^j Für das physikalische Prübleiu 
bnmchen wir zunächst analytische Darstellungen der beiden partikulären 
Integrale, die auch für iiuiutrij^che Berechnungen brauchbar sind. 
Daun muß die FouktioD, welche eine ebene einfallende Welle ausdrückt, 
nämlich = e*'* in eine Reihe entwickelt werden, die nach 
den Funktionen des elliptischen Zylinders fortschreiten, die sich in 
die Form bringen läßt 

wo die a durch einfache bestimmte integrale dargestellt werden. 

Im Innern des elliptischen Zylinders nehmen wir einen metal- 
lischen Leiter an. Hier ist nur das eine partikuläre Integral brauchbar, 
weil das andere in den Brennpunkten der Ellipse einen unendlichen Diffe- 

rentialquotieiiten hat. Im äußeren Räume sind dagegen beide partikuläre 
lutegralo lioran/.nzieheii. An der Grenze sind die Bedingungen zu er- 
füllen, daß die tangentialen Konijioiienten der magnetischen und der 
elektrischen Kruft stetig sind. Bei dem elliptischen Zylinder muß an 

der Oberfläche, wo | konstant ist, u und stetig sein. 
Im innem Baum haben wir m weinen. 

für den äußeren 

wenn wir mit ^ das zweite partikuläre Integral bezeichnen. Da an 
der Oberfläche ^ kmistant ist, so müssen die einzelnen Gheder, die 
gleiche Funktionen Tom ti enthalten, zur Erfüllung der (:hrenzbedingangen 

1) Heine, Haodbucb der KagelfunkUoDOn. 
8) Lindem an n, Ifaih. Ana. Bd. SS, S. 117. 
- 8) Hftnisseliel, Programm d. Bealgymn. in Doisboig Ostern Pro- 
gramm d. dritten höheren Büxgenchnle in Berlin, Ostern 1889; Zeitochr. f. Math. 

n. Phys. 3t. S 25. 1883. 

4j Mathieu, Liounlle Journal II, Bd. 13, IpOH. 
5) S&rchingcr, Programm d. Gjmn. Chemnitz. 1^94. 
JftbMriwiMi d. nMiwlMB lfalli«iB.>yer»toicnDg ZT. Htfk 1. 4 
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gleich gemacht werden. Nun sind aber die (5j „ von den (Sj ver- 
schieden, da sie sicli auf andere Konstanten J: der Differentialgleichung 
beziehen. Es mü.sst n daher dip (S in trigonometriaclie Reihen ent- 
wickelt werden un»l die Koetrizieuten der trigonoraetrisch'^n Funktinnen 
gleich gesetzt werden. Durch die beiden Grenabedingungen Ijet^tiuunen 
sich dann die Koeffizienten dieser Reihen und somit auch die h, und 
die c,. Nun hat schon Heine solche trigonometrische Reihen an- 
gegeben und auch ein Verfahren, um die Koeffizienten als Näheniugs- 
zähler und Nenner von unendlichen Ketten hriichen zu bererhnen. Er 
hat gleichzeitig gezeigt, daß die Bedingung, daß die (i nach jj^iiüdisch 
sind, die ja in diesem Fali erfüllt sein muß, nur dann erfüllt ist, wenn 
die a als Wurzeln einer transzendenten Gleichung bestimmt werden. 
Die Indices 1, 2, 3 ... n der Reihe beziehen sich auf diese in unend- 
licher Anzahl vorhandenen \\ urzelu. 

Obwohl nun die wirkliche Berechnung, wie bereit.s aus der Not- 
wendigkeit, Doppelreihen anzusetzen, hervorgeht, nicht einfach sein kann, 
so wären doch die Mittel zur Berechnung analytisch gegeben, sobald man 
das zweite partikuläre Integral als Funktion tob cos 17 besitzen wQrde. 

Zwar hat Heine einen Ausdruck angegeben, in welchem das 
Integral dnreb Reihen dargestellt wird, die nach Besseischen Funk- 
tionen zweiter Art fortschreiten^ aber die Richtigkeit dieser Entwicklung 
isty wie es seheint mit Recht, ron Häntzschel angezweifelt. 

Andererseits sind von Lindemann alle Pot^zbedinguugeu nach 
eos*i} untersoeht. 

Setzt man ws^ij'^ef so erhalt man die Gleichting 

4<1 - zQ + 2(1 - 2z)2 + iiz - 5Ö)y = Ü. 

Es la.ssen sich nun zwar die beiden partikulären Integrale als 
Poteuzreihen darstellen, die innerhalb des Einheitskreises konvergieren. 
Für das imaginäre Argument t| ist indessen cos^i; > 1, und die ent- 
sprechenden Reihen sind hier divergent. Bei der Heineschen Dar- 
stellung ilarch Reiben, die nach Sinitf oder Kosinns der geraden oder 
ungeraden Vielfachen von 17 fortschreiten, können wir allerdings eine 
aber nnr eine dieser Reihen durch passende Wahl der Konstanten 9 
in der ganzen Ebene konvergent machen, und zwar gehen samtliche 
Potenzreihen Lindemanns in diesem Fall in die Heinesehen über. 
Es geht also die Darstellung des zweiten partikularen Integrals ver- 
loren, und es bleibt zunächst nur die M^lichkeit^ das zweite Integral 
durch die Beziehung ^ 

wirklich auszurechnen, * y^V'^^'^^^ 
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Für die Berechnuntr der beiden partikulären Integrale ist aber 
möglicherweise die Anwendung halbkonTergenter Eeihen, zweckmäßiger,, 
die nach Thom^, in der Form 

e»<'V{ao + "g'+ ••) 

an^^tellt werden kSnnen. Hier ist 9 eine Konstante und ^{z) eine 
ganze rationale Fonktion Yon ß. 

Es bedarf dann allerdings noch einer besonderen üntersnclinng^ 
wdche dieser Beihen unsan Funktionen IS nnd ^ entspricht. 

Wenn ich hier anstatt allgemeiner Betraohtangen eine Anzahl 
spezieller Flrobleme besprochen habe, so ist das Tom Standpunkt des 
PhysikerSy dem hierdnrdi allein gedient wird, wohl gerechtfertigt, und 
wenn es mir gelungen sein sollte, das Interesse der Mathematiker fttr 
diese. Fragen za erregen, ist der Zweck des Referates erreicht. 



Bemerlomgeii zur £lektronentheorie 

bei der Diskussion zu vorstehendem Vortrage des Herrn W. Wien 
über die partiftUen OifferentialgleiehiiBgen der Physik. 

Von A. SoMMKkFELD iu Aacheu. 

Indem ich der Kürze halber nur zum Gegenstande Elektronen- 
theorie das Wort nehme, mochte ich die von Herrn Wien erwähnten 
abeonderlichen Resultate besprechen, die ich für ein mit Überlichi- 
geeehwiudigkeit bewegtes Elektron theoretisch abgeleitet habe. Herr 
Kollege Wien hat aus diesen Absonderlichkeiten in seinem allgemeinen 
Tortrage Über Elektronen den Schluß gezogen, daß die Grundlagen 
dw Elektronentiieorie einer Rerision bedürfen. Diesem Schluß kann 
ich nicht beistimmen. Daß die Verhältnisse bei Überlichtgeschwindig- 
keit nicht anders als absonderlieh liegen können, dflrfte Ton Tomherein 
klar sein; ja wir dürften wohl alle darin fibereinstimmen, daß die 
Überlichtgeschwindigfceitsbewegungen überhaupt nicht physikalisch 
realisierbar sind. Gibt nun die Theorie von dieser Nichtrealisier- 
barkeit Rechenschaft? Nicht ohne weiteres. Wenn wir den Fall 
▼on Öberftätiieidadung aosschließen, bei der sich direkt eine unend- 
lidk große Kraft zur Erzeugung und Unterhaltung einer Überlicbt^ 
gesehwindigkeitsbewegnng als erforderiich berechnet, wenn wir also z. B. 
eine starre masselose Kugel mit gleichmaßiger Volutnladung betrachten, 
so liefert die Theorie für jede Torgeschriebene Bewegung bestimmte 
endlidie KrSfte, die an dem Elektron anzubringen sind, um die fragliche 
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Bewegung zu ermöglichen. Es aind nun zwei Punkte, die Herr VVieu 
beanstandet: 

1) Betrachtet man den Durch ganp: dos Elektrons durch einen 
bestimmteu Vberlichtgeschwiiidigkeitswert^ so ergibt sich ein (jrößvnr 
Kraftbedarf, wenn die Bewegung verzögert ^ ein kleinerer , wenn sie be- 

schleuHiiji ist. 

2) Es gibt oberhalb der Liclitgeschwindigkeit weder eine hr- 
iicIdnttiKjk noch auch eine stetig n'r~lii/crfr Bcwo<^ung, welche ohne 
Kraftznfiihr von statten gehen kann; ei)C'nso wenig ist A\e ghiciijouttKjc 
Bewegung mit Überlichtgeschwlruli^keit im kräftetreien Fehle nir)(Tlich. 
Mit anderen Worten: Die Integralgleichunij;, welche den Hewegungs- 
verlauf beherrscht, hat bei Überlichtgeschwindigkeit he'nw Losung. 

Punkt 1) glaube ich durch die folgenden BeraerkunLjen, diu sieh 
übrigens mit meinen Ausführungen in den <iüttinger Nachrichten 1905 
Heft 3 § 24 und 25 decken, vollständig klären zu können. Ans Punkt 2) 
habe ich, ähnlich wie Wiechert in den Göttinger Nachrichten 1905 
Heft 1, geschlossen, daß das Elektron, wenn es, einmal auf Überlicht- 
geschwindigkeit gebracht, sich selbst überlassen würde, plötzlich auf 
Lichtgeschwindigkeit herunterfallen müßte, womit die physikalische 
Unmöglichkeit der t'berlichtgesehwindigkeit auch theoretisch beleiht 
wäre. Diesen jdiU/.lichen Abfall der (ieschwindigkeit möchte ieh h\*'r 
durch eme Art Kontinuitätsbetrachtung wenigstens in etwas plauäibei 
machen. 

Zu 1). Es ist (von den allereinfachsten quasistationären Be- 
wegungen abgesehen) für die Dynamik der Elektronen charakteristisch, 
daß sich der Kraftbedarf nicht nach dem augenblicklichen Bewegungs- 
zustande bemißt, sondern nach dem Bewecrunirs verlauf während eines 
endlichen Zeitintervalles von der Größenordnung 'Ja/ c— v \ wo a den 
Eiektroneiiradius, r die Lichtgeschwindigkeit und u die augenblickliche 
Bewegungsgeschwindigkeit des Elektrons bedeutet. Ferner sei voraus- 
geschickt, daß bei gleichförmiger Überlichtgeschwindigkeit eine Kraft ^ 
vom Betrage 

erforderlich ist, um die mit der Bewegung verbundene Kuergie- 
aosstrahlung zu ersetzen. Dabei ist f die Ladung des Elektrons. 

Haben wir es nun mit einer verzögerten Bewegung zu tun, /.. B. 
in demjenigen Moment, wo r = 2c, so war in dem vorangehenden 
Intervall die Geschwindigkeit und daher auch der Energieveriust durch 
Strahlung um so größer, je schneller die Verzögerung ist. Die er- 
forderliche Kraft wird daher um so größer sein, je schneller die Yer- 
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z5geniiig. Als Grenzwert bei nneudlieh raseher YerBogercmg, wo 
unmittelbar Tor dem betrachteten Momente die Geschwindigkeit un- 
endlich groß war, ergibt sich derselbe Wert ron jj wie bei dauernd 
anendlich großer Geschwindigkeit, nümlich nach der angeführten 
Formel ^arj — 9a'/4a* 

Li der Fignr bedenten die negativen Abszisaen Verzdgemngen, die 
positiTezi Besdileiinigungen. Kadi der Ordinatenaehse wird der Wert Ton 
4x% aufgetragen, der dem rentogerten oder beschleunigten Durchgange 
durch die doppelte Lichtgeschwindigkeit entepridit; s. die mittlere Kurve. 
Dieselbe lüUiert sich für 
große negative Abszissen 
asymptotisch wachsend 
dem Werte di^f-ia* und 
schneidet auf der Ordi- 
natenaehse die Strecke 
27 f- 16a- ab, welche dar 
gleichförmigen Bewegung 
mit f = 2c entspricht. 

Dieselbe Überlegung, 
die die Zunahme der Kraft 
bei Vergrößerung der Ver/ i,rorung erklärt^ macht auch die Abnahme der 
Kraft bei zunehmender Heächleunigung yerständlicL Dabei vergleichen 
wir auch jetzt immer solche Werte von ^, die zu dorsolhon Geschwindig- 
keit 9» 2e gehören. In der Tat war bei größerer Beschleunigung die in 
dem Torangehenden Zeitintervall herrschende mittlere Qescliwindiirkeit 
kleiner wie bei geringerer Beschleunigung. Diese mittlorp Geschwinder, 
keit kann 90gar bei sehr schneller Beschleunigung unterhalb der Licht- 
geschwindigkeit liegen, wodurch sich der alsdann kleiner ausfallende 
Kraftbedarf erklärt. Bei unendlich großer Beschleunigung wird dieser 
Kraftbedarf ersichtlich gleicli Ntill; denn in diesem Falle war ja das 
Elektron noch unmittelbar vor dem betrachtot«n Momente i" = 2r in 
Ruhe; ein der Bewegung; entsj) rechendes Feld war überhaupt noch nicht 
vorhanden; n\fio kann aucli keino Ifückwirkung des Feldes auf das 
F^lektr iTi nnftretco. Unsere Kurve nühert sich daher für große AbsztSSeu 
asjmptoliscli der Abszisseuachse seilest. 

Die zahlenn"!;) ßitre (iröBe der ciii/elnen K urverjordiiiaten habe ich 
1. c. durch l^lanimetrieru Ilgen gefunden. Zu tu Vergleich zeichne ich 
noch zwei Kurven schemutisili ein, von denen die obere dem iver- 
TÖiTcrUm oder beschleunigten» Durchgänge dun li r öc, die nnlere 
demjenigen durch v = 1, i?r entspricht. Sie haben qualitativ denselben 
Verlauf wie die mittlere Kurve für v = 2c. 
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leh ^^aaaibe, daß durdi diflse Eröitenn^^ea der allgemdne Verlaiif 
unserer Kiuren vollständig geklärt ist Insbesondere Terliert nun aneh 
die Tstsaelte den Schein des Absondedichen, daß unsere Kurven im 
Sohnitipunkte mit der Ordinatenacbse eine nach nnten gerichtete 
Tangente haben, eine Tatsache, die man als Auftreten einer (longitadinalen) 
tuffottven Masse deuten kann. In der Tat flQhrt man ja den Tragheits- 
begriff auf elektromagnetischer Grundlage unterhalb der Lichtgeschwindig- 
keit dadurch ein, daß man die stationäre Bewegung mit den benachbarten 
qnasistationäien yergleicht und den duzch die Beschleonigong geteilten 
£raftbedarf der letzteren als scheinbare oder elektromagnetische Masse 
■npriebi Dw Obertngiu« 8i>f a«i Fdl der Cbeiliehtg«H)^ 
zeigt unmittelbar, daß hier die besprochene Tangentenneignng die 
scheinbare Masse repräsentiert und daß diese uegatiy ist Der Tragheita- 
begriff kehrt sich also oberhalb der Lichtgeschwindigkeit um bei kugel- 
förmiger Yolnmladung; er hat, wie Wiechert 1. c. herrorhebt, überhaupt 
keinen Inhalt bei den von diesem betrachteten Ladungsformen. 

2) Das dynamische Gmndgesetz des (masselosen) Elektrons besagt, 
daß die yon dem Eigenfelde des Elektrons herrahrende Kraftwirkong 
mit den sonst etwa Torhaadenen äußeren Kräften im Gldchgewicht 
stehen soll. Sind keine solchen äußeren Kräfte yorhanden, so muß 
sich das Elektron derart bewegen, daß die soeben konstmierte Kraft- 
wirkung des Eigenfeldes verschwindet. Nach unserer Figur tri£Pb 
dies aber fär keine verzögerte und auch £Qr keine beschleunigte Be> 
w^pmg ZU) wenn wir von dem trivialen Fall der unendUchoi Be« 
schleunigung absehen. Wir sind daher vor die von Herrn Wien be- 
tonte emstliche Schwierigkeit gestellt: Es ist theoretisch mdglieh, 
durch endliche — wenn auch sehr große — Krafte das Elektron auf 
Überliditgeschwindigkeit zu bringen und eine Zeit lang auf dieser zu 
erhalten; es ist unmöglich, eine stetige, mit der erzwungenen Überlicht- 
geschwindigkeit anhebende Bewegung anzugeben, welche das von den 
Kräften befreite Elektron weiterhin auszuführen imstande wäre. 

Den einzigen Ausweg aus dieser Schwierigkeit habe ich (v|^. 
Göttinger Nachrichten 1905, S. 203) in der Annahme gesehen, daß das 
Elektron plStzlkh auf Lichtgesohwindigkeit oder Unterlich^eschwindig- 
keit herabfällt Diesen Ausweg etwas plausibler zu machen soll, d^ 
folgende Eontinuitätsbetrachtung dienoL 

Nehmen wir vorübergehend an, das Elektron hätte eine gewisse 
träge Masse gewöhnlicher Art. Daun wird sich z. B. für den Durch- 
gitijg durch die Geschwindigkeit 2c auf Grund unserer Kurve eine 
gewisse Verzögerung abgreifen lassen, bei welcher die Trügheitskraft 
im gewöhnlichen Sinne, nämlich Masse mal Verzögerung, die Wirkung 
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des Eig^enft'lcies ins Gleichgewicht setzt. Diese verzögerte Bewegung 
würde dorn GrundgeRetz der Elektroneiid\Tiamik . weim wir dasselbe 
sinngemäß anf mit wirklicher Müsse behaftete Elektronen erweitem, 
genügen und stellt eine ni(>gliche krilltefrcie Brw»»Lfiin'4 des Elektrons 
dar. Lassen wir nun die wirkliehe Masse ahuelmieti, .so njuB die Yer- 
zug» iiinii in demselben Maße zunehmen, um wieder die Wirkung des 
Eigenteldes ins Gleichgewicht zu setzen. Gehen wir in der Grenze 
zur Masse Null über, d. h. zu derjenigen Vorstellung, die wir uns mit 
guten Gründen vun der physikalischen Beschaflfenheit des n«'giitiven 
Elektrons gebildft haben, so entspricht dieser Grenze eine unendlich 
schnelle Verzögerung, d. h. ein plötzlicher Abfall Yon der ursprünglichen 
Überl u- h tgesch windigkeit. 

Ich gebe gern zu, daß diese Betrachtung etwas Kiin^tliehes hat, 
da sie aus dem öouüt festgehaltenen Vorstellungskreise der niasselosen 
Elekironendynamik heraustritt. Indessen ist wohl auch die ganze 
Frage nach dem Bcwegungsverlauf bei Überlichtgesehwindigkeit eine 
künstliche, durch pliv sikalisclie Mittel nielit zu entsclieidende. 

3' Dem vorangehenden Paradoxon stellt sich ein anderes an die 
Seite. Wir sahen soeben, daß sich bei der Kraft Null, oder allgemeiner 
hei zu kleiner äußerfr Kraß keine stetige Bewegung angeben läßt, 
welche ein auf Überlichtgeschwindigkeit gebrachtes Elektron weiterhin 
aaszuführen imstande wäre. Wir können andererseits sagen, daß hei 
£U großer Kraß, wenn nämlich die äußere Kraft den in unserer Figur 
auftretenden asymptotischen Grenzwert überschreitet, ebenso wenig eine 
mit dem Grundgesetz der masselosen Elektronendyuamik yerträgliche 
stetige Bewegung möglich ist. Der fragliche Grenzwert ist gegeben 
durch 4«J} — dey^a*. Die entsprechende Kontinuitätsbetrachtung, bei 
der wir Ton eiuem mit wirklicher Masse begabten Elektron ausgehen 
und den Ubergang zu verschwindender Masse raachen, wUrde in diesem 
Falle einen plötzlichen Sprung auf unendlich große Geschwindigkeit 
fswarten lassen. 

4) Was die Theorie des deform ierbaren Elektrons betrifft, so wird 
man mit dieser füglich warten dürfen, bis Herr Katifmauu das Re- 
sultat seiner diesbezüglichen Messungen bekannt gegeben hat. 
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Rudolf Lipschitz. 

Nekrolog von H. Kort um, 
abgedruckt aus der Bonner Chronik vom Jahre 1903. 

Einen Bchweren Verlust erlitt unsere Universität am 7. Oktober 
1903 durch den Tod des genialen Mathematikers Rudolph Lipschitz, 
der ihr seine Tätigkeit vom Anfang seiner akademischen Laufbahn an 
mit einer einzigen Unterbrechung von zwei Jahren gewidmet hat. Er 
war ein Ostpreuße, geboren am 14. Mai 1832 auf dem väterlichen Gut 
Bönkeim bei Königsberg. Sehr 
frühreif absolvierte er das Königs- 
berger Gymnasium schon mit 15 
Jahren. Zunächst bezog er die 
heimatliehe Universität; Ri- 
eh elot und vor allem Franz 
Neu mann, damals einer der 
ersten Vertreter der mathe- 
matischen Physik, waren haupt- 
sächlicii seine Lehrer. Angezogen 

•. durch Dirichlet wandte ersieh 
dann nach Berlin. Eine schwere 
Krankheit zwang ihn, seine 
Studien etwa ein Jahr lang zu 
unterbrechen, sodaß er erst am 

y 9. August 1853 in Berlin pro- 
movierte. Um diese Zeit ver- 
lobte er sich mit einer Jugend- 
gespielin, Ida Pascha, der 
Tochter eines Gutsnachbars, und 
entschloß sich, um rascher selb- 
ständig zu werden, zur Gymnasial- 
Laufbahn, legte in Königsberg 

• sein Probejahr ab und wirkte am Gymnasium in Elbing als Lehrer. 
Dann aber gewährte ihm sein Vater die nr)tigen Mittel; er habili- 
tierte sich Ostern 1857 bei uns und begann im Herbst desselben 
Jahres seine glückliche Ehe. Mit der seltensten Hingebung und Auf- 
opferung liat ihm seine Gattin zur Seite gestanden, in guten Zeiten 
und in Zeiten des Leidens, als er die gewohnte und liebgewordene 
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Arbeit mit traurigem Herzen unterbrechen mußte und zuletzt m den 
trüben Tagen am Kode seines Lebens, als ein langwieriges Nierenleiden 

»eine Kräfte langsam verzehrte. 

Ostern 1862 ging er als außerordentlicher Professor nach Breslau, 

kehrte aber schon Ostern 1S<)4 als Ordinarius nach Bonn zurück. 

Kinu.al trat die Yers^ucliung an ihn heran, uns zu verlassen, er erhielt 
Ende 187;{ nach Clebsch" Tode einen Ruf nach Göttingen, und ob- 
gleich er es iüv eii\e große Sache hielt, wenn auch nur mittelbar, 
Nachfolger von Dirichlet zu werden, blieb er in Bonn. 

Mit großer Gewissenhaftigkeit, (ieschäftskenntnis und Sachlichkeit 
widmet« er sich den Angelegenheiten der Fakultät, geschäl/.i als Berater 
in außergewöhnlichen Fällen. In Beiutujigssachen stellte er das wissen- 
schaftlicbe Interesse der Universität allen anderen Rücksichten voran. 
Fär das Jahr 1874^7,') wurde er einstimmig /um Rektor gewählt. 

Lipschitz' mathematische Denkweise ist durch Dirichlet be- 
stimmt worden, als dessen Schüler er sich betrachtete. An Dirichltit 
knüi>fen auch seine frühesten Arbeiten an, später eroberte er sich 
eigene Gel'iete, auf denen er bahnbrechend vorging. Seine wissen- 
schaftliche Tätigkeit als Forscher in ihrem ganzen Umfang und viel- 
seititren (iedaukeninhnlt zu schildern ist hier unuKiglicii, dafür war sie 
in ausgedehnt und mauuigtaiug. Sic erstrekte sich liauptsächlich auf 
Zahlentheoric, namentlich in \ erbindung mit der Infinitesimalrechnung, 
Reihriitheorie, gewöhnliche und partielle l)iti'erentialgh'ic)iungi'n, aua- 
ivüsche Mechanik, mat}>ernntisc}ie Physik (namentlich Potent uiltheorie). 
Besonders hervorznhrl len sind seine ausgedehnten Untersuchungen über 
Formen von n Ditiereutialen und damit zusammenhänL'ende Fragen der 
Variation'?-Rechnung, Raumtheorie und Mechanik, die, an die Ent- 
wicklun«' Iliemanns in seiner ))erühmten Habilitationsredc über die 
Hypothesen der (reomctrie anknüpfend, einen neuen /wmg der Mathe- 
matik geschaffen haben. TTierüber sagt die von der Ihrlitur Akademie 
an Lipschitz bei Gelegeulieit seines öUjühiigen Doktor-Jubiläums ge- 
richtete .Vdresse folgendes: 

.Jiusf (Jiiemnuns) iirfgrnndujc Evtirirldumi war ahrr drn Mathe- 
maitkem ein Jhtch mit sicfirn Sir(it'l)>, um/ ihr Vfrsfiiudnis rrscJdof^.fni 
£u haften f itst n^rruf/mrisr das Vcrdietist Ihrer unailüssiyen vidaeitiymf 
lichU'oUni l trr>i > t ch n ngi n . " 

Ferner sinri hervorzuheben sein»- ans der Transformation von 
t^uadratanmmen herausgewachsene Erweiterung des Begriffs der k<»m- 
picien Größen und die merkwürdigen Untersuchungen über OberÜächeu 
mit vorgeschriebenen Krümmungseigensehaften. 

Großea Interesse wendete er auch den Grundfragen der mathe- 
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matischen Analyse su; aeine dahingeliörigeD UniaF8Uchutig«ii ergänzte 
er später, abweichend Ton den €tewolinlieite& der ihm geieteaTertratidten 
deutodien Mathematiker aeit Oauß su einem iJLehrbach der Analjsis''. 
Treffend charakterisiert diesen Teil seiner wiasenBchafllichen Arbeit eine 
Adresse der GiftttMger KSnigl, GeseUsdioft der Wisaenaehxßm mit folgenden 
Worten: 

In dem Straten nacft Geneindisieirufig der FrageskUungen und bei 
dem JSindrmge» in die enifemiere» Kegionen absiraki nnUhematixiieu 
Denkens lassen Sie nidit die SitAentng des vorhandenen BesÜsskmdes 
der Wissensckaß außer acJtt Sie durchdenken vidm^r aufs stMrfsk 
die Beweismethodm für dm FmtdamenUäsatä der AlgArOf die Darstellung 
wHUcüfiichet' Funktionen durt^ Re^en, die MögliMeiif ein Systan wn 
redien Differentialglcichunucn zu Integrieren und können endlidi, aus- 
ffesUxUet mit dm znverUi^iystai Mitteln der Kritikf an die große Aufgeiie 
heratUretenf das tSgstem der Analgsis von den Gnindhyriffen rt» in 
stetigem Zusammenhang darzustellen. So sdanfen Sie ein Mirlntcli der 
Aiuilgsisj nie es in dieser tiefen Auffassung und nissenscfiaftlii^i Jie- 
detUung die deutst^en Mathematiker bis dahin nicht besaßen, und das 
ncdt momcke junge Generation Ihnen zu lebhaftem Dank verpfliehten tvird,** 

Lipschitz befaßte sich nie mit nnbcdeutenden, nebensächlichen 
Fragen, er hatte einen scharfen Blick für das Wesentliche, auch kleiuo 
Arbeiten ohne sonderli -h*' Resultate bringen bei ihm überraschend 
neue Gesichtspunkte und Credanken. Immer behielt er im Auge, was 
die verschiedenen mnthematischpn Disziplinen verbindet. In gewissem 
Sinn war er hauptsächlich Algebraiker, indem er auch in analytischen 
^ Fragen den mit ihnen zusammenhängenden algebraischen Algorithmen 
die größte Aufmerksamkeit scheukte, sie gewissermaßen fQr den 
wesentlichen Kern hielt. 

Er konzipierte leicht und rasch und besaß ein riesiges analytisches 
An<5chainiii;^'svprniÄg('ii und das sicherste Gefühl für das Richfio;p. Da- 
mit im engsten Zusaiuiuonliann; stand, daß die Darstellung seine weniger 
starke Seite wnr. Was er mit einem Blick übersah, in »'in/.ejne Schlüsse 
zu 7.erU"_r«'n und methodisch au>einiinder/.ust't/eii. machte ihm die größte 
Mühe und t^claiit; lu'rht imnuT vollstiindi;.;. Auch für den gewiegten 
tieU'hrtcn bot die Lektüre Feiner Sachen inim»'r nocli liier tind da 
Schwieriük»'iten, und er ist längere Zeit wenig grlt spn und viel zu wenig 
gewürdigt worden. Wie behr sich dies aber m den späteren Zeiten 
gelindert hat, zeigte sich besonders in der außerordentlichen Fülle der 
Zuschriften zur Feier seines öujährigeu Doktor .luliiläuniH. Schon oben 
fand si( Ii Uelegenheit, charakteristische Außei nugeii der Akademien von 
Berlin und Güttingen anzuführen. Diesen mögen zwei ajidere angereiht 
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werden. Königs berger dankt ihm ,^'<Vr <iUc die f/roßm IkrekhenuMjeH, 
die Sie der Wisscimiiaß haben zuteil uerden laswii und durch die Sie 
in du craie licilic ehr Forscher der letzten HO Jahre getreten sind'\ F. Klein 
sagt in einein äußerst liebenswürdigen au Frau Lipscliitz gerichteten 
Brief folgendes: „utid ich habe, indem ich seihst fortschritt, immer mehr 
f/tlenif, sein \ I/tpxrhitz) Iwites rnntlicniiitisvlns Jd/ rd m t^ersteheii , da.^ die 
]\ i^enschaft in .strenger und dunltskldi<it r (Hii'd<run(i als ein zundnutirn- ^ 
hängendes Game h/'i/n ifm will und mit ofjrin m Stnn für die Weita - 
eulit kkhmg die AnfnierkHamkcit doch immer u irder mit VorJirhp auf 
dir Arhf diin der großen Bahnl/ndur (/( r nahen und fernen Vcrgainjinhrit 
zu/iiikknkt.^'' Lipsoliit?:' Ansehen -wird aber uuch immer steigen, demi 
immer noch mehr wird den Alutheuiatikem der große in seinen iSachun 
steckende Gedankeninhalt zum Bewußtsein koiiinu>a. 

Er war korrespondierendes Mit^^licd der Akademien von Paris, 
Berlin, Giittingeu, Rom (Liucei) usw. Seine Arbeiten sind vielfach in 
fremde Spraelien übersetzt worden, ^lit seinem großen französischen 
Zeitgenossen iiermite unterhielt er durch längere Jahre einen lebhaften - 
Briefwechsel. 

Seiner Lehrtätigkeit nahm sich Lipsehitz auf d;is \\ isscnliafteste 
an. Er hat nicht weniger als 19 verschiedene große \ orlesungen über 
fast alle Zweige Hemer Wissenschaft gehalten. Bei seinen Schülern 
suchte er vor allem den Sinn für präzise Fassung der Theorenie uik! 
Sicherheit der Beweise zu wecken. Immer und immer wies er sie aul 
die Notwendicrkeit hin, vom Lehrbueh zu den Originalarbeiten zurück- » 
zugehen. Mit riiieker hat er im Jahr 186(3 das hiesige mathematische 
Seminar gegründet. 

Seine (ieradheit und sein energisches Eintreten iiir das. was er 
einmal als recht und gerecht erkannt hatte, haben ibn in der ersten 
Zeit seines Bonner Oidinariats ein paarmal in Konflikte gebracht: 
bald aber brach .sich die Erkenntnis seines lauteren wohlwollenden 
Charakters Babu, und er erlreute sich der höchsten .Achtung und Liebe 
aller Kollegen und starb allgemein betrauert, nicht nur als Gelehrter, 
«ondem auch als Peisöuiichkeit. 
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Hermann Eortum. 



Nekrolog von Anschütz und Study, 
abgedruckt aus der Bonner Chronik vom Jahre 1904. 

Am 24. September 1904 verschied in dem Krankenhause Bethanien 
zu Hamburg der ordentliche Professor der Mathematik Hermann 
Kortum. Auf einer /.ur Erholung unternommenen Nordlandsfahrt be- 
fiel ihn ein schweres schmerz- 
haftes Leiden, das ihm die 
Rückkehr unmöglich machen 
sollte. 

Kortum entstammte 
einer Familie, deren Namen 
der Verfasser der Jobsiade 
berühmt gemacht hat. Er 
wurde nach dem Tode seines 
Vaters, der Arat in Düren 
war, geboren zu Muffendorf, 
unweit Godesberg, am 29. Sep- 
tember 183G. Seine Mutter 
.losephine, geb. Gossen, 
eine Fniu von ausgezeichneten 
Geistes- und Charaktereigen- 
schaften, ließ ihm eine vor- 
treffliche Erziehung zuteil 
werden, Ihre musikalische 
Ausbildung und Begabung, 
sowie eine ungewöhnliche 
Willensstärke ermöglichten es ihr. durch Erteilung von Klavierunterricht 
zu Köln den beim Tode ihres Mannes drohenden Verlust eines Vermögens 
abzuwenden, das meist in damals schwer verkäuflichen Grundstücken an- 
gelegt war. Dadurch sicherte sie nicht nur sich selbst, sondern auch 
ihrem Sohne ein sorgenfreies Dasein, bis sie später durch eine Erbschaft 
in mehr als auskömmiiche Vermögensverhältnisse kam. Unigekehrt 
weihte der Sohn der Mutter — es ist nicht zuviel gesagt — sein ganzes 
Leben, und das rührende einzigartige Verhältnis zwischen dem un- 
verheiratet gebliebenen Sohn und der früh verwitweten Mutter fand 
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erst durch den Tod der hocbbetagten Frau im Jahre 1899 seinen 
Abschhiß.n 

Seine Scbulhildung empfing H. Kort um auf tiom Fi iedricli- Williolms- 
Gyninasium zu Köln, das er nach bestandfiifr Keifeprfitung mit dor 
Absiebt verließ, den Beruf eines Ingenieurs zu ergreifen, wozu Neigung 
und Bcgal)ung ihn hinzogen. Nicht lange jeduch fesselte ihn die hier- 
mit in jeuer Zeit zunächst verbundene Tätigkeit m einem Bureau 
— bald wandte er sich dem Studium der Mathematik /u, zunächst in 
Bonn. Besonderen Einlluii gewannen hier auf iliu Persönlichkeit und 
Vorlesungen des nur um vier Jahre älteren genialen Mathematikers 
R. Lipschitz, dem Kortura später als Kollege zur Seite treten sollte 
lind mit dem er sein ganzes Leben lang in engster Freundschaft ver- 
bunden blieb. In Göttingen und Berlin erfreute er sich suuann der 
von Riemann, Dirichlet und Weierstraß ausgehenden Anregungen. 
Xach bestandener Oberlehrerprüfung übernahm er zunächst die Stelle 
eines Mathematiklehrers an einem (lynmasiuni zu Köln und bereitete 
sich auf seine Promotion vor, die am 24, Juli 1S()1 zu Bonn stattfand. 
Bald darauf gab er seine Lehrerstelle auf, um sich an der Bonner 
Hochschule am 11. Januar 1865 zu habilitieren. Von da au Vdieb er 
trotz mehrfacher Lockungen unserer Alma mater treu. Das Universitäts- 
nlhnm verzeichnet seine Ernennung zum uulierordentlichen und ordent- 
iicheu Profeissür unter den Daten des 24. Mai 1800 und 25. Juli 1892. 

In einfachen Formen also hat sich dieses Lfben ahgesjiielt. FiS 
läßt sich daraus nicht entnehmen; mit einem wie reichen Inhalte es 
erfüllt gewesen ist. 

Öffentlich ist Kort um allerdings nur wenig hervorgetreten. Es 
ist das vor allem zurilckznführeu auf seine besonut rs in späteren .Tahren 
stark entwickelte kritische Veranlagung, mit der er eine große Be- 
scheidenheit verband. Die von ihm veröffentlichten geometrischen 
Arbeiten haben Anerkennung geiunden und brauchen eine N'crgleichung 
mit ähnlich (ieartetem aus jener Zeit gewiß nicht zu scheuen. Aber 
\rip die Untersuchungen anderer, so maß er auch die eigenen (iedankeu 
mit dem höchsten Maßstab. Daher verschmähte er es, sicli ferner an 
einer Art der Produktion zu beteiligen, die ihm eine wirkliche 
Förderung seiner Wissenschaft nicht zu bewirken schien. 

Außer seiner Inaugural -Dissertation „De proprietatibus curvarura 
tertii ordinis synthetiea methodo deductis" 'Pars prior, Bonnae IStU) 
üt Ton ihm nur noch eine größere Arbeit im Druck erschienen, die 

1) Worte TOD L. Hefft«r, aus dem lahOuen Naohmfe, den dieser dem 
Frmmde in der Bonner Zeitung (v. 28. Segi. 1904) gewidmet hat Aach einiges 
eadere entnehmen wir dieser Quelle. 
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ihm den Steiner-Preis der Berliner Akadenue eiotrag and Weierstriiß 
KU dem Yenuch bewog, ihn f&r Berlin zu gewinnen: j,Über geometriaehe 
Aufgaben dritten und Tierten Grade«** (Bonn 1869). Eine dritte umfang- 
reiche Arbeit hat eich in aeinem Nadilaase gefunden: ,,Über diejenigen 
gegenseitige Lagen ebener koUineaxer Syrfceme, kollinearer Banm- 
strahlbUsehel und kollinearer Systeme im Baume, bei welchen es sich 
selbst entsprechende E^lschnitte resp. Kegel und FUUihen zweiter 
Ordnung gibt.'' 

Das Ifanuskript befindet sich jetzt im Besitze des Mathematischen 

Seminars zu Bonn. 

In dem Werke von A. v. L a s a u 1 x über das Erdbeben von Herzogenrath 

(Bonn 1874) findet sich noch eine kleinere Arbeit Kortums, in der 
er die Tiffe dos KrsehntteruDgsDHttelpunktes und die Fortpflanznnjys- 
gescUwindigkeit dieses Bebens /.n bestimme suchte. Auch der Nachruf 
auf Rudolf Lipsohitz in der Bonner Chronik (1903) stammt aus 
Kortums Feder. 

Kor tum war in hohem Maße Autodidakt. Frühzeitig schon 
wendete er sich zum Studium der klassischen mathematischen Literatur, 
in der er es /u einer ungewöhnlichen Belesenheit gebracht hat. Mit 
Vorliebe beschäftigte er sieh mit den Schriften Ton Weierstraß, der 
ihn auch bei der Herau.sgabe »einer gesammelten Werke zur Mitwirkung 
herangezogen hat, und mit Ii t ra Dirichlets, wie denn überhaupt 
in späteren Jahren die Zahleutiieorie sein Lieblingsstudium bildete. 
Ohne Zweifel aber war er der beste Kenner der Arbeiten seines ver- 
ehrten Freundes R. Lipschitz. Es ist daher sehr zu beklagen, daß 
ihn über einer eingehenden Würdigung d«'r Leistungen dieses genialen 
Forschers, die er im Auftrage der Deutschen Mathematiker Vereinigung 
bpfToniicn hatte, der Tod hinwpggeratft bat. Kein anderer wäre so wie 
Kortuni zn dif*ser keineswegs leichten Anfgal)e befähigt gewesen. 

T)io crwiilintcn ebenso griindüi^lifu nh nnsfrndehnten Studien kamen 
Kdrliinis /.iililrtMclien Scliiilrrn /uj^iitc. In sciiicn Vnrlesuriijjen, die er 
uiit'nniidlirli immer wieder ganz von neuem :iusi;<'arbeitet hat, war er 
vor nll<'in darauf bedacht, soinen Zuhörern eine siHiere Orundlage 
m;itbt'ni:itis( lien Wissen«? zu vtMrnitieln. Doch bebaiidrltc er in Vor- 
le-uiif^^n und besonders in mmimiu Seniinnr ftfters auch < ie'_rpnstände, 
die an das Verstiindins der iStudiereuden höhere Ansprüche stellten, 
7.. B. die Thodrie th'r (jiiadcatisehen Formen. Seine Vort ra<4sweise war 
eint'aeh, klar und l'c->('Ind: sie oiithelirte nielit iMnci- ir«' wissen Anmut. 

Seine l'rentide und Kedlc^cu kannten Kort um einen Mann von 
gedie;^'ener und vielseitiger Bildung, sie scliät/feu in ihni einen geraden 
und voruebmen Charakter, vor dessen durchdringendem Blick nichts 
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Uaechie« bestehen konnte und zugleich einen Mann Ton tiefem Gemflty 
desaen Herz voller Gttte und Wohlwollen war. Sein Sinn ftr Hnmor, 
oft nicht ganz frei von Sarkasmue^ der aber nie Terletaend wirkte, sein 
fröhliches nnd lebhaftes Temperament maehten ihn an einem ungemein 
angenehmen und liebenswürdigen Oesellsehafter. Li seinem Urteil fiber 
Mensehen nnd Dinge war er eigenartig nnd unabhSngig Ton her- 
Irommlichen Meinungen, ein Original im besten Sinne des Wortes. 

Zu seinem behaglichen Wesen paßte seine gedrungene Oestalt, sein 
bedentender, schön geformter, schon früh kahl gewordener Schade!, 
der weifie kun^haltene Bart, ein lachlustiger Mund und helle kluge 
Augon, mit denen or leboisfroh und matwillig in die Welt sah. 

Wie LipschitZy war auch Kortum ein leidenschaftlicher Lieb- 
haber und feiner Kamer der Musik, Ijpsonders der klassischen. Er 
selbst spielte in jüngeren Jahren gut Klavier und Orgel und versuchte 
eich im Komponieren. 

Kein Wunder, «laß Kortum bei solchen Gaben des Geistes und 
Herzens den Mittelpunkt eines großen geselligen Kreises bildete, mit 
dem er seit dem Tode seiner Matter noch häufiger verkehrte. Allen 
Mitgliedern dieses Freundeskreises, zu dem zahlreiche jüngere nnd 
altere Kollegen gehörten, wird der treue Mann unvergeßlich bleiben. 
Seine Schüler und Kollegen aber werden dem pflichttreuen Lelu^r und 
tüchtigen Gelehrten ein dankbares Andenken bewahren. 



Mitteilungen und Nachrichten. 

Geeignete MitteUangen wird der H(raus<^p)if>r stets mit gröfitem Danke entgegen- 

iichnicii. 

1. Akademien. Gesellschaften, Veri iniguiigtiii. Veiisaiumlungbii. 

Mathomatische Sektion dor Schlosisohen Gesellschaft für Vater- 
landische Kultur. Sitzung am 5. Dcsimber l'JOo. Nachdem Herr Sturm 
eine Wiederwahl abgelehnt hatte, wurden su Sekretllreo für die Jahre 1906 
nnd 1907 erwählt Herr TSpHts und Herr Kneser. Yortrftge hielten 
sodann Hf i olif ober die natürliclie Geometrie im Sinue Cesaros; Herr 
Kneser über <len elementaren Aufbau der l'roportions- uml Alinlii iikeitslehre. 
- — SUzuntj tun 23. Januar 190*1: 0. Outsclie, Über die uiovlernc Ur^^if^cks- 
geometrie. — E. Töplitz, Cbcr einen Beweis in C. G. J. Jacobis Ab- 
handlung de detmminantibus fnnctionalibDs. — G. Landsbcrg, Über die 
Singalaritftteu der pseudosph&ischen Flttchen. 

Berliner HatheuMtisedie Gesellsohaft. Sltguntf am Miitwoi^ den 

l'J. Tfizimhir 1905: Lampe, Über angenäherte Winkolteilungcn mit Zirkel 
und Litu al: Koebe, 1. Herleitung iler partiollen I)ifl'erentiali,'l« icbung der 

PotPTiti.iltunktion aus dpr^'n Tntrpraloip^rnf-'ohaft: 2. I ber "ino Kinteihmi,'' (i<»r 
biraüonalen Transiormationen , durch welche dom algebraisebe Gebilde vom 
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Range Eins in sich wlbst flbo^ht; Güntsehe, Heronische Dreiecke mit 

einer rationalen MitkUinie. — Die nocli ausstehenden Sitzungen im laufenden 
GpstHschaftsjahr finden ausnahinslo«; am Itt/fcn Mittwoch des ^lonats statt, 
also am 'M. Jauuar, 28. Februar, 2b. März, 25. April, 30. Mui uod 
27. Juni 1906. 

Hathematisohe GeseUschaft in Hamburg. Die Gesellschatt bcschlott 
die Heraujsgabe eines zweiten Nachtrags su ihrem im Jahre 1890 heraus- 
gegebenen „Katalog der auf Hambut^er Bibliotheken Toihandenen Literatur 

aus der reinen urtd angewandten Mathematik und Physik." Der Nachtrag 
soll die Neuerwerbungen der Bibliotheken vom Jahre 1904 bis 1905 (incl.) 
enthalten. Die Vortragstheniata der letzten Sitznnpon lauten: 9. Siptember: 
Oberlehrer Dr. Frank: Über partielle DiflFerentialgleichuugen, demn Charakte- 
ristiken geodätische Linien auf den IntegralÜächen sind. — 14. Oktober: 
Professor Glassen, Assistent am pln-sikalisiAen Staatslaboratorium: Über die 
Theorie der Kathoden- und Köntgenstrahlen. --- 11. Novcmbcri Oberlehrer 
Dr. Busche: Ein Satz über Teileranzahlen. — Dr. Schwaßmann, Obser- 
vator an der Sternwarte: Mitteilungen über die Resultate der Hamburgischen 
Sonnentinst* riiis — Expedition nach Souk-Ahras. — 9. Dezember: Oberlehrer 
A. Wetzler, iiarburg: Darstellung der Potenz einer Potenzreihe. — Professor 
Dr. Hoppe: Die Kant-Laplace'sche Theorie und die Gasgesetze. 

Matiiematische Gesellschaft zu Marburg. Im Sumniersemcster 
1905 &nd«i 5 fötsungen statt und im ersten Quartal des Wintersemesters 
1906/06 4 Sitzungen. Es worden folgende Vortrige gehalten: Im Sommer» 

Semesf t'i . — .30. 31 ai: Prof. Neumanu berichtete über seine Untersuchungen 
über dii' bfidt-n Kaiulw crtaufgaben der Putciitialtheorie. 20. Jimli Herr 
Jordan referierte über die Arbeit von Heruiite: Sur k functiua exponen- 
tielle. — Am 4, und 18. Juli setzte Prof. Neumaun den Bericht vom 
30. Mai fort — 1. August: Heir 0 ettinger referierte fib^ die Arbeiten 

von Hil bert, Hurwitx und Gord an flbi^r die Transsendens von e und tc. 

Im Wintersemester: 31. Oktober: Prof. Hensel sprach über die arith- 
metischen Kif^nn Schäften algebraischer und transzendenter Zalibn. 
14. Xovembei. l'rof. Hensel setzte diesen Vortrag fort, und Dr. Fueter 
begann einen Bericht über die einfachsten Arten von Zahlstrahlen, den er 
am 2S. November beendete. — 12. Dezcmben Dr. Jung sprach über 
Abelsehe Funktionen von mehreren Veiilnderlichen. 

Oeneralversanimlungen und wissenschaftliche Abende (matlL. 
Srinsohen) des Kathematiseh-ITatarwiseenaofaaltliehen Verein« von 

Württemberg zu Stuttgart. 1. 8. XI. 03. B. Wolff: Demonstration 
zu der Drehmomentengleiehung und zu der djuamischnn Gruudgleichung. 
K. Mehmke: Die kinfnimtisdi«" Cnindlafre von Thr. Wieners Tangenten- 
methode und ihr VtnhülLiiis /.u lii^bervals 'l'aiitjejiteiuiieUiotb'. E. Wfilffing: 
Die sogenannten punktierten Zweige der Kurven. A. Schmidt: Eine Be- 
obachtung am Bodensee. — 2. 16. XI. 03. B. Mehmke: Die gestalüichai 
Verhältnisse einer Fläche in der Nahe eines parabolischen Punktes. — 
3. 14. XII. 03. C. Keusch le: I ber bestimmte Integrale, deren Inte«,nand 
zwischen den Cirenzen T'n.st» tip-keitppimkte })es:t/t. — 4. IS. J. O i. 
K. Maek: Physikalische DenionstraliuiMn. K. Melnnke: Konstruktion der 
Beschleunigung eines Punktes, wenn die liabu und die Geschwindigkeit ge- 
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geben sind. — 5. 15. II. 04. L. Pilgrim: Ausdehnung der Methode das 
Newton schpn Parallelopramma auf algebraische Flächen E. Wölffing: 
über hebbare ünstetigkeiten. — 6. U8. II. 04. K. Mehmke: Über die 
dftntslleiid« Oeonifttfie dftr Rinme von 4 imd mehr Dimensionen mit An- 
wendung Ulf die grsphisehe Ifeoliftnik und die graphisohe Losung von 
Systemen numerischer Gleichungen beliebigen Grades. A. y. Brill: Geschulte 
der Geometrie in den letzten 50 Jahren. K. Kninmorpll: Ein Analosron 
zum 'l'avlorschr'n Lrhrsatz. — 7. 2J. III. Of. Ii. Mt-hmke: Uber die 
llamiltousche Operation y. — 8. 16. V. 04. A. Haas: Demonstration von 
Apparaten. — 9. SO. VI. 04. B. Mehmke: Über eine von der „Widcondig 
Genootschap'* zu Amsterdam gestellte Aufgabe. — 10. 17. X. 04. E.Wttlffiag; 
Bericht über den Internationalen Mathematikerkougrefi zu Heidelberg. 
K. Mack: Demonstration eines Ppiegcllintals. — 11.4. XII.04. C. Reuschip: 
Über Grenzwert« und Grenzfunktioneu. A. Schmidt: über einige seisuiische 
Versuche. Y. Komme reih Über eine optische Eigenschaft des Paraboloids. 

— 13. 19. XJI. 04. K. Hackt Demonstration eines Apparate zur Zer< 
Sprengung « iner Glasplatte ilur li elnstutigen Dmok. A. Schmidt: Über 
das Dopplersche Prinzip und die Verschiebung dor Linienspektren. — 
13. 16. I. 05. K. Mark: Sichtbarmachung ultramikroskopischer Teilchen. 

— 14. 20. II. 05. Ii. Mehmke: Über Vektorprodukte. A. Schmidt: 
Über die magnetische Yermeasmig des Rieses. — 15. 19. III. 05. E. Oeek: 
Stammfonktion und bestimmtes Int^^. R. Mehmke: Über die Differentiation 
von Vektorprodukten mit Anwendung auf Krümmung der Flächen. — 
16. 23. V. 05. Lehrplandebatte. — 17. 19. VT. 05. Schluß der Lehrplan- 
debatte. — 18. 17. 7. 05. K. Mack; Über VVettertypen. ^19. 16 X 05. 
R. Lang: Über das J. J. Thomsonsche AtommodcÜ. — 20. Ijid. XI. 05. 
F. Janker: Über die Differentialgleichungen der In- und Kovarianten. 
E. Geck: Über das Parallelenaxiom im Schulunterricht. A. Schmidt: 
Über dip Aberration des Lichtes. — 21. JS. Xlf. OC. F. Haag: Über Viel- 
ecke, welche den Vielflachen des regulürou Kristallsystems vermöge des 
DuaUt&tsprinzips entsprechen. B. Mehmke: Über graphische Bestimmug 
von Bewegungen. — Die Versammlungen 6. und 15. fanden in Nürtingen, 
die Versammlung 18. in Hohenheimf die llbrigen in Stuttgart statt 

Deutsobe Physikalisohe Gesellschaft. übersicU der Sitzungen für 
190IJ. Berlin. Reichstagsufer 7 u. 8, Abends 7''o Uhr. Januar: Freifatj, 
den 12. und 26. Februar: FrcUag, den 9. und 23. März: Freitag^ den 
9. und 33. Mai: Freitag, dm 4. und 18. Junii Freitag, dm 1., 1$. 
und 29. — Oktober: Freitag, dm 19. November: Freitag, den 3., 16. 
und 30. Dezemhr: Frnfnrj, rJcn 14. — Dienstags und Freitags liegen die 
neuen Journale von ti Uhr Abends ab im Hibliothekzimmer aus. — Der 
jährliche Beitrag — für die Berliner Mitglieder 20 Mk., für die auswärtigen 
Mitglieder 5 Mk., — wird von dem lücbnungsführer, Herrn Ministerial- 
direktor a. D. Dr. P. Micke, Berlin W., Kleiststr. 15, angenommen, eventuell 
aneh für einen l&ngeren Zeitraum im voraas. (§ 6 ri l >^ 9 der Satzungen). 

— Den Joumalsdrkel ordnet der Sekretär. — Dr. Edgar Meyer, Iveiib.^tags 
ufer 8, nimmt die A)in)< lihnvjni zu Vorfrägett entgegen. — Der Vorstand der 
Deutsehen rUysikalischeu Gesell»chatt setzt sich bis ;£um Mai li^OÖ wie folgt 
sniammen: Vorntsender: M. Planck; Beisitser! W. y. Bezold, S. Hagen, 

JaavMWrUhk S. XtaatMlim ltailMiB.-yminigu«. XT. H«ft 1. 5 
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P. Drude, H. Hubens, E. ^^"arbur^f: Hoclinungsiührer: P. Micke; stoU- 
veitreteuder Recbnungstührer: E. Jahuke; Schritttührer: F. Kurlbauiii; stell- 
vftrtretender Schriftführer: E. Meyer; BeTisoren: V. Frhr. t. Seherr>Tho0, 
O. Krigar- Monzel; Bibliothekar: U. Zahn; stellvertretender Bibliothekar: 
F. Kiebitz; Redakteure der „Fortschritte der Physik": R, Aßmann, 
K. Scheel, letzterer /.uffleirh Redakteur der „Verhandlungen" der Gesellschaft; 
Vorsitzender des wi^seiLschaitlichen Ausschusses: W. Voigt; Mitglieder des 
wissenschaftlichen Ausschusses: R. Ahegg, F. Braan, P. Drude, V. v.Lang, 
£. Lecher, 0. Lmmmer, F. Bichars, H. Ruhens, K. Scheel, 0. Wiener. 

Vemanunlnng von liehrvm der Kathcmatik an Sohweixerisohen 
Mlttelaeholea. Die fUnllc Jshretvenunmlung der Lehrer der Mafhamatik an 

schweizerischen Mittelschulen fand am 9. Dezember 1 905 unter dem Vomtt 

von Professor Ouhler in Züridi statt. Es wurden foli^eude wissenschaft- 
lichen Mitteiluiig(m gemacht: Egli, Uber den Unt< ri!rlit der darstellenden 
(jeometrie; Fehr, Uber die gegenwärtigen lieütrebuixgeu im geometrischen 



Elementanmtemeht; Otti, Über die Vorteile, welche im Unterricht der 
Mittelidralen der Gebnnch der dezimalen Winkelteilung mit vierstelligen 
Logarithmen darbietet. — Zum Vorsitzenden des nächsten Jahres wurde 
Professor Fehr -Genf gewählt. Die nächste Jahresversammlung soll im 
Oktober 1906 in Basel stattÜnden. 



2. Preisaafgaben und gBkiitit« FkdaaeJixiftvB. 

FniwilfjiEabML dmr ilkadmito dm 'WlwaiuMluiflML ni Piito. Li 

ihrer OffenfUdben Sitzung vom 18. Dexember 1905 hat die Pariser AWii«i*iU 
der Wissenschaften folgende Preise in dem Gebiete der mathematisehen 

Wissenschaften auspf^schrieben: 

1906: Prix Francoeur (1000 Fr.): Für den Urheber von Arbeiten 
oder Entdeckungen, die liu* den Fortschritt der reinen oder angewandten 
mathematischen Wissenschaften nfltslidi sind. — Prix Montyon (700 Fr.): 
Für Erfindung oder Vervollkommnung von Instrumenten, die dem Fortschritt 
des Ackerbaus, der mechanischen Künste oder der exakten Wissenschaften 
fördorlich sind. — iVix Poncelet: Für ein Werk über reine Mathematik — 
Prix Laiande (640 Fr.): Für die wertvollste Beobachtung, Abhandlung oder 
Arbeit üi der AstronOBÜe. — Prix Vala (460 Fr.): Für die interessanteste 
astronomische Beobaditong des Jahres. — Prix Jansen: £ine Goldmedaille 
fllr einen wichtigen Fortschritt in der physischen Astronomie. — Prix 
Saintour (3000 Fr.): Wird verteilt im Interefsse der Wissenschaft. 

1907: Prix Bordiu (3U00 Fr. h J^rconiiiitli c d iim mnnirre fjenerale 
si les coordonnces des points d'une surfacr. ait/f brtque piutmt ü'ij:primer en 
foneHons e^^Umiuis de devx paramihreB, de MIe «orte qufü tauf point de la 
mrface correspende jpim ^un ^sUme de raleurs des paramHtes (avx pMode» 
prds). Eiudier m parikuUir h- cos oü Veqiiaiion de la surface sentit de la 
formr -'^fT-r, y), f etant tut poli/nmpr. et donner des exempks ejcplirites 
de klles t'Urfaces. — Prix Vaillant ^4U<>0 Fr.): Perfectionner en un pnitU 
important le prehUme d'analyse rdatif ä VSqttilätre des plaques elastiques 
eneastrees, <fett-d-dire U pre^iiime de Vml^ation de Viguatum 
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mee le$ eondUUms que Ja fondion u et sa därwSe mivant la normale au 
wtbmr de la plaque saietü ntillcs. Exammer plus specUdemeni le ras ^un 
contour rerfnnaulaire. — Prix de Pontecoulant (700 Fr): Für ünter- 
suchunpen über die Hiimiielsiaetbaiiik. — l*rix Binoux (2üüO Fr.): Für 
Arbeiten über die Gescliicbte der exakten Wissenttcbaften. — Prix Petit 
d'Ormoj (10000 IV.): FQr Arbeiten aiia dem Gebiet der reinen oder an* 
gewaadteu Mathematik. — Prix Leconte (60000 Pr.): Für den Uxbeber 
■eiMr und wichtiger Entdeckungen in der Ifothematik, der Physik, der 
Chemie, den Naturwissenschaften und den medizinischen WisMUMhaften, Mwie 
den Urhebern neuer Anwendungen dieser Wissenschaften. 

1908: Grand Prix des sciences matbematiquea (3000 Fr.): RcaUatr 
m progr^ imparituä daiis fände de la diformaHm de la aurface gMnde 
im meond degr4. — Prix Fournejron (1000 Fr.): Etüde IMorique <m 
cjp'rimentaie des turbines ä vapeur. — Prix Damoisean (3000 IV.): 

; ' ,7/' Ja phjfteie hasee snr toufrs les ohsfrvaiiotts rotimtes. 

iiiiyj: Prix Vaillant (4000 Fr.): Ferfecttontur, en un point importcmt, 
l applüxUi<m des prindpes de la dynatnique des fluiden d la titeorie de Vhelice. 

1910: Prix Pierre Gazman (100000 Fr.): Für ein Mittel, sich mit 
eiaan andem Stern als dem Planetni Man in Verkeior va setaen. 

Freiaverteilimg der Akademie der WiBseneoliaften zu ParlB. In 
ihrer Sitzung am 18. Dezember 1905 hat die Pariser Akademie folgende 

Preise im Gebiete der mathematischen Wissenschaften verteilt: 

Herrn Stouff für die Gesamtheit seiner Arbeiten den PrixFrancoeur. 
— Herrn Mesnagcr für seine theoretischen und experiiiu-'Titellen Ar])eiten 
über die Elastizität und die AViderslaiidstahi<fkeit der Muterialien den Prix 
Ifontjon. — Herrn Lallemaud für die Gesamtheit seiner Arbeiten über 
die Figur dnr Erde and die yerbesserimgen an den geodJItimihen Lutramenten 
den Prix Poneelet. — Herrn Pickering fllr SMne Arbeiten, insbesondere 
die£ntdedrang zweier nener Satelliten des Saturn, den Prix Lalande. — 
Herrn Oiacobini für «eine Entdeclain<7 von neun Kometen seit 1896 den 
Prix Valz. ~ Ilerrü Kapteyn für seine Unters uchunfjon zur Hinimel«?- 
mecbanik den Prix Pontecoulant. — Herrn Fayet den Prix Damoiseau. 

Hem Fabfy einen Preis von 1000 EVanca. — HemL Borel für die 
Gtaamtheit seiner Arbeiten den Prix Petit d'Ormoy. — Den Prix Binoux 
den Arbeiten toh Paul Tannery. 

Der LagEaagie-PNfa d«r Balgiadhioii Akademie dar Wtiienaeliaftan 

iit dem st&ndigen Mitarbeiter am Geodätischen Institut zu Potsdam, Professor 
Dt Fleck er, fElr seine Untersuchung tlber „SchwerkraftbestimmungWl auf 
dem atlantischen Ozean im Jahre 190r* verliehen worden. 



3. Hüühöoliulnaclirichteii. 

Univorsität Halle. In dem preußischen Etat i: 00 sind unter den 
«mnaligen Ausgaben fftr die Universität Halle vorgesehen: 4000 Mark zur 
Ergänzung der Bibliothek und Modellsammlung des Mathematischen Seminars. 

Promotionen in Mathematik an der Faoultö des Soienoes su 
Ikrifl im Jalire 1006. Zoretti, Sur les fonotions analjüques uniformes 
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qai pofisMent nn enaemble parfait discontinu de points singuUen. 
Stopnosco, Sur la propupation et Textiiiction des ondes j)latios dans un 
milieu homogene et translucide, pourvu d'un plan do syiuetrie. l'oinpeiu, 
Sur la continuite des fonctions de variables coraplexes. Bernard de 
MonteBsns de Ballore, Sur les firactioiis continues algebriques. Hnsson, 
Recherche des integrales alg^briqiieB dans le mouTememt d'un solide pesaat 
antouT d'nn paint fixe. Reveille, Etnde srnthetiqae et analytique dn 
deplaoement d'un Systeme qui reste semblable a lui-meme. Monteil, CoH" 
tribation a l'etude des courants de conveddon oalorifiqoe. 



4 Fenonalnaoluieliten. 

EraenmuigniL, Anazeiohnnngen usw.: 
Dr. E. Aschkinass, Privatdozent der Physik an dw üniTerailAt Berlin, 

wurde zum Professor ernannt. 

Professor 8. J. Barnet an der Stanford UniversitÄt wurde zum Professor 
der Physik au der Tulaue Universität emanut. 

Professor 0r. 0. Blnmenthal an der Teohnisohen Hochsohnle sn AafChen 
wurde sum etatsmftßigen Professor der Mathematik daselbst emannt. 

J. £. Bonegright wurde svm Professor der Malbematik an der üaiTenilftt 
zu Ottawa ernannt. 

Dr. H. Brunn, Privatdozent an der Uuiversitftt München, wurde zum 
Honorarprofessor daselbst ernannt. 

Dr. H. A. Bumste ad in New Häven wurde zum Professor der Physik an 
der Sheffield Scientific School daselbst ernannt. 

Professor J. Klus Castizo in Saragossa wurde zum Profenor der theore- 
tischen Mechanik an der üniversitilt Madrid ernannt. 

Profes.sor Dr. Dieterici an der Technischen Hochschule in Hannover hat 
den Kuf als o. Professor der Physik an der Universität Rostock an- 
genommen. 

Dr. F. W. Dyson, wster Assistent am Boyal Obserratory sn Greenwich, 

wurde zum Royal Astronomer für Schottland und sum Professor der 

Astronomie an der ünivcrsitiit Edlnhnrg ernannt. 
Dr. A. S. Gale in New Häven wurde zum Professor der Mathematik an 

der Universität in Roehester ernannt 
Professor Dr. Heeker vom Geod&tischen Institat wurde von der belgischen 

Akademie der Wissenschaften der Lagrange-Prels smerkannt. 
Professor W. J. Hussey an der Liek- Sternwarte wurde /.um Professor der 

Astronomie an der >richigatt-Universitftt und Direktor des Detroit-Obser- 
vatoriums in Ann-Arbor ernannt. 
Geheimrat Professor Dr. F. Klein in Göttingen wurde von der Technischen 

Hochschule zu München zum Ehrendoktor der technischen Wissenschaften 

ernannt. 

Dr. M. Mason wurde xum a. o. Professor an der Sheffield Scientific School 

ernannt. 

Profi s.sor Dr. H. B. New so n an der Kansas Universität wurde zum O. Pro- 
fessor der Mathematik daselbst ernannt. 

W. M. Persona, iustruktor der Mathematik an der Universität von Wisconsin, 
wurde zum a. o. Kofessor der Statistik am Dartmouth College ernannt. 
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Professor C. .T. de La Valloe-Poussin an der UniversitSt Löwen wurda 

der 10jährige belgische Preis in d^r Mathematik zuerkannt. 
Professor Dr. Zenneck, Dozent der Thysik au der Teclmischeu Hochschule 

in Dansig, wutdo sum o. Ftofessor der Physik an der Teohniscben 

Hochaefaiile in Brannschweig enuumt. 
Dr. E. Zermeio, Privatdosent an der Unlverniftt Göttingen, wurde sum 

FroÜBMor «vnanoi 

HabOitetloa: 

Oberlehrer Dr. R. Fuchs hat sich an der TechoiBChen Hochsehnle za 
Charlottenbmg für reine Mathematik habilitiert. 

Oort o rtw n; 

Professor Dr. Ch. J. Joly an der üniTersitftt Dublin, Königlicher Astronom 
fOr Irland, ist am 4. Januar 1906 im Alter ?on 41 Jahron gestorben. 



5. Vermischtes. 

Aufruf zur Errichtung eines Denkmals- für Guido Hauck. — 
Der am 25. Januar 19U5 verstorbene Geheime Regicrungs-Rat Pro- 
fessor Dr. Guido Haack hat sich in seiner über 27 Jahre umfassenden 
Beriiner Lehrtiitigkeit an der ehemaligen Bau-Akademie und an der Tedi- 
Buchen Hochsehnle sowohl um seine spezi«'Ilu Wissenschaft, die darstellende 
Geometrie, als auch um die Technische Hochschule so hohe Verdienste er- 
worben, daß gleich nach seinem Todo der Wunsch laut wurde, ihm in den 
Räumen der Technisch e»i Hochschule, deren Rektor er dreimal ge- 
wesen ist, ein Denkmal /.u errichten. 

Nadidem Rektor und Senat diesen gewiß im Sinne der zahlreichen 
Freunde und Sdifller des Verewigten gefaßten Plan gebilligt haben, ist aus 
den Unter/t ielmeten ein Auaschofi gebildet, der den Plan cur Ausführung 
bringen will. 

In der Cberzeugung, daß das Andenktii an tlpm pflichttreuen, vereiatcu 
and geliebten Lehrer in den Herzen seiner vielen Schüler lebendig ist, er- 
geht an diese und an die sonstigen Freunde und Verehrer des Verewigten 
hiennit die herxliche Bitte, durch Spendung eines Beitrages fOr das zu er^ 
richtende Denkmal ihren QefOhlen der Verehrung für den teuren Ent- 
schlafenen Ausdruck 7X\ goben und dn/Ti mitzuwirkpn, daß sein Bild in 
k&ostlerisch wüi'diger Form der Nachwelt erhalteu bleibt. 

Beiträge bitten wir au den expedierenden Sekretär und Kalkulator 
Herrn Kiesel xu senden; derselbe wird bereit sein, sowohl Postanweisungen 
wie Zahlungen, in dem Prfifungsamte der Technisehen Hochschule, woohen- 
tsgs Ton 10 bis 2 ühr, in Empfang sn nehmen. 

Berlin, im Dezember 1905. 

Akademischer Architekten- Vorein. Cranz, Professor, Dr. Dziobek, 
ProferKor, l»r Ernst & Sohn, Verlagebnchhandlung, Berlin. Flamm, (Jeheimer 
R«gieruügbr:it, Professor, Rektor der Tecbnischen Hochschule zu Berlin. Goeriug, 
Geheimer Re^erungsrat, Professor. Grunmach, Proft'.ssor, Dr. Gutzmer, Pro- 
feMor, Dr.. l niverHitilt Halle ix S Ha en tzech el , Professor, Dr. K. Hartmann, 
Gebeimer lUsKierungtirat, Prolebeur. Her t /.er, Geheimer Regierungsrat, Professor, 
Dr. Hesienberg, Professor, Dr. Hettner, Geheimer Begierangsrat, Professor. 
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Dr. Hinokeldeyn, Ober-Bwndirettor , I. Yonitcender d«8 Architelcteii-VwrBinfl 

SU Berlin. Hossfold, Geheimer Ober-Baurat. Hütte, Akatleinisi hci Verein 
Jolles, Professor, Dr. Kajser, Baimt, Yoraitseuder der Architekten- Vere i nign ng. 
Knoblftuch, Prof^or, Dr., YoTritemdor der Malb«mati1c«*>GeMllMbttftL Koeb, 

(leheimor Haiirat , l'rofr -- ir Krigar- Menzel, Professor, Dr. KQhii, Geheimer 
Baurat, i'rot'esgor. Kurl bäum, FrofeBSOr, Dr. Lampe, Geheimer Kegienmgsrat, 
ProfeMor. Dr. Liebermann, Gebeimer Regierungsrat, l^ofessor, Dr. von Linde, 
Profeasor, Dr., l. VorBitzender des Vereins deutscher Ingenieure, Ma t Ii ema ti- 
scher Verein der Univeruit&t Berlin. Miethe, Geheimer Regierungsrat, Pro- 
ÜBMOr, Dr., Prorekt«)r der Technischen Hochschule zu Berlin. Mönnich, Regie- 
niTicrg- und Baurat tiv, .Aljadetni^icher Verein Müller, Gebeimpr Oberbaurat 
uud vortrajjcuder Itat nu Ministerium der üft'oiitlicben ^Vxbeiten. M ü 1 1 e r - Breslau, 
Geheimer Ilegierun^amt, Professor, il'r.'Sng. I'aaache, Geheimer Kegienutgnftt, 
Professor, Dr. Parisius, Pastor. Planck, Professor. Dr. Post, Geheimer uber- 
Regierungsrat, Professor, Dr. Ried 1er, Geheimer Regierungsrat, Professor, Dr., 
$r.:^"^n(i. Ilietwcliel, Geheimer Re^ieruugsrat, Professor Rothe, Dr . Privat- 
dozenb. Kubens, Professor, Dr. Saal, Geheimer Ober-Baurat. Sarrazin, Ge- 
beiiner Ober-Baurat, ^r.^^n(). Sehmatz, Hegierungs- und Bäumt, Ptonnor. 
Schwarz, Geheimer IJegiening rat, .'"t h ir, Dr. Slaby, Oeheinier Regierungsrat, 
Professor, Dr. Siebeok, Dr., Laupps Verlagsbuchhandlong, Tübingen. Stäckel, 
Profeaior, Dr., KMinover. Steinits, Ptofessor, Dr. Tbür, Wirkucber Gebeimor 
Oher-Banrat. Dr , vortragender Itat im Mjnistrrium der öffentlichen .\rlieitcn 
Uber, Gobeitner Baurat und vortragender Hat im Ministerium der üffentlicheu 
Arbeiten. Wiehert, Uber Baudircktor, Abteünilgadirigent in» Ministerium der 
Offimtlicbea Arbeiten. Witt. Geheimer Kegierungsrat, Piofeesor, Dr. Wolff, 

Gehpimer Baurat, Professor. 

Elnweiliungsfeier des physikalisolien Instituts der Universität 
Göttingen. Auf dem großen Terrain in der Bunsenstraße eiiiebt sich in 
rotem Sandsiemban das umfaogreiofae Haaptinstitatf welches mit einem 
Eoitenaufwande von rund 400 000 Mark errichtet, die Abteilung ftir Ex» 

ppriraentalpliysik (Direktor: (Ich. Rat Prof. Dr. Rieke) und die A^t'ilnup 
fCür thcoretKsche Physik (Direktor: Geh. Rat Prof. Dr. Voigt) beherbergt. 
Dieses lustitiit ist seit Begion des SuRunersemesters in Benutzung. Danebon 
in besonderem Ban bat die seit 10 Jabren bestebende Abteilmig fflr ange- 
wandte Elektrizitatslehre ihre Wirkungsstätte. Diese Abteilung und das 
im alten pliysikalisclien Institute Prinzenstraür Jl nuninelir wtirdig unter- 
gebraclitü Institut für angewandte Mathematik uud Mechanik sind die reifen 
Früchte der Bestrebungen, an der Güttanger Uuivuräitdt auch diu ange- 
wandten Wissenscbaften kraftig zur Geltang m bringen, Bestrebungen, die 
unter Führung von Hemi Geh, Bat Prof. Dr. Klein und Herrn Geh. Bat 
Dr. Bottingpr Sfut .Tahrrn von dfr Göttinger Wroinigiing zur Fürdening 
der angewandten Physik und Matlioniatik mit stets wach. 'Reudern Krfolge 
betätigt werden. Der Neubau der Abteilung für angewandte Elektrizitats- 
lehre wurde mit einem Kostenaufwande von 75 000 Mark vom Staate er- 
richtet. Die innere Einrichtung mit 25 000 Mark ist ganz von der Götlinger 
Vereinigung beschafft worden. — Viele auswärtige Gäste waren der Ein- 
laduug zu den Einweihungsfeierlichkeiten am 9. Dezember 1905 gefolgt. 

Der Festakt wurde in Vertretung des Herrn Kultusministers durch 
Herrn Geh. Oberregierungsrat Kurator Dr. Hdpfner erOffbet, der die Institnie 
ihrer Bestimmung flbergab und Terkündete, daß von heute ab die Abteilung 
für angewandte ElektrizitStslehre als dritte AI ti ilung des physikalischen 
Instituts selbständig einem Institutsdirektor unterstehen solle, und daß Prof. 
Dr. Simon zum Institutsdirektor ernannt sei. £r verkündete ferner, daß 
der Henr Kultusminister dem neuen Institute eine MarmorbOste des Yor- 
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sitzenden dfr OöttiniT*'r Vereinigung', T)r. BSttinger, zu stiften beschlossen 
habe, dab Herrn l'rot. v. Linde (München) die goldene Medaiiie für Wissen- 
schaft} Herrn Baurat Bieppel (Nürnberg) der Bote Adlerorden 3. Klasse, 
Herrn Oeh. Bat Brot I>r. Biecke d«r KK>nenord«n Klasse, Herrn Geh. 
Btt Prot Dr. Voigt das Komtnxlanenx des Ordens Heinrichs des LOwen, 
nnd Herrn Prof. Simon der Kronenorden 4. Klasse verliehen sei. 

Herr Greh. Rat Rieelie hielt alsdann die Festrede. Nach herzlicliem 
Dank an die Staatsregienmg gab er eine historische Übersicht über die 
Entwicklnng der Göttinger Physik, von der Zeit Lichtenbergs, in der ea 
physikalische Institute noch nicht gab, sondern der Professor sich aus 
eigenen Mitteln ein Bemonstrationskabinett halten mnfttOf bis anf den hea- 
tigfn Tag and verweilte bei den großen Namen, die der Göttinger Phjiik 
fju9 heutige Stellung gegeben haben, insbesondere W. Weber. Er zeigte, 
wie dann allmählig da.« phvsiV;Oi<f'h'^ Insuhit in Göttingen pinen Sproß 
nach dem anderen abzweigte, zut-rst diti Abteilung ftlr theoretische Pliysik 
(unter Voigt), dauu das Institut für physikalische Chemie (unter Nerust, 
Boleaalek), das Institut fttr tecfaniadie Fhjsik (anter MoUier, Meyer, 
Lorenx, Prandtl), das geophysikalische Institut (unter Wi schert), das 
Institut für angewandte Elektrisititslehre (unter des Coudres, Simon). 
Und dann gab er im Hinweis auf die große moderne EntwickliHij 1 r 
Physik einen Ausblick in die Zukunft nnd entwnckelte die Gesichtspunkte, 
nach denen das neue Institut für die zukünftige Arbeit zweckmäßig ein- 
gerichtet worden sei Ähnliche Dariegungen fiher die spestellen Ahlten, 
die bei der Einricfatong ihrer Institute obgewaltet h&tten, gaben Geh. Bat 
Voigt und Prof. Simon und luden gleichfalls zur Besichtigung ihrer In- 
stitute ein. Der letztere dankte namentlich auch der fT">ttinger Vereinigung, 
durch deren tatkräftige UntHrstützung das Institut für angewandte Elektrizi- 
t&tslehre zustande gekommen sei. Dann brachte der Prorektor der Uni- 
versüftt, Herr Prof. Dr. Althaus die Glflckwünsche der ünivmaittt, Herr 
Geh. Bat Prol Dr. Lehmann als Dekan die GlQckwttnsche det philoso- 
phischen Fakultftt dar. Der letstere TOrkfindete, daß die Fakultät dem Tage 
zu Ehren sechs Ehrendoktoren 7U ernennen beschlossen habe, die er feierlich 
promoTierte. 1. Wirkl. Geh. Oberregieniugsrat Dr. Naumann, 2. Baurat 
Uieppel, Nürnberg, 3. Prof. Zeemann, Amsterdam, der sich auch unter 
den Festgästen befand, dann 4. Prof. Dr. Henry Becquerel, Paris, 5. Prof. 
HeaTiside Newton, Abbot (England) nnd 6. Prof. J. JT. Thomson, 
Cambridge. 

Mit der Überreichung und Verlesung einer künstlerisch ausgestatteten 
Dankadresse der Göttinger Vereinig^ing an Exzellenz Althoff durch die 
beiden Vorsitzenden der Göttinger Vereinigung, Herrn Geh. Rat Klein und 
Gfh. Kat ßöttiuger, fand die ofüuelle Feier ihr Ende und die Führung 
dnrdi die Institute begann. 

Bine genaue Besdireibung des neuen physikalischen Instituts wird in 
einer besondneB Festschrift enthalten sein» die demniehst bei B. G. Tenbner 
in L^'ipzig erscheint. 

Unteniohtsauasohnß des Vereins Deutsoher Ingenieure. Der 
Verein Deutscher Ingenieure, der bereits im vergangonen Jahre oine Be- 
sprechung über Fragen des exaktwissenschaftlichen Unterrichts au Hochschulen 
und höhnen Lehranurtalten Teranstaltet hatte (vgl. das im Namen des Vereins 
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von Herrn von Borries auf der Bresluuer Naturforscherversammlang er- 
stattete Referat), hat nunmehr im Anschluß an das Vorgehen der Natiir- 
fonchergesellflchaft einen eigenen ünternohtaausschoB eingesetst) dem unter 
dem Präsidium des ersten Vorsitzenden des Vereins, Prof. I^. v. Linde 
(München), der Direktor des Vereins, Baurat Dr. Peters, ans den Kreisen 
der TTülustru'llen die Herren Herzberg (Berlin), l?i' ppel fXürnltorg), 
Weisinüller (Frankfurt a. M.\ von Professoren an Teclmisi'hen Hochschulen 
die Herrt'ü v. Bach (Stuttgart), v. Ernst (Stuttgart), Fricke (Braun- 
sdiweig), Sommerfeld (Aachen), Stickel (HaanoTer), Ton riehrem an 
höheren Mittelschnlen die Herren Hintzmann (Elberfeld) tind Pietzker 
(Nordhansen) angehören. 

f eriezxkujsus an der Universität Göttingen, in der Zeit vom 
19. April bis 1. Hai 1906 wird an der üniyersitEt Gdttingen fÖr Lehrer 
höherer 8<^ulen ein Ferknkwrsu» abgehalten werden. Geheinurat Klein und 

Professor Behrendsen werden die von der Unterricbtskommission der 
Gesollscliaft deutscher 'N'aturforscher itnd Arzte einpfohlenen mathematischen 
und })li}/sikalisclicii J^rhrplänc einer eingehenderen Erörterung unterziehen. 
Außerdem werden den Teilnehmern noch folgende Vorträge bezw. Demon- 
strationen geboten: Fro£ Behrendsen, Bdiandlnng der Polarisation des 
Liehtes anf höheren Schulen; Prof. Prandtl, YorfOhmngen ans dem Ge- 
biete der Festigkeitslehre und Hydraulik; Prof. Runge, Konstruktion anf 
der Kugelfläche, mit Hilfe der storeographischen Projektion; Prof. Simon, 
a) Wechselstromvorg5ln<je. graj>hisf»he Methoden der Elektrotechnik; Prof. 
Voigt, Neuere Problpine der Spektroskopie und die Mittel zu ihrer Lösung; 
Prof. Wagner, Die geographisch wichtigsten Kartenprojektionen und ihre 
Fehlergrensen. 

Gedächtnistafel für Emst Abbe. Tn Eisonnch ist an dein Oeburts- 
hause des vor eiueiu Jahre in Jena verstorbenen Leiters der optischeii 
Werkstätte von Karl Zeiß und Professors der Physik und Mathematik an 
der üniversitllt sn Jena, Emst Abbe, eine Gedenktafel angebracht worden. 

Grabdenkmal für Karl Weieretraß. Li der Sitzung der Berliner 
Mathematischen Gpsellscbaft am 29. November 1005 teilte der Vorsitzende, 
Professor Dr. Knoblauch, mit, dali beabsichtigt sei, aus freiwilligen Bei- 
trägen ein Grabdenkmal für Karl WeimvtraB zu errichten. Grflnde, die 
dies bisher verhindert haben, ISgen nicht mehr vor, und die Aufstellnng 
des Grabn als solle deshalb im nftduten Frfllyabr erfolgen. Die Gesellschaft 
beschloß, diese Mitteilung in ibren Sit7unrrsbpricbt<»n zu veröffentlichen, um 
<ladnrcb Scbülcm und Freunden von Weierstraß Geleirenlieit zu geben, .sich 
durch einen Beitrag hu der Errichtung des Grabdeniimais zu beteiligen. 
Ein besonderer Aufruf soll nicht erlassen werden. Beiträge werden bis 
znm 16. Pebmar 1906 an den YorsitBenden J. Knoblauch (Berlin 
W., Karlsbad 13) erbeten, der aneh jede Auskunft in dieser Angelegenheit 
gern erteilen wird. 
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1. Notizen und Besprechungen. 
XvwidoniiiCf 

Im letzten Hefte dieser Berichte gibt Herr Dehn seiner Kc/cnsion, 
aus der ein Gesatnturteil über meine „abstrakte Geomftric" nicht horvor- 
ging, einen Zusatz, der mit dem Worte „Somit" beginnt. Herr Dohn 
glaubt also noch immer, obwohl er von „verschiedenen Seiten" das Gegen- 
teil gdidit hatte, es könne aus seiner AnIzShIung einiger s. T. onweeent^ 
Üditr Einielheiten ein Gesamturteil ohne weitere Begründung gefolgert 
werden. Er behauptet femer, wierlenim ohne Reweis, daß mein Buch 
gegenilber denen von Pasch, Hilbert, Stolz und (Imeiuer, uiclits fini^fmiaßen 
Wertvolles bringt. Demgegenüber läßt sieb zeigen, daß nach dem z. Z. 
hamchenden üiteQ und Geschmadc in mathematischen Dingen in meinem 
Bocbe Folgendes, um nur Hauptsachen zu nennen, als neu und wertvoll 
anznseben ist: l) die Systematik, die ich den dnindlagcn , inbesondere 
denen der Arithmetik gehe, 2i die Grundlegimg der planaren uud über- 
planareu Aourduung, '6) der Gnmdsatz der relativen Dichte, 4) die Be- 
gründung der hyperlwliscfaen Geometrie ohne metrische GrundisätKei 5) die 
Aa£fassung von Yerwandtschalts-Systomen als Zahlen^steme, welche früher 
nur als Oruppen angesehen wurden (z. B. die Vektorenrechnung, ferner die 
nene NN'urfrechnung mit gebundenen Würfen), 6) die einfache Darstellung 
der euklidischen und nicht-euklidischen Bewegungen als Biquaternionen, 7) die 
ohne Heftbariceit and Stetigkeit gegebene Definition der Poljeder-Glddibeit» 
8) der ohne Uefibarkeit und Stetigkeit bewiesene Satz Ton der Gleichheit 
cweier Tetraeder gleicher Grundfläche und Höhe. 

Diese Resultate findtn sich weder in den angeführten Büchern, noch 
überhaupt in der mathematischen Literatur. Sie sind in dem oben an- 
gegebenen Sinne als wertroll zu bezeichnen. Denn (ad 1) bei dem z. Tu 
herrschraden Interesse für gmodkgende Probleme muß eine Systematik, 
die in gleicher Weise die Arithmetik, die Euklidische Geometrie und die 
Nidit- Euklidischen Geometrien umspannt, von W^ert und Bedeutunt» sein. 
Die Grundlegung der planaren Ordnung (ad "2} ist von Wert, da bich nur 
hierauf eine strenge Definition eines zweifachen Kontiuuum^) autbauen 
läßt Der Grandsata der relativen Dichte (ad 3) ist von Wert, denn mit 
ihm läßt sich die projektive Geoitietrie begründoi, und es galt als ein 
Fortschritt, als Hilbert in der Begründung der projektiven rrfometrie die 
Dedekindsche Stetigkeit durch die weniger entlialteude Meliharkeit ersetzte; 
der Grundsatz der relativen Dicht« fordert noch weniger als die Meßbarkeit 
und ist «ugleich der am wenigsten fordernde Grundsatz, der zur Begründung 
der projektiven Geometrie hinreicht, (ad 4) Die Begründung der hyper- 
bolischen Geometrie ohne metrische Gnmdsät/.e bezeiehnet Herr Dehn in 
seiner Kezension seihst als ein bemerkenswertes Resultat, (ad T) ) Bei der 
großen Bedeutung des tjruppcnbegrifis in der Mathematik ist es natürlich 



1) Vgl. bieigegen e. B. F. Klein (Anwendung der Ditferential- und Integral- 
rechnang auf Oeometrie, I^eipzig 1902 ä. 178), der diesen komplizierten B^riff 
als Qrundbcgritf unnebuien maß. 
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von Wert tn sehen, daß verschiedenen Sys>tenien, in denen man bisher nur 
die Gruppen -Eigenschaft bemerkt hatte, die mehr entitalteodea ZülllwMyrtBiB« 
Eigenschalt«!! sukommeii. (ad 6) Die Blemaamdia Daniellung der Drehungen 
einer Kugel durdi linear gebrochene Substitalionen ist in den verschiedensten 

Disziplinen grundlegend geworden; aii!? diesem und anderen Gründen kann 
die Verallgemeinerung derselben auf beliebige Beweguugen und auf nicht- 
euklidische Käiunc umnögliüh als wertlos angesehen werden, (ad 7 und 8) 
Hier genügt es auf die hierauf gerichteten Wfiiudie von Gftofi und Hilbert 
lünauwMsen.*) 

Qiwfawild, Januar 1906. Yahlck. 

J. ThomM, Chnmdiift einer analytlaoliaiii Oeometeie der Xbene. 

[X IL 184 a] 8. Leipag 1906, B. G. Tenbner. 

Die ausgezeichneten Salmon-Fiedlerschen Bücber über alle Teile der 
Geometrie bieten eine solrhe t-berfüUe des Stoftes, daß für den Lernetidon 
eine Scheidung dessen, was unbedingt nötig und was äpezialuutersucbuug 
ist, schwer «rird. Aus diesem Qnmd hat der Terbsser seinen Zuhflrem 
bisher em Skelett in die BmmA gegeben, mit dem sie das in der Vorlesung 
Vorgetragene leicht repetieren und etwa Unverstandenes leicht ergänzen 
könnten, und das eben im all^^emeinen nnr das Nötifi^e enthielt. Der Grundriß, 
der jetzt der Öffentlichkeit übergebeo wird, ist im wesentlichen jenes Skelett, 
das bei der Neubearbeitung einige Erweiterungen erfahren hat. Er umfafit 
die analytische Geometrie des Punktes, der Gemden, der Enrrea und Bflschel 
«weiter Ordnung und legt Gewicht darauf, die wichtigsten Sätze der pro- 
jektiven Geometrie auf analytischem Wege zu erbringen, nViTie die metrischen 
Bezlehnngen zn YernaebliJMigi.'n. Hierdurch gedenkt der Verfasser daü Ver- 
stauduis der projektiven Geometrie zu erleichtern, deren Methoden nach seiner 
Meinung mit denen der analytischen l^md in Hand gehen mtüraen. 

Die Entstellung des Büchleins aus einem Skelett macht es selbstverständlich, 
daß es eine Vorlesung niclit überflüssig machen will, daß es vielmehr den 
Lernenden beim Hören einer Vorlesung nntorstützen und ibiu die Anlegung 
eines Heltes erleichtern will. Besonders Begabte werden auch mit ihm allein 
sich die Fundamentalsfttse der Geometrie der Ebene ku eigen machen kOnnen. 

Jena. J. Tbouae. 

Arthur Gordon Webeter (Clark University, Woroester, Massadiusatts), 
The Dynamios of p«rtiolen aad of rigM, eleatie and ftald bodlee 

beixig leottLres on mathematical physics. [XT u. 588 S.] B. G. Teubners 
Sammlung von Lehrbüchern, Band XI. 8*. Leipzig 1004, B. G. Teubner. 

Obwohl der klassische Gnindhestand der Mechanik noch immer als 
unerschüttert gelten darf, beiludet sich diese Wissenschaft fortwährend in 
einer sehr lebhaften Kntwicklung, durch welche die Züge ihrer Gesamt» 
erscheinung immer wieder vertudert werden. Es ist daher mit Preuden su 
begrttfien, wenn die — allerdings große — Anzahl von Lehxbfichern und 
Vorlesungen über Mechanik, welche bereits existieren und 7xjm Teil Vor- 
treffliches bieten, diu-ch ein neues Werk vermehrt wird, welches, wie das 
vorliegende, iu kräftiger Eigenart ein nicht zu breit ausgeführtes aber voll- 

1) Mit der obigen Darlegung erklärt der Herausgeber die Diskiunon im 
redaktionellen TeUe des Juhrcsberichta für abgeechloisen. 
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stÄuiliges Bild der nmdernen Mechanik entwirft und so auch dem studierenden 
mit den Gnmdlehreu der Wissensobaft angleich die neuestea Anscbauungan 
fibermittelt. 

Es hsnddt ach hier nicht nur um die laUreichm Lttenngeii einielner 
Muer Ttoblame, welche, durch die Bedtkrihisse der Wjgieneeheft oder der 
Tedudk gitfordert, den Tatsachenbestand der Mechanik fortwährend bereichem, 

»üe Tracyweite ihrer Methoden erproben und in einem didaktischen Werke 
die Darstellung beleben; es sind vor allem Fragen prinzipieller Natur, welche, 
nachdem sie seit geraumer Zeit den Gegenstand tiefsinniger Untersuchungen 
geinldet haben, auch in einem einfahrenden Werke nicht mehr unberücksichtigt 
blnbni dflifen. Dieee Untersochmigeii rind nicht dem Sdioße der reinan 
Bew^ungslehre entsprungen: sie nnd vielmehr durch die Entwickelung der 
gesamten physikalischen Anschauungen gezeitigt worden. Daher ist es für ein 
Lehrhneh der Mechanik eine gute Enipffhlnng, wenn es di*« Bezeichnung 
^beiug lectures of mathematical physicH' nicht nur auf dem Titel trägt, 
sondern wirklich rechtfertigt, wie das Buch von Webster. Wir sind nicht 
mehr unbedingt geneigt, die meehanistisehe Anffiiunung der Natnr ftlr die 
einzig mögliche zn halten; aber so lange die Mechanik Anspruch darauf 
erhebt, eine unter den möglichen Formen der Naturbeschreibung zu sein, 
muß sie den Fortschritten der Naturforschung sich anpassen. Aus diesem 
Getlanken sind die fundamentalen Arbeiten von Helraholtz und Hert?. und 
was sich daran anschließt entstanden. Mit dem Bedürfnis der Anpassung 
an das modenie phjsikaliBehe Denken stehen auch gewisse, mehr formale 
Nenemngen in Znsammenhang, im besonderen die Einittbrang der Vektoren« 
rechnung, die Entwickelung der anschaulichen ^lethoden, welche tau Teil 
auf Poinsot zurückgehen, mit den Begriflfen des Impulses? , der Bewegungs- 
^chr:mbe usw. arbeiten und eine weitgehende Beziehung zwischen Mechanik 
unu Liuiengeometrie geschaifeu haben; femer die Ueranziehung des mehr- 
dünensionalen Baumes, weldie ans der I>7namik der Panktsjrateme ein so 
iateteflsaates Analogon m der Djnunik de« einseinen Pnnktes gemacht hat 

Alli« diese Dinge finden in dem Werke von Wehster volle Beracksichtigmig. 
Untersuchungen, welche ein rein mathematisches Interesse darbieten, würden 
das Buch zn stark belastet und seinen Charakter als Lehrbuch der physi- 
kalischen Mechanik zerstört haben. Die Stellen, an welchen derartige Uuter- 
snehnngen einsetsen mflssen, sind aber meist bezeichnet nnd mit den snr 
Brginzang nOtigeo lateratnrangaben veisehen. Wie sehr anch hierbn der 
Verftsser hestiebt war, die neuesten Ei;gehnisse ' zu berücksichtigen, m 
man etwa daraus entnehmen, daß bei der Erwiihining des Dirichletscheu 
Prmaips l»ereits die Arbeit zitiert wii'd, in welcher Hilbert neuerdings deu 
Riemannschen Beweis niodiüzicrt und zu einem strengen gemacht hat. Um 
das Buch erfolgreich zu studieren, mnfi der Leser mit der höheren Mathematik 
wohl vertrant sein; doch gehen die Anforderungen nicht über die Kenntnisse 
liinaiis. welche der Studierende in einer guten Uuiversiti&tSTorlesong über 
Differential und Integralrechnung erwerben kann. Einige zum Versttindnis 
eriorderiii he spezielle mathemati.scbe Gegenstände werden in fünf fTi'ntizonden 
Zuaätzeu dargelegt; anderes, wie z. B. die Grundlehren der Variationsrechnung, 
ist b den Text eingcfiochten. — 

Was die Anordnung des Torgetrsgenen StolFes betrifft, so erscheint mir 
vor sUem ein Punkt bemerkenswert zu sein. Es ist eine schwierige und 
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wichtige Frage, welche Stelle iu einem Lehrbuch der gesaintcu Mechanik 
den aUgcmeineii PrinzipiMi anzuweisen sei; sie an den Anfang zu eetaMo, 
verbietet sich bei einem einführenden Werke von selbst» sie zu trennen und 

an verschieden fri Stellen zu behandeln, schadet der Einsicht iu den ppgen- 
seitigen Zusammenhang uud die vorschiedonen Odtungsbereifhe der Prinzipien; 
dem (gegenstände ein Schlußkapitel einzuräumen, empfiehlt sich in mancher 
BeaehuDg, verluigt aber von dem Leser« daß er den dnrcfageurbeiteten Stoff 
nSrCbtrEglich mit dem Qeiste der allgemeinen Prinzipien dur<didringt| was durch 
Heranziehung der Resultate vorhergehender Abschnitte nur nnvollstAndig 
erreicht wird. Diese Schwierigkeit hat der Verfasser durch eine sehr glück- 
liche Gruppierung überwunden: Nach zwei einleitenden elementaren Kapiteln, 
in denen die OrundbegrüTe der Kinematik, der Vektorenredimmg und der 
Dynamik des materiellen Punktes ausdnandergesetst und £e wichtigsten 
Bewegungsformen eines solchen (Zentralbewegung, harmonische Bewegung, 
Pendelbewegiing) studiert werden, folgen sofort drei Kapitel, welche den 
Leser mit den großen mechanischen Prinzipien bekannt machen und, in 
fortsohreitender Vertiefung, bis an die Schwelle der Hertzschen Mechanik 
flUiren. Das erste von diesen enüriüt das Prinzip der virtuellen VorrOokungen, 
das D'Alembertscho Prinzip, das Oesetz von der Erhaltving der Energie, den 
Impulsbegriff, die Fliichensütze, in dem nJlchstfii wit'! ri ilie verschiedenen 
Formen des iVinzips der kleinsten Wirkung abgebandelt, die Lagrangeschen 
und liamiltonscheu Bewegimgsgleichungeu in ganz allgemeiner Weise auf- 
gestellt Das leiste Kapitel der Gruppe ist jenen hdchst merkwürdigen und 
wichtigen Erscheinungen der kleinen Schwingungen, der Resonanz und der 
zyklischen Bewegungen gewidnut und ist vielleicht das Schönst«' in dem 
ganzen Buche. Was die Liktüre dioser drei Kapitel so außfrordcntlich 
anziehend gestaltet, ist die Durchdringung der mathematischen Deduktionen 
mit physikalischem Denken. Um nur ein Beispiel herauszugreifen, zitieren 
wir die im § 37 gegebene Interpretation dt r \ ersubiedeuartigen Bestandteile 
dos Ausdnukes für die Keaktinnskrnfte in drii Tiagrangesehen Uleichungen 
und die anschließenden Hcinrrkungcn. In dem Kapitel, das von den 
Schwingungen handelt, wird uuuh daa Problem der schwingenden Saite 
diskutiert, und durch den Übergang von gewöhnlichen zu partiellen Diff^ntaal- 
gleicbnngen die spUter folgende Mechanik der Kontimia in interessanter Weise 
vorlicrcil' t. Bei der Besprechung der zyklischen Koordinatt-n und Bewegimgen 
kiiniicn allerdings die Kreiselerscheinungen nicht zur Erläuterung herbeigezogen 
werden, da diese erst in dem nächsten Abschnitt vorgetragen werden. Diesem 
unvermeidlichen Naditeil, den übrigeng der Verfasser durch s^ hflbsch 
gewKhlte Bräspiele mehr elementarer Natur (wie das „Qnadran1|»endel") 
auszugleichen weiß, steht der ungeheure Vorteil gegenüber, nunmehr die 
Mechanik der starren und deformierbaren Körper von vornherein unter den 
großen im ersten Abschnitt gewonnenen Gesichtspunkten betrachten zu 
können. 

Die Dynamik der starren KOrper, welche den Gegenstand des zweiten 

Teils bildet, wird eingeleitet durch einige rein geometrische Abschnitte; sie 
behandeln jene Yrrfinigung von Wktor und Vektormoment, durch welche 
sowohl die Verrfickungen eines starren Systems als auch die auf ein solches 
wirkenden Kräfte sich darstellen lassen. Zentralachse, Schrauhentheorie, 
Zylindrold, sind einige Stichwortes welche hier zur Oharakterisiemng dea 
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Inhaltes geoftgen mtissen. Es folgt die Definitiou (hr Impulsschraube, der 
Trägheitsmomente und Tr!lglieitsprodii1ite mit allen <la/.iigehörigeii Begriffen 
und Koiistniktioupn. Vier Paragraphen über die analytische Behandlung 
der Kinematik staiTür Körper schließen das Kapitel. Das folgende ist der 
eigentlichen Dynamik gewidmet. Die schönen geometrisclien Methoden von 
PofiitBOt und die Bnlencben Gleichungen werden sunftcbst für die Bewegung 
eines beliebigen starren KOrpers um einen festen Funkt gegeben. Dann 
folgt die Theorie des symmetrischen Kreisels; da die Kenntnis der ellip- 
liscben Funktionen nieht bei dem Leser voran SL'esetzt wird, beschränkt sich 
die Behandlung auf eine (jualitative Diskussiou dor BeweguugSgleichuDgeu, 
bei welcher alle wesentlichen Züge dieser eigenartigen Vorzüge ans Licht 
gesetzt werden. ZeUreiohe FigurMi, Abbildungen von Apparaten, konstrakÜT 
entworfene oder durdi graphische Vorrichtungen am Deisel erhaltene Be- 
wegnngsknrren erleichtern das Studium, Hinweise auf geistvolle technische 
Anwendungen (Griffin Mahlniühle, Torpedo des Adniirai Howell, gyroskopischer 
Horizont des Contre- Adniirai s Fleuriais) erhöhen und beleben das Interesse 
an dem Gegenstände, iiatteu die Eulerschon Gleichungen als Auägaugs- 
ponkt det analytieehen Untersuchung gedient, so werden doch in deren 
Verlauf BJUtk die Lagrangeschoi Oleichungen und die Jaoobische partielle 
Differentialgleidiung ebenfidls herangezogen. Die Theorie der Lagrangeschen 
Gleichansr''n erfährt eine wichtige Ergänzung in den letzten Paragraphen, 
welche von den Erscheinungen des Rollens rerlUntert durch die Beispiele 
der Billardkugel, des Beifens, des Velozipedsj handeln; diese Probleme sind 
analytisch durch das Auftreten nicht integrierbarer Bediuguugsgleichungen 
ebaralrteriaiert und untor diesem Gerichtspunkt in neuerer Zeit vielfeds 
mtersucht worden; idi erwUme hier nur die interessante Arbeit von Hölder 
fib*>r nicht hulonorae Systeme, weil diese von Herrn Webster nicht zitiert 
wird- Den Sehluli des Kapitels und damit des ganzen zweiten Teils bilden 
einige Paragraphen über relative Bewegung mit besonderer Berücksichtigung 
des ESidiuses der Erdrotatioo auf £e Bewegung eines KSfpffiS an der 
Brdoberflicbe. 

Der dritte TeU des Buches zerfallt in zwei Hulften, deren erste aus 
einem sehr frisch und anregend i^escliriobenen Kapitel über Potentialtheorio 
besteht. Nicht nur die wichtigstiii Sät^e über das Newtousche und 
logarithmische Potential werden vorgetragen, sondern auch zahlreiche all- 
gemeine mathematische Hilfsmitel (Differentialparameter, krummlinige 
Koordinaten^ Greensche Formeln) werden im Zusammenhang damit eingefOhrt, 
die Entwieklungen nach trigonometrischen und Kugelfunktioiien finden hier 
ihre Stelle. Wenn somit dieses Kapitel (das acht« des Buches) einen vor- 
\negipnd analytiseb«^!! Charakter liat, so ist doch wiederum nirgends versäumt, 
anschauliche InUrpretatiunen der luathomatischen Ausdrücke zu geben, 
Resultate der Experimentalphysik in den Text einzuflechten , so z. B. die 
McAhodeo zur Bestunmnng der mittleren Dichte der Erde, im besonderen 
die hübsch erdachte Methode, welche MendenhaU am Fujiyama in Japan 
erprobt hat. 

So vorbereit+^-t, gelangt d^r T<eser zu den drei letzten Kapiteln des 
Buches, welche die zweite Hälfte dt-s dritten Absclmit**^ Kilden. Das erste 
ton diesen (Kapitel IX) handelt von der Kinematik uud Dynamik kou- 
tinmarlieher Maassn im allgemeinen, von Stress und Strain. In den letatten 
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Paragraphen werden die Beziehungen zwischen Stress und Straiu abgeleitet, 
unier der Voraussetzung, daß ein Stresspotential existiert, welches dann 
Üb* isotrope Kfiiper besoiidwB einfache Fornnen «iiiimmt Die AwdiUcke 
für die &«ftlEoniponeiiten werden aulgfeitellt, die phyaikelisdie Bedeutung 

der auftretenden Konstanten di IcuM i^. Im zehnten Kapitel werden die 
wichtigsten Gegenstande der Hydrostatik studiert, sowie jenes berühmte 
Problem, dessen Lösung durch Barre de Saint- Venant einen der vricbtigsten 
Foitecfaritte der neaeren Elastizitfttstheorie bezeidmet. Auch hier iat 
wiedemm auf die experimenteUe BeiUtignng der Theorie Gewiehl geiegti 
welche Comu durch seine scliöueu ^lessungen an gebogenen GlasstSben 
geliefert hat. Das letzte Kapitel bringt ein»' Dars+pÜTinp' der Hydrodynamik. 
Im Mittelpunkte steht die Theorie der Wirbelbewegungen. Von den beiden 
Hauptproblemen, mit welchen sich die Helmholtzsche Arbeit besonders be- 
schftftigt, ist nur das der geradlinigen Wirbeliftden ansflUtrlidi behandelt^ 
während die Diskussion kreisf5rmiger Wirbelnden angedeutet wird. Es 
folgt eine kurzgefaßte Behandlung der Wellenbewegung, in welcher das 
Gezeitenproblem berülirt und die theoretische Akustik vorbereitet wird. 
Ein Öcblußparagraph ist den Flüssigkeitsbewegungeo gewidmet, bei welchen 
die Yiskosit&t eine Bolle spielt — 

Ich habe versncht, in diesem Referate einen Begriff von dem reichen 
Inhalt« und der mannigfaltigen Bohandlungsweise des Werkes zu geben, das 
mir zur Besprechung vorliegt, und zu zeigen, daß es sich hier um eine 
wertvolle Bereicherung unserer Lehrbuchliteratur handelt. Es ist mir 
kein Bneh MinUcben ümfisoges bekannt, welches ich dem Studirenden der 
Physik und audi der Mathematik so anbedingt wie dieses stur ESnftthrung in 
das Gesamtgebiet der Mechanik empfehlen möchte. Es steht zu hoffen, daB 
die englische Sprache der Verbreitung des Buches in Deutschland kein 
emstliches Hindernis entgegensetzt Der Teubnersche Verlag, welcher dem 
großen Werke Toa Booth naeh wenigem Jaluren diese Voilesungen von 
Webster hat naehfolgen lassen und nun wieder das Erscheinen von Loves 
Lehrbuch der Elastizität in Aussicht stellt, wird mit diesen drei Unter- 
nehmungen dem Studium der Mechanik in Deutschland eine mächtige An- 
regung geben und sich dadurch ein wahres Verdienst um diese Wissen- 
schaft erwerben. 

Heidelberg. Karl Bobhh. 

W. W. Kouse Ball, iiistoire des Mathematiques. Edition irauv&ise 
revue et augmentee. Traduite sur la troisieme edition anglaise par 
Ii. Freund. Tome premier. YII, 423 p. 8^ Librairie A. Hermann. 
Paria 1906. 

Die vorliegende firanzösische Ausgabe des bekannten englischen Buches 
über die rieschichfe der Mathematik hat der Schiffsleutnant Freund auf 
Grund der diilten Auflage des Originals übertragen. Es handelt sich aber 
nicht nur üixi eine bloße Übersetzung; denn es sind Zusätze hinzugefügt 
worden, die eine erwflnadite Bereieherung der Darstellung bilden. Durch 
diese V*^nn<>]ining dt>s Umfangs hat sich eine Teilung des W^erks in zwei 
Bände erforderlich gemacht Der bi^^her ersohicnorip fr^te Hand reicht bis 
zu Newtons Zeit heran: r-r unifaBt deninaeh die trroüen Epochen der Mathe- 
matik im Altertum, im Mittelalter und während der Renaissance sowie der 
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neueren Mathematik von Descartes bis Huygens. Den Beschluß des ersten 
Bandes bilden fünf Zusät/p, <lif" der Reihe nach behandeln: Vie' i ;)1s Qeo-^ 
ni«l«r, nach Chajslps; Analyst^ der Originalsfhriften Napiers betreuend die 
Erfindung der Logantbiueu, von Biot-, Lber Kepler, nach Chasleä und 
Bortnad; Entwicklung der Prinzipien der Djnaniik: Arbeiten von GalUei 
tud Hnjgens, naeh Machj Über den Uiepmng der Statik, Vorwort dea 
Werkea von P. Dnheni. 

AUnd MiiiM, Vontoheniiigpweaen. I u. II. Teil. 8*. [XII u. 
• 468 8.] Leipaig 1905, B. 6. Tenbner. 

Dieees Bneh, dessen Verfasser in letzter Zeit dnrdb twei Monographien 

„die Haftpflichtversieb erung, ihre Geschichte, wirtschaftliche Bedeutung und 
Technik 1 *.")2'* und „Versicbeningswissenschaft auf deutschen Hochschulen 
Berlin 1K04'* dem weitcn-n Publikum iR-kannt /fowordon ist, dürfte allen 
zu empfehlen sein, welche über die weitverzweigte Organisation des Ver- 
iiiclieruugäweseus Aufschluß erhalten wulleu. Besonderes Intere^e dürfte bei 
den Lesern dieser Zeitscbrift dw Absehnitt über „Versicbeningswissensdiaft** 
finden. Der Autor vertritt hier sehr flbeneugend die These, daß nidit nnr 
die Ausbildung von Versicherungsteohnikem auf unsern Hochschulen ansn- 
f^trcben «ondcm daß ein nicht minder starkes Bedürfnis nach Versich erungs- 
anwälten bestehe, einer lustitutiou, die bei uns irn (ie<^ensatz zum Auslande 
noch vuUig unbekannt sei. Zugleich wtluscht er überhaupt eiue größere 
VeiiureitaBg der Kenntoiise über das Wesen der Vorridierung und swar im 
Interesse der aUgemeinen Bildung, wie im Interesse der Volkswirtschaft. Für 
den Fachmann sind von besofiderm Wert die Abinhnitte Über Versichemngs- 
kartelle und die vielen neueren kleinen Versicbeningszwei^e, die bisher eine 
literahsche Berücksichtigung im Zusammenhange nicht ertahren haben. Die 
Darstellung ist ungemein klar, die Anordnung des Stottes musterhaft, sodaß 
die Lektüre des Buches dem Leser gradesu einen GenuB bietet 

F. Bernstbin. 

Handbuch der Theorie der Gammafanktion. Von Dr. Niels 
Nielsen, Dozent der reinen Mathematik an der Universität Kopenhagen, 
laipektor dea matiiematischen üntexriehts an den GymnasMn Bftnemarks. 
[X u. 326 8.] gr. 8. Leipzig 1906, B. 0, Teubner. 

Dies Handbndi versucht eine Oesamtdarstellung der bis jetst bekannten 
figenschaften und Anwendungen der Gammafimktion und verwandter Funk- 
tionen, in strenger und 1 > h m<'1glirhst plementan r Form zu liefern; es ist 

daher als der erstf neuere Versuch diesr r Art zu bezeichnen, denn merkwürdiger- 
weise ist seit dem Traite von Legem Ire keine für ihre Zeit voUstiindige 
Darstellung dieser Theorie publiziert worden. — Der erste Teil des Buches 
gibt, ohne Skihüfenalune bestimmter Integrale sondeni anssohlieÜliclt dniek 
Anwendung der Theorie analytischer Funktionen, eine dementare Entwicklung 
dtt Eigenschaften von r(x) und verwandter Funktionen, indem r[x) mittels 
^in r Diflferenzengleichung definiert virl. — Im zwelt'-n Teile wird eine 
rö±t vollständige Theorie der beiden Eulersehen Integrale und der durch 
Gammafunktionen ausdrück baren bestimmten Integrale sowie ihrer Anwendung 
Qr fierleitang der Beihen von Stirling, Kummer und Lerch gegeben; eben- 
10 «erileD die beiden Mellinsehen ümkehrprobleme und ihre Anwendung 
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aat gewisse Fuuktiüuengattun<wn behandelt. — Der dritte und letzt« Teil 
untersucht die reziprokeu Gamiuatuuktioueu als EatwicklungsfouktioQeQ durch 
eine Dantelltuig der von SdilSmilch, Jensen, Pincberle und namentUcli Tom 

Verfasser ausgebildeten Theorie der Fakultätenreihen; hier findet sich wohl 
zum ersten Male eine Würdigung dor Methoden, dif Stirling Ül)er solche 
Reihen angedeutet hat. — Das Buch enthalt endlich ein möglichst voU- 
stUudigeä Veiveichnis der reichen Literatur über die behandelten Theorien. 
Kopenhagen. Niki^s Nielskn. 

E. Gznber, Vorlesimgen über Differential- und Integpralrechnung. * 
In, 2 Bändeu. I. Band, mit IIT) Figuren im Text. Zweite, sorgfältig durch- 
gesehene Auflage, gr. 8. [XIV vl. 560 S.J. Leip^^ig 1906, B. G. Teubner. 

Bei der Bearbeitung der zweiten Auflage hat die Qesamtanlage des 
Werkes eine Änderung nicht erfahren, da mir weder die Urteile der Kritik 
noch die eigenen seither gemachten Erfahrungen eine solche &h notwendig 
erscheinen ließen. Hingegen ist alle Sorgfalt darauf venvcudet worden, 
den Inhalt abzurunden und den Zwecken, für welche das Buch beatiinmt 
ist, vollkonuueuer anzupassen; wo es augezeigt schien, die Darstellui^ 
prftzisw SU gestalten und die Ergebnisse schirfer m formulieren. Von 
größeren Erweiterungen des Tnhalies seien erwKbnt im I. Bande die h7i>er- 
bolischeu Funktinnen, der IVgriff der Funktion einer komplexen Variablen: 
im TT. Bande die Eulerschea integrale, die Fourierschen Reihen, Moment- 
und Bchwerpunktsbestimmungen, die Sätze von Green- Die ib^infüguag 
historischer und literarischer Notisen wird manchen willkommen sinn; auch 
die ziemlich /ahlreichen, an passenden Stellen vorgelegten Probleme dürften 
7.nr Verwendbarkeit des Buches beitragen. So hoffe ich, die Absichten, 
weiche mir bei der Anlage des Werkes vorschwebten, der Verwirklichung 
uüber gebracht zu haben. 

Wien. E. Czubkr. 

P. Pockela, Lehrbuoh der Kristalloptik. Mit 1(18 Figuren im 
Text und G Düpialtateln. [X u. 520 S.] gr. 8. Leipzig l'.Hx;, B. G. Teubner. 

In diesem Buch soll in erster Linie den Physikern, aber auch den 
Mathematikern und Ifineralogcn, die sieb Aber die Probleme und Ergebnisse 
der Kristallopiik nftber sn unterrichten wflnschen, eine mdglicbst vollstfindige 
Übersicht der gegenwärtigen Kenntnisse auf diesem Gebiet« der Optik ge- 
boten werden. Um auch den mit der theoretischen Physik weniger vertrauten 
Lesern das Eindringen zu erleichtem, werden die Gesetze der Lichtfortpflanzung 
in Kristallen sunftchst aus Beobaobtungstatsaelien mit ^fe naheliegender 
Verallgemeinerungen abgeleitet — also auf dem Wege, der in dsr Hauptaadis 
auch derjenige der historischen Entwicklung gewesen ist — , und dann erst 
wird gezeigt, wie sich diese Gesetze aus den Differentialgleiehiingen 
der verschiedenen Lichttheorien ergeben. Von letzteren wird übrigens nach 
teser Charakterisierung der meebamedien Theorien weiterhin nur die 
elektromagnetische Theorie nebst ihren modernen, zur ErUftrung der 
Dispersion, des Drehungsvermdgens und der Absorption notwendigen Er» 
Weiterungen herangezogen. 

Dem Zwecke des Bucheis entsprechend finden auch die Beobachtungs- 
methoden sowie die Beobaebtungsresultate eingehende Besprechung, 
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während auf detaillierte Beschreibung dur J ustruinenle allerdings verzichtet 
werden muBte, wa^ aber um so eher angän^pg schien, nU in dieser Hinsicht 
L B. d«r nOrniidrifl der physikaliielMii Kiirtallographie** toh Th. Lieb i seh 
alles Wikii8eheii8werlie bietet. 

Dank dem Entgegenkommen des Herrn Dr. H. Hauswaldt konate 
eine Anzahl von dessen vortrefflichen photographischen Aufnahmen von 
Interferenz- und Absorptionserscheinungen reproduziert und so einp weit bessere 
\ eraaschauiiciiiiug dieser Erscheinungen geboten werden, al» es durch 
aekenatiaehe Figwen alleia mOglioh ist 

Heidelberg. ¥. Pockels. 

J. A. Fleming f Prof der Elektrotechnik am L'niversitj College zu 
London), elektrisolie Wellentelegraphie. Vier Vorlesungen. Autorisierte 
dentsdie Aasgabe tod B. Ascbkinaß. Mit 53 Abbildungen. [IV u. 185 S.] 
gr. 8. Leipzig 1906, B. O. Tenbner. 

Es sckien eine dankenswerte Angabe in san, J. A. Flemings „Oaator 
Lectures on Hezisian Wave Telegraphj'^ durch die vorliegende Ubenetiu&g 

auch einem größeren deutschen Leserkreise zugänglich zu machen. Denn 
obwohl das Thema der Telegraphie ohne Draht schon mehrfache BearbeitunL'en 
gefunden hat, so existiert doch bisher in der deutschen Fa< hliteratur kein 
Werk, in welchem, wie hier, auf verhältnismäßig engem Baume sowohl die 
mn wissenschaftliche als auch die tedinische Seite des Gegenstandes in 
gleicbam Maße berficksichtigt wird nnd in welchem beide mit der gleiehen 
gründlichen Sachkenntnis behandelt werden. 

Die der neuen TechniV /uf^runde liegenden wissenschaftlichen Prinzipien 
werden von einem völlig müdemen Standpunkte aus ertirt^rt, indem die 
Faraday- Max wellscheu Vorstellungen zusammen mit der £lektroueutbeorie 
sn einem einheitliehen Bilde Terbmiden werden. Dahn tritt in der Dantellong 
sllentiialben jene AnschanHchkeit herror, der wir gerade in den Werken 
ei^lischer Autoren so häufig begegnen. 

An der praktischen Ausgestaltung der drahtlosen Telegraphie hat der 
Verfasser bekanntlieh als Mitarbeiter von Marconis Wireless Telegraph Company, 
die wohl von aUen Unternehmungen auf diesem Gebiete nicht nur über die 
nicbsten Erfthrnngen ▼erfügt, sondern auch die bedeutendsten Erfolge auf- 
SBwdsen hat, selbst einen herromgenden Anteil gdiabt. Daher dürfte es 
•seh von besonderem Interesse sein, die Stellungnahme des Verfkssers /u 
den pniktischen Problemen jener Technik aus diesen Vorlesungen näher 
kennen zu lernen. 

Berlin. £. Abohkimass. 

Oeneralregister an Band 1 — 50 der Zeitschrift ffir Mathematik 

nnd Physik. Bearbeitet von Dr. E. Wölf fing, Professor an der Königl. 
Technischen Hochschule Stuttgart [XII u. 308 S.J gr. 8. Leipzig 1905. 
B. G. Teubner. 

Das Generalregister ist sachlich angeordnet und enthält die Titel der 
Abhandlungen und Rezensionen unter zaÜreiche Stichwörter verteilt Dabei 
iit die KliMsiffaktion nicht nur nach dem Titel erfolgt, sondern es wurde 
immer auch der Inhalt einzelner Teile jeder Abhandlung sorgfältig herüek- 
BeUagt Die BesMiaionen sind in das Sachregister eingeordnet und am 

WMhMWM d. SMMehMi ]f»ttimi..TH«tnlgaae. XV. Hall 1. 6 
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Schlüsse jedes Stichwwll angefahrt. Das Autorenregisfeer umfaßt die V^- 

fasser der Abhandlungen und der rezensiert f>n Schriften und gibt bei jedem 
derselben das in der Zeitschrift enthaltene und nach anderen Quellen er* 
gänzte biographische Material. E. Wölpfing. 

Joxnal de Soiencias Matematioas e Astrouomioas. Das yod 

F. Gomet Teiieira begrfindato und kage Jahn erfolgreich geleitete 
„Jomal** wird mit dem Band XV sein Erscheinen einstellen. Statt dessen 
erseheint von jetat ab, ebenfalh unter der Lettnng von F. (romes Teixeira, 

ein neues Organ mit erweitertem Programm unter dem Titnl: Annaeft 
ScienÜficos da Academia Polytechnlca do Porto^': Nach dem vorliegenden 
ersten Heft sind die „Annaes" in ähnlicher Weise wie das Journal de 
llSeole PolTtechniqne nieht anssehlielUich der Ifothematik gewidmet, yiel- 

mehr sollen außer der reinen und angewandte Mathematik alle an der 
Technischen Hochschule gelehrten Wissenschaften: Phjsik, Chemie, Natur- 
wissenschaften, Sozialwissenschaften usw. darin Berücksichtigung finden. 
Die „Annaes" werden in Heften von etwa 4 Bogen erscheinen, 4 Heft« 
Irilden einen Band. 

AuMiloliniuig &vt Zaitifllkrül: Ii*BiiMd8iiiiiMnt matliAnatlq.iie. 
Bei Gelegenheit der internationalen Kunst- und Gewerhe^Ausstellnng, die 

aus Anlaß der Feier der 75jährigen Unabhängigkeit in Brüssel veranstaltet 
wnr, ii^t die genannte Zeitschrift mit der goldenen Medaille aasgezeichnet 

worden 

Bibliothek Cremona. Diu Bibliothek des verstorbenen Luigi Ore- 
mona ist zum Kauf ausgeboien. Sie besteht aus 3ü57 itsdienisch, 11G3 
französisch, 995 deutoch, 509 englisch und 33 lateinisch gesc^ebenen Ab- 
handlungen und Abdrücken, sowie einer verhIHmismftflig kleinen Zahl von 
Bflciheni und Zeitechriften. 

Unter der Freeae bei B. G. Teubner, Leipzig (vgl. XIV, Heft 10, 

S. 541): E. Bl;»s(likp, Vorlesungen über matliemutisclie Statistik. — 

G. H. Bryan, 'I'litrmodynamics (in engl. Sprache). - H. Durege, Theorie 
der elliptischen Funktionen. 5. neubearb. Aufl. von L. Maurer. — L. Krüger, 
zur Ausgleichung der Widersprüche in den Winkelhedingungsgleichungen 
trij^^oiioiiiHtrischor Xftzf*. - Mitteilungen der mathematischen Gesellschaft 
in Hamburg. Bd. IV, Heft 6. — Die physikalischen Institute der 
Universität Göttinj^en. Festschrift im Anschlüsse an die Einweihunpf des 
neuen physikaluchcn Hauptinstitutes. Herausgegeben von der Göttinger 
Vereinigung zur Förderung der angewandten Physik und Matiiematik. — 

H. Poincar4, Wissenschaft und Hypothese. Dentsdie Ausgabe von F. und 
L. Lindemann. 2. Aufl. — H. Wober und J. Wellstein, Enzyklopädie 
der Elementarmathematik. III. Band: Die Ainvetidiingen <ler Elementar- 
mathematik. — B. Weinstein, philosophische Grundlagen der Natur- 
wiasensehallen. 



8. BttelLonoliuL 

Abbe, E., Gesammelte Abbandlungeii. S. Bd. WinenseliaflUdie Abhandlungen ans 

verschiedenen Gebieten, Patentflchril'tea, Gedächtnisreden. IV, Mtt S. m. 16 Fig. 
u. 7 Taf. a^ Jena 1906. 7.60. 
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ÄMQAeOf Tmf Vita xnaiematica napoletana. Studio etorico, biografico, biblio- 

grttfioo. Fterte Pruna. NapoU 1906. 
Beck; H., Die Strahlenketten im hjperboliachen Raum. 65 S. Dissert. Bonn 1905. 
l^hlemaBD, K., Projektive Geometrie in synthetiecher B«handliuig. Mit 91 Fig. 

181 S. 8". ä. verb. Auflage. Leipzig 190ö. 0.80. 
Dtftor, 6., tlimmU de la tii^orie des d^ieminanii, avee application d Talg^bre, 

la trigonometrie et la geomätrie analytique dans le plan et dans rcspace, k 

Tnaage des clasees de math^matiqnei spdoialei. 8* Edition. XXXIII, tf62 p 

8». Paris lUüö. Fr. 8.—. 
Oimes, L.« Die Elektrinlit und ilure Anwendangen. 12. Auflag«. XTI, 669 S. 

m. fi9.> AI 1.111. 8". Stuttgart 1906. 7 — . 
Hartwig, Th.. L*'itfad('n der konatruifreutlon Stereometrie. Darstellnng der TJanm- 

formeu iui äcbrägbüde, nebst einigen Anwendungen von tichrägbiidern auf 

dem Gebiete der fbeoretiidieii und rechnenden {ttere«»nettie, dantflUenden 

Geometrie, Ifineralogie, mathematiMhen Geogiaplüe und Physik. 99 S. m. ft6Fig. 
Wien 1906. 1.—. 
Hanek; O., Lehrbuch der Stereometrie. Auf Grund von Dr. Ferd. Kommerells 

Lehrbuch neu bearbeitet und erweitert. 9. Aufl., herausgegeben von Y. Korn- 

merell. Tübingen 1905. 'i.GO. 
Hefter und Koehler, Lehrbnoh der analytischen Geometrie. 1. Bd.: Geometrie 

in den Gnindgebilden erster Stute und in der Ebene. XVI, 527 S. 8". Mit 

186 Figuien. Leipzig 1905. JC 14.—. 
Hepke, B., Über kfliceste Transversalen zwischen Enengenden einer hyperboloi- 

i: heu IvVgclschar. 76 S. 8». Breslau 1906. JC2.-. 
Horn, J,, Gewöhnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. X, 391 S. 

8*. Leipzig 1905, .k. 10—, 
¥f witrj 0.9 Invenionen bei Ftemuiationen mit WiMlerikolnng. 91 S. Fiogranmi. 

Alsfeld. 

KemlfiD. G., Zum Unterriclit in di r analytischen Geometrie an den humanistifiohen 

Gymnasien Bayemn. Progr. Ludwigtihafeu 1905. 
iMMierell) K*» Riemannrnshe FUUshen im ebenen Banm von vier Dimensionen. 

49 S. 8". Heilbronn 11)05. 1.60. 
KSrbers Strahl^^ndiac^ranim zur vereinfachten Herstellung perspektivischer Zeich- 
nungen. Berlin VJOb. ^IC i.ö<>. 
Idgktfoot, J., Orapbie algebra. For elementary and intennediate stndents. With 

exercises and answers. s. 1. — . 
■eyer, J., Einführung in die Thermodynamik auf energetischer Grundlage. VUI, 

tu S. 8". Halle a. S. 1906. .fC 8.—. 
Mohr, 0., Abhandinngen aus dem Gebiete der technisdten Mechanik. IX, M9 S. 

m 31 Abbild. 8». Stuttgart 1906. .fC 15.—. 
MSnrh, W., Zur Bestimmung der absoluten oder kosmischen Bewegung unseres 

Planetensystems durch vervollständigte Aberratiousmessxingeu. Dissert. 67 S. 

Berlin. 

Keth, G., Differentialinvariauten und invariaTiie Differentialgleichungen aweior 

lO-gliedriger Systeme. 82 S. 8". Leipzig lUOö. JC 1.6O. 
Keiner^ J»^ Hennann von Helmholtz. 2U4 S. mit Bildnis. 8°. Leipzig 1U05. 
8.50. 

BIgil) A.9 Die luodenie Theorie der physikalischen Erscheinongen (Radioaktivität, 
Jonen, Elektronen). Aus dem Italienischen Yon B. Dessau. V, 152 S. mit 
17 Abb. Leipzig 1905. JC 2.80. 

Setevbery K* und Springmann, F., Experimentierende Physik. Zugleich voll- 
ständig umgearbeitete deutsche Ausgabe von Henri Abrahams Recueil d'expuriences 
äl> iiientaires de physiqoe. 1. Band. VII, 171 S. mit 280 Abb. 8". Leipiig 1905. 
JC 3.60. 

6» 
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Schubert) H«, Auslese auH meiner Untttriobto- imd Yodttaagßpaaa». S. BUid. 

218 S. 8°. Leipzig 1906. JL A.—. 
Strenger, Über halbregelmäßige Vielflache. 44 S. Programm ächwäb. üail. 
SoneliOn, A., Sur rint^gration de« ^utioiM gfininln de la djoamiqn« ftaalj» 

tique et sur lee ptiiicipile« proptitflJe de lewt int^gralee eaoemqaee. M p. 8* 

Tour« l'.»Ü5. 

TaBnerjfj J.y Lntroduotion ä la theone des looctions d uoe variable. 2* ^ition, 
entiteement refondue. Tome I*^: Nombiee inatieneb; Bmemblee; Limiiee; 
S^ries; Produits; Inftnii; Fonetioni öl^mentaiiee; Ddrivtei. IX, 4SS p. 8*. 

Paris 1904. Fr. 14.—. 
Tonderliniky J.^ Parallelperspektive; Rechtwinklige und schiefwinklige Axonometrie. 

IIS 8. lOt 191 Figuren. Leipzig 1906. JC 0.80. 
Weber, H., und Wellstein, J., Eucyklopädio der Elementar- Mathematik. Band 1, 

Elomrntare Al^u'bra und Analjsis, *2. Auflage. Leipzig' 1905. JC Ü.60. 
Wleleitneri U.^ Theorie der ehenen algebraischen Kurven höherer Ordnung. 

XXn, 818 S. 8*. Hit 82 Figuren. Leipzig 1906. JC 10.—. 
Winter, A., Über die logarithmischen Orenzfälle der liy pergeometrischen Diffe- 

rentialirlcichungen mit iwei endlichen eingnlftcen Punkten. Dinert 78 8. 

Kiel 1U06. 

Wolff, 6., Über Gruppen der Reste eines beliebigen Module im «Igebraiechen 
ZthlkOfper. Oinerl 46 8. 8* CWttingen 1906. JL 1.60. 



S, ZoltsohiifkMiaoliML 

(Ton dem Inhalt der Zeitschriften werden nur die Aufsätze erwähnt, indche dMn 
Gebiete der mathematischen Wissenschaften angeboren.) 

Maihematlsehe Annalen. 81. Band. 3. Betl. 

Faber, Übei die zusammengehörigen Konvergenzradien von Poteuzreihen 
mehrerer Veränderlicher. Hurwitz, Zur Theorie der automorphen Funktionen 
ton beliebig vielen Variablen. Klein, Beweis fHr die NiohtauflOsbarkeit dw 

Ikoaaedergleichung durch Wurzelzeichen. Lietzmann, ZnrTlieorie der nten Potenz« 
reste in algebraischen Zahlkörpem. II. über nte Normenreste. Stande, Das 
Hauptachseuproblem der Flächen 2. Ordnuug. Kepinski, Ober die Differential- 
gleichung |— j -(- ^ - — — ^' = 0. Uiesz, Über mehrfache Ordnung» typen. 

Fej«?r, Das Ostwaldsche Prinzip in der Mccbanik. Zfmplf^n. Kriterien ffir die 
physikalische Bedeutung der unstetigen Lösungen der hydrodynamiBcbeu Be- 
wegangsgleiehungen. Maeon, Beweis eines Lemmas der Variati.oniieobnung. 

Proeeedingt af The London Maihemalleal Saetety. Series 8. Tel. 8. Part 8 
and 7. 

Johnston, The intersection of two conic HectionB. Hill, Filou, Chapman. 
On the projection of two triauglet» ou tlie Barne triaugle. Burubide, Ou the 
condition of redueibility of an; gnmp of linear snbetitntions. Hard j, On a dase 
of analvtic funotion^:. Yo u ng, Idnear content of a plane set of points. Oibitaaij 

Notico of Kobert Tucker. 

Annales de la facnlt^ dex sciences de Marseille, tonio Ii. rj04. 

L. Sau v age, Premiers principes de la th^orie generale des fonctiouH de 
plnsiears variable«. Cb. Riquier, Sur lee oystimee diliSrentiela rdguliers. 

Comptee reaias hebdomadaires dea fteeeo de PAaaddmta dei seieiieea. 

Tome 189. 1904 II. Nos. 21 ä 26. 21 Novembre — 26 Ddcembre 1904. 
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in Berlin. (Mit eiuor Texttiguri i u 

Mitteilungen und Nachrichten löJ 

I.Akademien. Oesellschaften. Vereinigungen. Versammlungen. — 2. Preis- 
aufgaben und gekrönte Preisschrinen. - 3. Hoohsohulnaohrichten. — 

4. Personaliv.' ' • -hf.Mi Ci Vcrmischtesi 

Literarisches . . h. 
1. Notizen und Besprechungen. — rschau. — 3. Zeitsohriftensohau. — 

4. Kataloge. (Vsost) 6. Bei der ivcti.nvuon eingegangene SobrUten. 



Mathemal isciie Aiiiialeii Hünd r»! Aind Folge in 
•k'i- ganzen Serie oder einzeln zu kaufen gesucht. Öe- 
tiillige Anerbieten unter N. 100 an die Verlagsbuch- 
handlung B. G. Teubner in Leipzig erbeten. 




Vv 



Die prenAlBcken Lehrpl&ne flir den matliematisclLeB ÜEter- 
riclit am Gymnaakim und die VorseM&ge der Breslaner 

Unterrichtskommission. 

Von Max Nath in NordhiniBeii. 

Die Vorschlage für die Neugestaltniig des Tnatheraatischen Unter- 
richtS; welche die in BrMlau 1904 ernannte Unterrichtskommission im 
September 1905 der Versammlung Deutscher Naturforscher und Ärzte in 
Meran vorgelegt hnt. nehmen sicherlich das Interesse jedes Lehrers der 
Mathematik im höchsten Maße in Anspruch. Entsprechend der Be- 
deutung der Stelle, von der rie ausgingen, hat die preußische Unter- 
richtsverwaltung ja auch bei einer Anzahl höherer Lehranstalten die 
Möglichkeit ges(;haffen, ihre genauere Ansirpf^taltung im T'^nterriclit zu 
Tersuchen und ihre I)urchführbarkeit zu prüten. Das Urteil der mit 
dieser Aufgabe betrauten Fachgenosseii wird gewiii in er.ster Linie für 
die weitere Entwicklung der so wichtigen Angelegen Ii ei t maßgebend 
sein. Aber auch jeder andere wird versuchen nach seiuen Erfalirungen 
und theoretischen Überzeugungen zu ihr Stellung zu ludimen, uiul da 
die Kommissiou selbst eine möglichst breite Diskussion ihrer Vorschlüge 
als erwflu.scht bezeichnet, wird auch die rein literarische Erörterung 
der Sache ihre Berechtigung haben. 

Es soU also versucht werden, flic i rage m einigen Punkten der 
Entscheidung etwas näher zu führen, ob der von der Kommission vor- 
gelegte Lehrplan in der dem humanistischen Gymuasinm zur Verfügung 
stehenden Zeit^ — vnUt der Yorauisetzung allerdings, dafi der Tertia 
Wer Stunden xnoteilt werden — bewältigt wedlen kann, welehe Ge- 
biete dabei etwa stofflidi an bescbxSnken, in welclier Art die Methodik 
sn Sndem sein wird. Unberfilirt soll die Entsebeidong darttber bleibeni 
ob das Bealgymnasinm nnbescbadet seiner Eigenart es zulassen kann, 
daB Stundensabl und Ziel des matbematiscben Unterriebts dem des Gym- 
nadums angeglicben wird. XJnabweislieh aber ist mit der Behandlnug 
der aar Tagesordnnng stehenden Frage eine dauernde Bücksicbtnahme 
mat die zur Zeit fttr Preußen geltenden Lebrplüue verbunden. Des- 
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wegem, und weil auf diesem Wege dnieli typographische^) Heiror- 
hebung mancherlei an Übereinstimmungen und Abweichongen leicht 
ins Auge springt, folgt zunächst eine übersichtliche Nebeneinnn iorstdlung 
des allgemeinen Lehnielsy der Lefaranfgaben der einzelnen Klassen und 
der ZieUeistungen. 

Le1mi€l. 



Pteaftitohe Lehrpl&iie von IMI. 

Sicherheit nnd (lewandtheit im Rech- 
nen mit bestimmten Zahlen, bf^fnidor'^ 
auch im Kopfrechnen, und in der Au- 
wendung dieser Fertigkeiten auf die ge- 
wOhnlioben VerldUtiiisae de« bürgerlidien 
Lebens. Arithmetik Iiis zur Entwicklung 
des binomischen Lolirsatzt'8 für ganze 
positive Kxponenten. Algebra bis zu den 
Gleicliungeu s'.weiten Grades eiuscbließ- 
Uoh. Die ebene md kflrpeiHche Geo- 
metrie und die ebene Trigonometrie. Der 
Eoordinatenbegriff. Einige Giundlehten 
von den Kegelsobnitten. 



Vortehllge von 1906. 

1. Ein wissenschaftlicher Überblick über 
die Gliederung -it"» auf der Schule 
behandelten mathemaiiscliea Lehr- 
stoifs, 

8. eine gewiwe Fertigkeii dar mafhe- 

matischen Auffassung und ihrer Ter 
Wertung für die DurchftUumng in 
Einzelaufgaben, 
8. endlich und vor allem diu Einsicht 
in die Bedentong der Mafbematik Übt 
die exakte Naturerkenntnis und die 
moderne Kultur aberhaupt 



Lehraufigabe der einzelnen Klassen. 



VI. 



Die Grundrechnungsarten mit ganzen 
ZaUen, umbenmmten und benmmten. Die 
deutschen Mafie, Gewichte und Mflnien 

nebst (Übungen in der dezimalen Schreib- 
weise und den einfachen dezimalen Rprli- 
nungeu. Vorbereitung der Bructirech- 
nung. 



Aie Grundrechnungsarten mit ganzen 
ZaUeo, beiumnten und uiibenannten, im 
IcsdirSBktMi ZaUbereich. Die däni- 
schen Maße, Gewichte und Münzen. 
I^bnngen in der dezimalen Schreibweise 
und in den einfachen dezimalen Rech- 
ttimgen, als Vorbereitung fOr die Broch- 
redmnog. 



V. 



T«olbarkeit der Zahlen. Gemeine 
Brfldie. Fortgesetzte Übungen mit be- 
nannten Dezimalzablen wie in VI [Ein- 
fache Aufgab<-n aus der Kfgildetri 
(durch Schluß auf die Einheit oder ein 
gemeinsehaftliobea HaB ni Ideen).] 



Fortgesetcte Übung im 

Rechnen mit benannten Dezimalcahloi, 

[nnfer Erweiterung des G»'bit'le8 der zur 
Verwendung kommenden Maßo nnirh 
ausländischer Gewichte und MüuzeuyJ. 

LiageaMetsnagtB Tenchiedeiier Art 
(auch in Oeltode); eiifediste Aifgabea 



1) Erklärung der typof^'raphiechen Herrorhebungcn: 
[ j ^ Auslassungen auf der einen oder andern Seite. 
Geapent Umaetaongen an andere Stellen (Klaaaen). 
Kuniv — Verftaderiuigen der Auadmeksweise and Zutaten von nicht gnmda&ti- 
lichcr Bedeutung. 
Fett — QrondflfttoUche Änderungen und Zus&tze. 
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Preofilfche Lehrplftne von 1901. Vorsclilftge von 1006. 

der FIü(-li<>n- and Raanlierechnang unter 
Verwertnnp i!ps Zasammenhanges zwi- 
sdiem Uamiiinhalt und flewicht. (Bei 
■n«! dtnrtigen RMlnigin ist tM» 
•in ObenekUig der ttr9B«iwertog iw 
Ergebnisses venuuMlsdiieken). Teilbar- 
keit der Zahlen, (remeine Brüche [(SQ- 
nächst als benannte Zahlen)]. 

FropAdeutiaohe Baumlehre. Ein- 
f tkrug ii 4i« Qnadbe^ A i«r KmU' 
wtdiannig, jedoch derart, daß der 
Raum von^ iegend als Träger plantmetri- 
seher liezietiuD2;en erscheint. Kaum- 
anidehnuiigt'u, Flilchen, Linien, 
Funkte innftelist an der Umge- 
bung erlftntt-rt und bestätigt nn 
den ^• e r s c h i i- d e II t c n Körpern. 
E b iMi Figuren zunächst a 1 ^ T p i 1 
der Körperbegreuzung, duun als 

•elbatlndige Qebilde, an welehen 
die Begriffe der Uiebtuig,dfle Wiikels,des 

Paralleli'^TnnK. (fcr S}miiiPtrie zum Ver- 
stätitlnis zu bringen sind. Übungen im 
Gebrauche des Lineals und Zirkel», 
beatftndiget Zeichnen nndHeiaen. 

IV. 

Rechnen. Dezimalbruchrechnung. 
[Abgekürztes Rechnen ^an einfachsten 
Beispielen).] Regeldetri unter Texmei« 
dung aller Übertareibnng acbeniatiielier 
Formen. Aufgaben ans dem bnrgerlichn 
Leben, insbesonder»» einfache Fälle 
der Prozent- {Zius-. Rabatt-) Rechnung. 
Verbereitang des arithaetisehei Unter- ' 
lickte direh WiedeAelog ge^gnetw, 
IHQiW gelöster Aufgaben anter Anwen- 
dung von Bachstaben statt bestimmter 
Zahl*- II. Deutung vorgelegter Bnchntaben- 
auHilrücke und Auswertung solcher Ans- 
drldie dirch Eilsetniig besliimter 
&Uwerte. Zusammenhang der Kepf« 
rechenre^reln mit den Klammerrepeln. 

BiHumlebre. Lehre von den Gcraib'ii, 
Winkein und Dreiecken. Beweglichkeit 
der Figuren ; AbbSigigkeit der Dreledu- 
stfieke voneinander : Übergangsfülle 
(rechtwinklige Dreiecke, gleiduebenlL- 

7» 



Reokaeu. Dezimalbruchreehnung. 
Einfache and zusammengesetzte Regel- 
detri mit ganien Zablen und Brfiehen; 
An^ben ans dem bflrgerlicheD Leben, 
namentlich die einfachsten Fälle der 
Fiosent-, Zina- und B«b»tterechnaiig. 



Planimetrie. Pro p ü d u t i h r h er 
geometrischer Anuchauungs- 
unterrieht. Übungen im Oebzanch 
von Zirkel und Lineal. Lehre von 
den Geraden, Winkeln und Dieieeken. 
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Vorschlüge von 1905. 

lipe, gleichseitige). Einfaclit' Par- 
allelograniniäätze, ausgebend vom 
der Konstruktion der Gebilde. 



um. 



Arithmetik. Die Orundrechnungen 
mit absülatfii Zahlen und Einfilhruntj 
der pitsüiven und negativen Xahtrngrößen 
unter Besdtränkung mtfiaa Notwenäigite, 
Bei den Übungen lind auch Oleiclmngea 
efsten Ghrftdaa mit einer Unbekaimleii 
sn benatcen. 



Planimetrie. Erweiterunf? der 
Dreieckslebxe. Lehre vou den 
Parallelogrammen, den Sehnen vnd 
Winkeln am Kreiae. KonatrnktioDi» 
flbnngen. 



0 

Arithmetik. Wiederholung der 
fooehrechnang in AnwMiduQg auf Bnch- 
•tabmaDidrlleke. EqjttnsangdetinüIIf 

Gelernten. Einfache BtitM der Pro- 
portionslehrc. fllfithungein iMKton Grades 
mit einer und mehreren Lnbekauuteu. 
[Potensen mit positiven ganzsahligea 
EiqMmenten.] 



Ftaalmelrie. Wiederholung und 

Fortsetzung der Kreish-hro. Sätze über 
die FUcbengleicbfaeit der Figuren (Pytha- 



Arithmetik. Systematische Zasan- 
menfassang der <irundrechnan^rege1n 
dareh BaehstaheutoriBelH. Begriff der 
nitttivtn GtSfi^ «nfwidteft «m pr^cUadtm 
Beitpidm und «eraMetoiilieM dwtdh 
die beidtrgeUx unei\dlich ausgtdehtUt 
Zahh^hnie. Rrchmregeln für relatioe 
(rrößen. Fort-setznng der Üban^en in 
Aoswertiing von Bachgtabenaosdriicken 
otorHerauiehmg der ■egaÜTMiGrtlScii 
and steter Betonong des fonktieiialai 
rimrakte?*»; der auftretenden Größenver- 
äaderungcn. Anwendung auf raine und 
eingekleidete Gleichungen ersten Gradu» 
mit einer Unbekannten, üntexedued 
zviscbea identischen und Beattmmiings- 
gleichnnjr''n 

Raumlehre. Erweiterung der Lehre 
vom Parallelogramm. Daa Trapez. Fun- 
damentale 8&tse der Kreislehre. Ba> 
trachtang des Einflösse«, dei die flriße- 
nnd Lapeanderimf: einzelner Stiieke auf 
den (Jesanitcliarakter der Fi^nr auKÜbt. 
Konstruktiunen im engen Aniichluö an 
den Ldirgang anter AnsschlnA der nur 
durch Konttgriffe lOsbaren An^ben. 

m. 

Arithmetik. Ergänzaug und Er- 
weitemng der Bnehstabenredmnng, na- 
mentlich Zerlegung von Polynomen. Ein- 
fachste Sätze über Proportionen. Reine 
un»l fin^'okleidete Gleichungen ersten 
Gradea mit einer und niehreren Unbe- 
kannten. Abhängigkeit eines Grüben- 
aasdraeks einer te iha aaflrefteBdei 
Yariaheln. Graphische Dantelllüg ein- 
facher linenrer Funktionen nnd He 
n Dtznnjs: dieser Ihirsteliong xarAul'iösnng 
von Gleichungen. 

Ranmlahre. FlIoheoTergleichongund 
FUkhenbercchnnng [unter Heranaebung 
von Gebilden mit Terwickelterer geiad- 
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PreaBivch« Lebrpltne ▼on IMi. 

goreiscbor Lehrsatz). Bereehnimg der 
Flächen geradliniger FlgortD. KoDr 
8tmkiiou«aa%aben. 



Voraehläge von 1905. 

lioigerBegrensnng]. Ann&henuigsberech» 

Dung krummlinig begrenzter Fliulion- 
"töcke. [Wiederholung der etwa in 
Quinta vurgekommenen ßaumberech- 
Bungen.J Aufgaben wie in tJntertertift. 



un. 



Anthmetik. Lphre von den Vo- 
temcen, Wurzeln und Logarithmen. 
Übungen im Beebnen mit (ffinf- 
odex vieretelligea) LogaritbnieB. 
BinfiRche quadruti>iche Gleidittngen mit 
einer Unbekannten. 



Planimetrie. ÄhnIichkeitaldire,Pr<i- 

portionalititt «erader Linien am Kreise, 
»teii^M- l'oilmifr KegelmSßige Vielecke. 
Kruiiiumfang und -mbalt. [Künatruktiunis- 

au^elien.} 



Arithmotik. Potenzen und Wurzeln. 
Beine und eingekleidete Gleichungen 
fweilen Grade« mit einer ünbekaanten. 
Zusammenhang zwischen Koeffizienten 
und Wurzeln. Betrarbtang des von einer 
Variabehi ubhftn^enilen ({luuInitisclK^n 
Aasdrat-kü in seiner dadurch bedingten 
VerSnderliehkcit luter graphiseber Dar- 
•teltug. Utanng ven Aafgaben swdtn 
Grades mit einer Unbekannten durch 
Srlinitte von (Jeraden und Paralieln. He- 
tractitun^ der ^raplii.Hclien Darstellung; 
als Hittel zur Yeronsebaulichnng enipi* 
riieh gefudoier ZoMMMenbinge. 

Raumlehre. Ähnlicbkeitalehre unter 
beßondorer \'erwortnug^ rlor .\liiih'c'hkeit8- 
lape. i'r()[)(jrt ioneii iim Kreise. Berech- 
nuug vuii Nülierungswcrten für bLreid- 
nmfang und Kveinnhalt durch polygonale 
Annftberung. Kingebende Verfolgung der 
gegeuKeitigen A1>liän^'i;;keit von Seiten- 
verluiltnissen und Winkelarteii hei Drei- 
eekeu, beMunder!« Lei de» rfcbtwiukligrn. 
Attfttellof nd Erprobung veiTabeUen 
fir diese AbbSngigkeit (airVorbereitnng 
für die Trigonoutetrie) im An<;(bluß 
durnn praktische Aofgaben (AafnahmeB 
aui .MeUtisch). 



on. 



Arithmetik. Gleichungen, bezonders 
qnadratieche^ mit mehieren Unbekannten. 



Arithmetik. Erweiterung dee P«> 
tenzbegriffes, Auffassung der Pntenx aln 
Exponentialgröße, Begriff und An- 
wendung des Logarithmus. Aritb» 
metisohe Reihen erster Ordnung 
und geometriache Reihen, An- 
wendung der letzteren u ii f Z i n s e s- 
ziuä- und Kentenrechnuug (in 
einfuchsten, der Wirklichkeit 
entnommenen Aufgaben). Qri* 
pbiMke Dantelimg der Abhiigigkett 



Digitized by Google 



98 



M\x Natu: 



Preafiitcfae Lehrpl&ne von 1901. 



Planimetrie. Eini^jes über harmo- 
nische Ponkic and Strahlen [sowie über 
Tnuisveraftlen. Anwendung der Algebra 
auf die Geometrie. KeiutrnktioiiuMif- 
gaben, beaonden auch solche mit alge- 
braischer AnaljRis.] 

Trigonometrie. Goniometrie. Ein- 
fache Dreicoksberechnungen. 



U und Ol. 

Arittunetik. Arithmetieehe 

Beihcn erster Ordnung und geo- 
Tti e t r i 8 «■ Ii e R c i h 0 u , Z i n >< e s z i n s - ii n <1 
Wen t t-nr et' Ii u uiig. GrundiehrLMi dt-r 
Kombinatorik and ihre nächstliegende 
Amrendung auf die Wabztehetnliishkeiti- 
lehre. [üinomischer Lehrsatz för ganze, 
positive Expnnonten. Wiederhol ondpr 
Aufbau dea arithoietisilni) Lehrganges 
(Erweiterung des Zahlen uegritfs durch 
die algehiaiadien Opezstioneii tos dar 
poeitiven bis cur komplexea Zahl). Qlei- 
chungen, auch solche höherer Grade, 
die sich auf qaadzatisohe surfickfahren 
lassen.] 

Fortsetsang der Übungen in der TiU 
gonometvie [und im LSsea planime- 

trisoher Konstruktionsaufgaben]. 

Stereometrie und deren Anwendung 
auf die raathematische Erd- und Uiui- 
mekkunde. Anleitung zum perspekti- 
vischen Zeidinen iftnmlicher Gebilde. 

Der Kdoirdinateiibegritr. Einige 
Grandlehren von den Kegelaohnitten. 



VorschUge Ton 1906. 

Numprus nnd T o^siriHimn«!. Knilicn- 
tabellen. Lösuiif: quadrafischpr Glei- 
chungen nit zwei Inliekannteo sowohl 
^ireh Reelimg als 4areh graphiselie 
DtntelliiBg. 

Raumlehre. Trigonometrie unter 
Anknüpfung an die k o n trn k t i ve 
Planimetrie. Aanruilang zu prakti- 
sch«! Anfgnbei der Drel«Ai> nmi Vier> 
edcsMennng. Chanktorliiemg 4er 
gegenseitigen Abhängigkeit zwischen der 
WinkelSnderiiTi^ )md «{«r Funktion»- 
indemn^ durch <lte Funueln der Gouie* 
Metrie; graphische Dantelluig iicser 
AMiigigkeit Behandlung geet^nrter 
Äufgnbeii auf mrhrfnchim Wege, kon- 
struktiv unff mit Uinzuudhme th r Tlcch- 
nung. Eingehen auf die harmonischen 
Beziehungen und die Grundlagen der 
neueren Geometrie al« AbtdiluB der 
Flanimetcie. 

CI. 

ArithmeitUc« ZvsaMvetthtageiide Be- 
trachtung: iIcrbiHher aufgetretenen Fink- 
tiuncn in ihrem Gesamtverlanf nach 

Stfijfpn nnd Fallen (ebenso HrrnnEiehiing 
der Begriffe de» l>ifferentiul<[aotienten 
ittd des Integrals) Bit BenitEUg sabl- 
reicher Beispiele ans der tieometrie und 
Physik, insbesondfre diT Mechanik. Kin- 
fachste Sät-ze der Kombinatorik mit 
einigen Übungsbeiapieleu. 

BMtmXtihf* Stereometrie unter Be- 
tfleksichtigttng aer widitigsten Elevente 
der Prqjektionsiehro. Übungen im geo- 
metrisohpri Zeichnen [Einfachste Sätze 
der sphürischeu rri^onometrie.J Mathe- 
matisdie Qeographio, j^einsdhfieftlich der 
Lehre ron den Kartenpn^ektionen]. 

Ol 

1. kegelichnitt«lehrü »uwohl in analy- 
tischer als in syuthetischer Behand- 
lang, [mit Anwendung auf die Ele- 
mente der Astronomie]. 

S. Wiederholungen aus dem Gesamt- 
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Prenftitehe I«ehrpUiie Ton 1901. 

bj^bomiigeii, Zimmmiwflmraiigea und 
CbaDgCB ftof allen Gebieten der Torher- 
gdranden Klaiwm. 



Vortehlftge von 1906. 

gebiet des mathematieohen Sdinl- 
nnterriehtB, womS^ieh an der Hemd 

größerer Aufhalten, die rechnerisch 
uvd :iichneri9^ durchgefiUirt werden 

mii»sett. 

S. liückblicke unter Ht^rauziehung ge- 
ichiohUidier nnd {diilesopliwoher Ge- 
sichtoponkte. 



Ziellfiistiuigeik. 

Beaibeitong von vier mathematischen Yerlai^ wird cineneite eine nna- 
Aafgabea an« vier Tenehiedenen Qe- mpitliHn^ende Daratellang eines allge- 
bieten. neineo Tbemas, audrenieit« die voll- 

ständige (rechnerische und zeichnerische) 
Behandlung einer Au%abe. Ebenso 
düilte bei der mdndlidien Pkilfiang Bebr 
llewielit Mf dM Verstfindiie als atf 4aa 
Auswendi^issen vieler spesieller For- 
■eli aa legen «ein. 

Beschranken wir unsere Betrachtungen zunächst auf die Lehrauf- 
gaben der unteren Klas^eu, so zeigt sich deiu ersteu Blick eine nirbt 
ganz unbeträchtliche StoöVerniehrung. Sie l)e.steht in der Verlegung der 
propädeutischen iiaunilehre nach \', in der Forderung, daß der Roclu u 
uDterricht dieser Klasse sicii mit Flächen- und Kaunibereelmuiijjen zu 
befassen habe^ in der weiteren, daß die IV im Rechenunterrieht die ab- 
gekünrte Dezimnlrechnung lehren uuci den aj-ithmetischen Unterricht 
durch die Deutung nud Ausweisung von Buchstahenausdrücken vor- 
btreiteu solle Dajrn kniarat, daß in dieser Klasse iu der Raumlehre 
die ganze Dreieckslehre und die einfachsten Parallelogrammsätze erledigt 
werden sollen. Vrdlirr abweichend von den Lehrplänen ist allerdings nur 
die Vorwegnähme der planimetrischen Lehrstoffe. — Die methodischen 
B' ni- rkungeu hatten unter Nr. 2 vorgeschrieben, es solle, „sowohl die 
^^ letierholung der Grundrechnungsanfgaben in W als auch die Behand- 
lung des Bruchrechnens unter Anleiinung an die m itheniafiscbe Form 
geschehen, so daß dabei auch die Verwendung von Klamnuui und Vor- 
zeichen dauernd geübt wird." ünzweilelhaft hat a})er diu Emfügung 
der Vorschrift deshalb 8tat%efnndeu, um die Wichtigkeit dieser Übungen 
nach Gebühr noch stärker hervorzulieben. Sollen sie den Wert habeu. 
der ilmeu zukommen kann, so dürteu sie nicht ganz nebenbei betrieben 
werden, sie müssen, wenn auch nicht ganze Stunden füllend, doch als 
ein ständiger Teil des Rechenunterrichts, nach Art der Kopfrechenauf- 
gaben, behandelt werden. So ist es bisher wohl selten geschehen, teil- 
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weise, weil den Lehrern, die auf dieser Stufe ja leider itniner noch viel- 
fncli die Eiern entarlehrer der Anstalt sind, VerstSadme und die Möglich- 
Iteit, sich diese« zu erarbeiten, abgiug. In jüngster Zeit sind brauch- 
bare Hilfsmittor) entstanden, und es ist zu hoffen, daß dieser Seite des 
Quartanerunterrichts nun mehr Beachtung geschenkt werden wird. Die 
für die Erledigung der J^ehraufgabe zur Verfügung stehende Zeit wird 
dadurch aber eingeschränkt. Und sie ist .^chon knapp genug. Die zu- 
sammenhangende und systematische Kinführung in das Verständnis der 
lJez,iiiiiill)ruciirechnung ist schon jetzt uui bei weisester Zeiteinteilung 
/.u orreichen, die Belumdiung der Regeldetri und Ziusrechnuiig muß auf 
das Allernot wendigste beschränkt werden. Dadurch, daß die in \ I be- 
gonnenen ersten Übungen in der Deziinalnn liuung auch in V weiter- 
gefühit werden sollen, mag ja einige Erleichterung eintreten. Und 
sicherlich ist es nicht beabsichtigt, die llegeldctri erst in IV Ikz/itnien zu 
lassen. Wenn die Vorschritten der Lehrpläne, die den Beginn nach V 
setzen, nicht nhemoninien sind, so ist das wohl als ein Übersehen auf- 
zufassen. Wenn also schon von V I al) als Anwendungen des Lehrstoffs 
der Klassen besonders im Kopfrechnen auch einfache Aufgaben aus der 
Regeldetri- und Zinsrechnung verwendet werden, stehen/f das ganze Jahr 
hindurch verwendet werden, so mag diese Vorübung die Kürzung der 
Zeit in IV etwa ausgleichen kchinen. 

Sehr bcdt tiklich verringert wird aber die für die Einübung der 
gevvoiiiilichen Brachrechnung bestimmte Zeit. Die Lehrpläne von 1901 
enthalten für VI die Vorschrift: Vorbereitung der Bruchrechnung. Ist 
in den Vorschlägen daraus geworden: Übungen etc. . . . als Vorbereitung 
für die Bruchrechnung, so ist damit aus der VI ein Stück Pensum aus- 
geschaltet und nach V verschoben Die dezimale Schreibweise, in 
welcher zunächst doch die Dezimalbrüche auftreten, läßt den Begriff 
des Jyrucitcs gegenüber dem der .SVW/c/ir/^Ar/i' ziemlich weit znnicktreten; 
die Lehrpläne u))d wohl auch die Vorschläge ihrerseits beai)sichtigeii 
in erster Linie, dii> lu clmen mit dezimalen Zahlen wie mit (janzen ZcUilen 
einzuüben. Es heißt einen fremden, dem Schüler nicht leicht zugäng- 
lichen ü«Mhi] 1 ki ll einführen, wenn diese Übung« n auch als \'<)rübinigen zur 
eigentlichen Bruchrechnung benutzt werden iKineint war mit dieser 
Vorschrift der Lehrjjläne wohl, was die methodischen Bemerkungen 
unter Nr. 2 sagen: „Ebenso ist die Kinführung und das VV'esen der 
ßrüche anschaulich zu gestalten und bei den Erklärungen davon aus- 
zugehen, daß die Schüler mit Bruchteilen wie mit benaimten Zahlen 

1) H. Müller und F. Pietsker, Kcchenbuch für die antenn KlasBen der 
höheren Lehranstalten. Leipzig 1908, B. G. Teubner. 8« S46— S7i, WO des Qnten 
eher vielleicht zu viel getan ist. 

. kj .i^Lo uy Google 
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(die LehrpUine von 1892 sagten noch besser: mit koiikreten Dingen) 
rechnen lernen.'^ Diese Formulierung der Vorschrift schließt sich or- 
ganisch an die sonstigen Lehraufgabtu der Klasse und sie ennog- 
licht zugleich in V einen leichten Ubergang zu der abstrakten Bruch- 
rechnuug, gewissermaßen einen Übergang von der Rechnung mit be- 
nannten zu der mit unbenannten Zahlen. M 

Von drei Sei teil wird also der Eiiiilbuntx der Bruehrechuuii<r der Kaum 
verengt. Aus VI ist sie so gut wie verbannt, in \' hat sie nicht mehr vier, .son- 
dern nur drei Stunden zur Verfüguni;, und sie viui\ ;iuch diese noch mit den 
Übunjjfeu in der Flächen- und Rauinaiisi orhiUHio teilen. Die Aufgabe 
könnte unlösbar erscheinen, wenn luchi die Ei lautenmgen der Vor- 
schläge zu ihrem Lehrpian und die Worte an der Spitze der Lehrauf- 
gaben für VI den Weg wiesen. ,^Lm lieclienunterricht der unteren ivlaasen 
wird der Zuhlenkreis, dem die Beispiele zu entnehmen sind, gehörig ein- 
zuschränken, Zahlen, die über 1<M)IX)0 hinausgehen, werden zu ver- 
meiden sein/ „Die Grundreclmungsarten . . . im beschränkten Zahlen- 
henich.'* Für die Bruchrechnung wird das noch schärfer zu l)etonen 
Kt ni. Vor anderthalb Jahrzehnten schwelgte der Rechenuuterricht in 
mancherlei Luxus. Es erschien als Ruhm, konntea die Klassen mit 
Sicherheit die Primzahlen bis 400 oder noch weiter angeben, Aduiiions- 
aufgaben mit ungleichnamigen Brüchen auijiühreTi, deren Nenner vier- 
oder tünfst^'Uige Zahlen waren, die Aufgaben für Haus und Klassen 
brachten die Notwendigkeit Brüche zu k urzen, die fünf- und sechs- 
stelhge Zähler oder Xenner hatten, m (ienen Primzahlen zwischen 
4iHj msd und Tiorli höher hinauf enthalten waren. Wieviel Zeit es 
koBteie, auch nur den in ^spren Teil daliin zu führen, ist leicht einzu- 
sehen. Ob es sich seiniem überall geändert hat? Einsicht in das Mög- 
liche und noch mehr in das Nötige mag zur Minderung der Ansprüche 
gefuhrt haben, jef-f wird Beschriiulning zur Notwendigkeit. SicJurhn't 
und Getrandtheif im Bruchrechnon. soweit es in dem praktischen Leben 
uml in der Wissenschaft Verwendung tindet, kann erreicht werden, ohne 
daß derartige Ansprüche geteilt werden, die Verkleinerung des Übungs- 
feldes wird sie im Gegenteil erhf)hen. Mit dieser aber muß Ernst 
gemacht werden, und ob dann die gebräuchlichen Aufgabensammlungen 
meht eine energische Säuberung werden erfahren müssen^ bleibe jetzt 
anerörtert. 

Der geometrische Lehrstoff, der der Unterstufe zugewiesen ist, 
schließt sich ganz glücklich zu einem Ganzen zusammen, plauimetrische 



1 ) Hier haben in VI die VorBchUlge die präzisere Fkwnng. Ln der natflrliclieii 
Folge geht das Rechnen mit benannten Zahlen dem mit unbmaoiitoii roran. 
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und stweometrische Einsicktai «lemenfamter Ait Tomiittdiiii Die dem 
Becheiioiitemoht der Y jsagewieseneiL Übungen im Ausmess^ und Be- 
rechnen Ton Fiftclien und Räumen möchten wir als eine glückliche Er- 
gänzung zu der propädeutischen Raumlehre betrachten, die eine Brücke 
Bwischen den beiden Disziplinen schlägt. Neu ist der Gedanke ja keines- 
-wegs, in Wirklichkeit umgesetzt worden ist er freilich wohl nur an 
einzelneu Stellen ^) Daß die Ansicbteo, wie und in welcher Ausdehnung 
propädeutische Kuumlehro zvi orteilen sei, noch immer stark auseinander- 
gehen, ist aus der Literatur des Gegenstandes leicht zu ersehen.') Die 
Vorschriften der Vorschläge sind etwas mehr ins einzelne gehend als 
die der Lehrpläne, die von dem Vorbereitungsnnterricht nur verlangen, 
daß er „von der Betrachtung einfacher Ktirper ausgeliend diis Anschauungs- 
vermögen ausbildet und zugleich Gelegenheit gibt, die Seh'ller im Ge- 
brauch von Zirkel und Lineal zu üben." Vor dem zu laugen \ ervireilen 
bei Betrachtungen körperlicher Verhältnisse scheinen die Vorschläge, 
— nnd mit Recht — zu warnen, wenn sie vprlangen, daß „der Kaum 
vorwiegend als Träger plunimetrischer Beziehungen'* erscheinen .soll.' ) 
Welche Methode an7Aiwenden sei, um im geometrischen Anfangs- 
unterricht den Stoü den Schülern nahe und zum Verständnis zu bringen, 
darül)er haben wir in der oben angeführten kurzen Abhandlung unsere 
Ansichten ausgesprochen.*) Mit ihnen trilit au manchen l'uukteu zu- 
sammen, was die Erläuterungen der Vorschläge darüber sagen: „er wird 
auf das sorgfältigste vermeiden mfissen, Dinge, die dem natürlichen 6e- 
lllhl als selbsfrosliSndlich enchemioi, dureh eim pedaniiaehe Bems- 
führung dem YerstSudnis zu entfremden ^ vielmehr alle logischen Be- 
weise EU einem Bewußtwerden der ganz tod selbst im Geiste auftreten- 
den Erwägungsmomrate zu gestalten snchoi, mit dieser Behsiidluiig 
aber auch erst allmShlich einsetsen.'' Die Lebhaftigkeit^ mit der diese 
Gesichtspunkte hier und auch in der Lehrbuchliteratur sonst*) noch 



1) Vgl. M. Simon f Ober den einteitendea geometriiebea Untenricht anf 
Quarta (Jahresb. d. Deutsch. Math.-yer. XIII, S. S79 ff.). 

2) Vgl. z. B. M. Natb, Zur Methodik des geometciadien A]i£uigsiinteiriclits 

(Zeitschr. f. matb. u. naturw. l'uterricht 36, S. 1—8). 

3} Vgl. G. Holzmüller, Vorbereitende Einführung in die Raumlehre. Leipzig 
190i, B. G. Tenbner. 

4) a. a 0. S. 3 und 6. 

5> Vgl. auch: K. ScliwfM'iiir,' uii(i W K ri III plioff. Ebene Geometrie. 
6. Aufi, Freiburg i. lir. lUOö, Heuler. A'ornMio: ,,Wir bt atiBichti^en die Hanmlehre 
so vorzutragen, wie sie von dem jugendiiclieu Geiste am leichteaten erfaßt und ver- 
arbeitet werden kann, nicht aber zngleiob allen wiwenschaflHchen Asfoideningen 
sn genflgen. .... Endlicb ist cm im Anfangsunterricht gerade da« logiiche Ele- 
meni, welche« dem kindlichen Qeiate die gr50ten Schwierigkeiten beceitet Wer 
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inmer betont werden, UBt darauf ecUießen, dafi sie keineew^ ein 
Gemeingut der Lekrerwelt geworden eind, dafi Tielmebr ein heftiger 
Widerstand mfihsam und mit erst allmahlie]! eicli einstellendem Erfolge 
m bekämpfen ist Und so ist es wobl wirklidi. In der dffentlidien 
Erörterung tritt der Gegensate nioht sehr sntage, da die Partei der 
Konserrati^en sich auf ein paasiTes Bebarren bei ihren Anschauungen 
besebnnfct, aber das Dasein ist dem Kundigen wohl bekannt, er beob- 
achtet die Ergebnisse ihrer Arbeit an den eigenen Schfllero, er em- 
pfindet das Widerstreben schnell, wo es sich darum handelt, für die 
Znsammouirbeit Qbergreifende Grundsatse aufeustellen. Aber dodh wird 
etat die Beaiegung dieses Wideratrebens, die Abkehr Ton dem Ideal 
streng- wissenschafUichen Betriebes, %a TJnterrichtsergebnissen führen, 
die von dem Alter und der geistigen Ausbildung der Knaben erwartet 
werden kdnnen, und die dem mathematischen Unterricht der Oberstufe 
die geeignete ünterlago bieten, Anregung und Erwartung, an Stdle 
Ton Yerlehrtheit und Abneigung. Wir stimmen A. H dfler völlig bei, 
wenn er Ton dem matiiematischen Unterricht sagt; ,,Dieser soll auf 
der Unterstufe die Schfiler Tor allem mit mathematischen Emgdtatsadien 
bekannt machen, sie «rst auf der Mittelstufe denea logis^ Fer- 
kmqpfuHff Terstehen lehren, endlich auf der Oberstufe den logischm Formen 
des maihematisdtm Dmätm» als »Mm ein in charakteristischen Fällen 
sogar noch intensiTeres Interesse als dem mathematischen Inhalt selbst 
suwenden/^') Wie restlos durchführbar die Vorschriften der Lehrplane 
sind, auch wenn der mathematische Unterricht auf der Unter- und 
selbst auf der Mittelstufe unter Zurücktreten der logischen Beweis- 
fuhrung wesentlich auf die Anschauung l>« gründet wird, davon hatten 
wir Gelegenheit an deutschen Schulen persönlich Kenntnis zu nehmen. -) 

et wsuclit, den Begriff des Winkels einem Quartaner logisch klar zu machen 
oder ihm durch einen Beweis die Üherzeugnnjjf beizubringen, daß alle rechten 
Wink»! gleich sind, der wird viele Mühe umsonst aufwenden und bei frenauerem 
Zusehen gewahren, daß der Schiller die vorgetragenen Erklärungen und Beweise 
aoswendig gelernt hat ohne inneres Tetstlndnig. Daher wendet sich der ünter- 
lidit meist und fast ansachliefllich an die Aniehaanng. . . . Hat der Lernende so 
(■c. durch Zeichnung) einen gewissen Yonat mathematiecher Begriffe und Kennt- 
ni-»?e durch An^^rhainmp erworben, so kann die eigentliche Df.'nkar)i»-it: borrJnnen, 
der Stoff kann nach H<'gritt'<'n und Urteilen geordnet und durch Scblußketten 
eigentlicb logisch verknüptt werden. Auf dieser Stufe erkennt der Lernende selbst 
die ITohrendigkeit eines Beweiset und fingt nidit mehr nnwUligf was denn au einer 
•o Uaien Saehe eigenüieh ni beweuen sei.'* 

Ij Vgl. A. Hofler, Torfcrag auf der XlY.i Hauptversammliing des Vereins 
zur Förderung des math. n. nntnrw. Unterrichts in Jena 1905. (Untenriohtsbl. f&r 
Math. u. Natnrw hrsp. von F. Piet/ker. XT, S 07. 

1) am Real- und heformgymnasium zu Karlsruhe i. B. (Direktor Trentlein) 
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Bei solebem Unterridbt^ der ufttttrlich Ton ModeUen, festen und be- 
w^idbten, der Schule gehörigen und Ton den Schülern seihet gefertigten, 
den ausgiebigsten Gebraudi machen wird, wird die Forderung der Vor- 
schlüge, die Abhängigkeit der Figorenstficke Toneinander zu beobachten^ 
die Übergangsf&Ue ins Auge zu fassen, ohne Sdiwierigkeiten durch- 
snführen sein. An Tielen Stellen wird derartigen Betrachtangen ohne- 
dies schon ein größerer Raum gegeben worden sein. 

Unter der YoraussetzuTig also, dafi mit der Beschränkung des 
ÜbungsstofiSes auf die Verwendung klein^mr Zahlen besonders in der 
Bruchrechnung, mit der Vermeidung von rein formal in Betracht 
kommenden kompiisierten An^ben Emst gemacht wird, daß der Unter- 
richt in der Raumlehre nicht nur in seinem propädeutischen Teil, sondern 
auch sp&ter noch vorwiegend anschaulich gestaltet wird, darf damit 
gerechnet werden, daß die Lehrau%aben der Unterstufe sich werden be- 
wältigen lassen. 

Wenden wir uns nun der Mittelstofe, den Klassen Ulli bis Uli an, 
so kann festgestellt werden, dafi hier die Lehrau%aben der offiziellen 
Lehrpläne und diejenigen der UnterriehtBkommission dem Inhalte nach 
nur ganz geringfügige Verschiebimgcn aufweisen. Hauptsächlich 
kommt als solche in fVage die Aufgabe der Uli, in den Gedanken der 
Abhängigkeit Ton Seitenverhiltnissen und Winkeln beim Dreieck ein- 
zufnhren. Bedeutungslos ist dagegen, daß in Ulli die Lehre von den 
Potenzen mit ganzen poeitiTen Exponenten nicht erwähn^ in Uli die 
von den quadratische Gleichungen etwas weiter geführt wird, indem 
auf den Zusammenhang zwischen Wurzeln und Koeffizienten besonders 
hingewiesen wird. Stärker als auf der Unterstufe tritt aber die Ab- 
weichung in der Methode der Behandlung herror, noch mehr in der 
Arithmetik als in der Raumlehre. Dem unbestimmteren Ausdruck der 
^ offiziellen Lehrplane ist die bestimmte Formulierung gegenübergestellt: 
„Systematische Zusammenfassung der Grundrechnungsregeln durch Buch- 
stabenformeln." Die Erläuterungen fügen hinzu: „In der Systematik 
des arithmetischen Unterrichts ist jede pedantische Beweisführung zu 
Termeiden, bei der ohnehin vielfach die Gefahr der Beweisersclilcicliung 
durch einen cin-uhis vitiosus vorliegt. Vieliuchr sind die Sätze der 
theoretischen iVi'itlinietik als wissenschiiftliche /usamnienfiissung dessen 
zu behau» K lo, wae bereits le}>en(Ho; im Bewußtsein vorhanden ist/' Man 
darf annehmenj daß diese Ausführuiigeu im Sinne der Lehrpläne von 
1901 sprechen. Auch diese beabsichtigen wolü schon, dem Ubermaß 
theoretischer Betrachtungen bei der Einführung in die Arithmetik zu 
steuern. („Unter Beschränkung auf das Notwendigste**.) Worauf es an- 
kouiuit, ist aber jetzt unzweideutig ausgesprocheu. Die Buchstaben- 
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rechnung soll ganz einfach, ohne Belastung mit abstrakt-philosophischeii 
Gesicbtspunkteii und mit Fordemugeii allgemein gültiger Strenge als 
Zahlenrechnung betrieben werden; nur daß an die Stelle] bestimmter 
Zahlen Buchstaben getreten sind, 80 daß die Ergebnisse der Operationen 
sieh nicht mehr in der Form anderer Zahlen, sondern in der von 
Aggregaten der Bestandteile der Angabe darstellen. Mag der Unter* 
rieht in der Praxis mich schon an vielen Stellen diese Gestalt ange- * 
nommen haben, noch öfteii* ihr sich nähern, es ist von Wichtigkeit, 
daß der Grundsatz scharf hervorgehoben wird. Dii« Lehrbücher führen 
ihn nooh nicht mit der nötigen Entschlosseniieit durch, sie belasten 
sich meist noch mit zu viel Ballast aus Rücksichten auf Strenge und 
AVissenschafllichkeit, anch da, wo sie den Anspruch erheben, für den 
Anfangsunterricht dienen zu können.^) Doch noch mehr als sie, aber 
vor allem im Verein mit ilmen, sündigt oft der Neuling, der von den 
fidhen der Wissenschaft her in die Tertia Tersetzt, seiner Schüler Er- 
kenntnis zu jenen Höhen hinaufzuheben vergeblich sich niülit-), noch 
schlimmer, die natflrlichen klaren Vorstellungen der Knaben im Nebel 
der Unsicherheit verwirrt und ihnen das Vertrauen zu pi<;ner Geisteskraft 
raubt. Im besten Falle ist mechanisches, gedankenloses Hin- und Her- 
Bchiebeii ler Buchstaben das unzureichende Ergebnis, noch öfter ein 
völliges Ver.sagen. Aus diesen Erl'ahrungen heraus kann die bestimmte 
nflehtenie Fixierung des elementaren Standpunktes nur mit Genugtuung 
begrüßt werden. Alles was unter Nr. 2a der Erläuterungen noch 
weiter an Winken mitgeteilt wird, ist eine zwar nicht neus^ abw doch 
mit Recht neu betonte Folgening aus diesem Qrundsatzc. 

Nach Stoff und Verteilung wenig geändert sind die Lehrpläne zur 
BsAunlehre auf dieser Stufe. Die Bedeutung der Konstmktionsanfgaben 
sdieint etwas zurfiokgetreten, nelleieht nidit ohne BeKiehnng auf die 
Schatstmg, die ihnen auch sonst wohl zuteil wird. So lebhaft Tor 1901 
gewOnsdit wurde, daß neben der Aneignung der Lehrsätze und ihrer 
Beweise die Übni^n im Konstruieren als unumgänglich nötig be- 
ssichnet würden, so kritisch ist später der Wert dieser Übungen ein- 
gssdiätzt worden* Wahrend die ofifizieUen Lehrpl&ne in jeder Klasse 
Ton IV ab Konstruktionsau^hen Torsehzeibmii finden sie in den Vor- 
idüSgen nur fOx Tertia einen Platz, auch hier mit einer starken Ein- 
' scbränkong, auf die die Lehxplftne erst in donmetiiodisohen Bemerkungen 
hinweisen. Es ist aber darauf aufmerksam zu machen, daß durch die 

1) Immer uol-L zu den besleu Leitituugcn «schürt das 1«84 orschieneno Heft- 
chen: Burk u. Poeke, Haapt»ätzo der Arithmetik. Berhu, G. Reimer. 

2) Vgt A. Rani eh, PhUoBophische Pro^entik in: Handbuch für Lehrer 
höherer Sofanlen. Leipii« 1906, B. Q. Tenbner. S. 323 oben. 
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neuen Übungen, die die Vorschläge inj geoinetrischcn Unterricht der 
Mittelstufe vorschrei Ix ii, teilweise dasselbe oder etwas Aliiiliches erreicht 
werden kanu, wie durch diu KoustruktiünsuuJguWeu. Indem der Gedanke 
der gegenseitigen Abhängigkeit der Elemente einer planimetrischcii 
Figur voneinander, dieser selbst von den ersten dauernd gepflegt wird, 
indem diese Veränderlichkeit durch Überlegung und Zeichnung verfolgt 
und festgestellt wird, gestalten sich Beisaclitungen dieser Art zu einem 
Mittel, die mathematische Fhaotasie in Bewegung zo setzen, sn Oben 
und auszubilden, wie es auch die Eonstruktionsau^hen sind. Und 
indem die Betrachtungen funktionaler Abhäng^keit sich nicht auf die 
Pluiimetrie beschzinken, grundsätzlich Tielmebr auch die im arith- 
metrischen Unterricht auftretenden Gebilde ins Auge fassen, steUm sie 
die beiden sonst leicht unrereinigt nebeneinander stehenden Gebiete 
unter einen gemeinschaftlichen Gesichtsponkt, gewiß znr Förderung des 
mathematischen Denkens. Mit vollem Beebt heben die Erläuterungen 
der Vorschlage dann herror, welchen Wert för die Entwicklung des 
funktionalen Dakkens gerade dm Determinationen der Konstruktiona> 
angaben, und hier wieder der Diskussion der Qrenzfalle zukommt. In- 
dem nicht selten der Wunsch nach Übersichtlichkeit und einfochem 
Ausdruck hier dazu fflhren wird, die plan i metrischen Beziehungen in 
algebraischer Form auszudrücken, und weiter durch die grundsätzlich 
gepflegte graphische Darstellung der Abhängigkeit arithmetischer Aus- 
drücke TOn ihren Teilen, wird schon auf der Mittelstufe die Vorstellung 
Torbereitet und herausgehoben, die zur Zeit auch in Prima oft genug 
dem Schuler noch schwer nahe und zur Klarheit zu bringen ist, die Dar- 
stellbarkeit geometrischer Wahrheiten in der Sprache der Aritluiietik, 
die geometrische Deutbarkeit eines al^^ebraischcn Zusammenhangs. Ohne 
Schwierigkeit wird Aw.u] in Uli aiicli die Aufgabe r.u lösen sein, 
die als Vorbereitung lür die Trigonometrie im Zustimmenhauge des 
geometrischen Pensuni'-' irestellt ist, den Zusammenhanf* von Seiten- 
verhältnissen und VV inkeigrößen im Dreieck erkennen und als gesetzmäßig 
auffassen zu lehren. 

Möglich erscheint die Lösung der Aufgabe uuter iler Voraussetzung 
einer Beschränkung in Stoff" und t bungen, wie die Erläuterungen sie an- 
deuten, Beschränkungen, auf welche freilich auch schon die Lehrpläne von 
1901 hinzielten (vgl. methodische Bemerkungen Xr. 4. ) So heiiJt ch auch 
jetüt: „Alle künstlichen Operationen, Divisionen kumplizierter Püh nome 
u. dgl. sind zu vermeiden, . . . mancherlei Einzelheiten aus dem bisherigen 
Pensum auszuscheiden, manche Dinge überhaupt nur ganz flüchtig zu be- 
rühren, insbesondeie die Ausddmung der fOr rationale Beziehungeu er- 
wiesenen Sätze auf den Fall der Inrationalität nur durchaus praktisch zu 
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behandeln, d. h. unter Hinweis auf die M^lichkeit^ den beim Enats des 
Inrationalen dureli rationale Zahlen za begehenden Fehler nach Belieben 
in Terringeni.'' GewiS eoll die Aa&lhlung der statthaften Einschrftnlnuigen 
mit dieser Aafzählung nicht ersdiöpft sein, es soll nur Richtung und 
Prinzip angedentet werden, die fllr die Entscheidungen über das 2n-< 
lisaige maßgebend sein können. Die II ethode des üntenriehts wird, 
unter der Voraossetzung der gekennzeichneten BeschrSnktmg, allmihlich 
immer mehr auf Seharfimg des logischen Denkens ausgehen mttssen, 
10 sehr sie anch jetzt es Tenneiden muß, die Forderung ToUster logi- 
aeher Strenge und ScUiife pedantisch festBuhalten. Dahin zielt die Be- 
metkung: ^^direklo Beweise sind möglichst zu Tenneiden, die Um- 
kehnmg direkt bewiesener Beziehungen, soweit sie — wie meistens 
— dem gesunden Verstand auf der Hand liegt, als selbstTerstSndlidi 
SB behandeln.'' 

Die einschneidensten Verilnderungfai bringen die Lehrj^ftne der 
VorsehlSge dem Unterricht auf der Oberstufe^ sowohl was die Stoffiius- 
Wahl und Stoffverteilung^ als was die empfoklene Methodik betrifft 
Am deutlichsten ausgesprochen ist eine Vereinfachung f&r die Trigono- 
metrie. Neben dem Hinweis anf die Verwertung zu praktischen 
Aufgaben der Dreiecks- und Yierecksmessung findet sich in den Er- 
lauterungen die Bemerkung: ,in der Trigonometrie sind alle künetUohen 
Umformungen beiseite zu lassen." Hier ist gewiß viel gesündigt worden 
und wird noch gesündigt. Zeit, Kraft und Interesse der Schüler wird 
TerjjToudet in dem Drill derselben für die Lösung von Dreiecksaufgabeu, 
die die Keuntuis von den Beziehungen der 9, etc., der Seitenabschnitte 
und der AN'inkel vorauHsetzeii, und davon abgesehen zu goniometrischen 
uiid aigeijtuirtchen Unifiirniungeu nötigen, die erst nncli vielfacher, dem 
Ergebnis für die niiitheniatische Bildung durchaus niclit entsprechender 
Übung dem Sciiüler so vertraut werden, daß er sie selbstjüidig ausx.u- 
fuhreu uud anzuwenden verma«:;. Hier macht sich ein Formalismus 
breit, der nicht oft und scharf genug gekennzeichnet und zurück- 
gewiesen werden kann.^j Die in den Jahresberichten mitgeteilten Auf 
gaben für die Reifeprüfungen regen in dieser Hinsicht nicht selten zu 



1) .XhiiHrh nußert »ich A. Oillr f'Lehrproben n. Lehrgänge Heft 71, P. 21», 
Kachdetn er erwähut hat, wie das Heranziehen angewandter Aufgaben am anderen 
UntejxichUfächem oder auf dem praktiacken Leben manchen Mathematiker alt 
oae Hintawtotwuig der reinen WiMenadluilt encheinen mag, fUirt er fort; „Wenn 
dieie Vemachttaaigong etwa auf Kosten geküosteltwr geometrischer Dreiecka- 
konsiniktionen, überraschende- r algebraischer Lösungen oder langwieriger gonio- 
metnBcht r rrnnafonnationen mit Hilfe von r oder 9 geachiebt, so dürfibe e« kaom 
tu beklagen ti^ein.'* 
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oigenartig^^n fledunken an. Und nicht besser im Gebiete der Gleichungen 
mehrerer Unbekannten, der trigonometrischen Gleichungen, der etoreome- 

trischen Berechnungen u. a. m. Schon die methodischen Bemerkungen der 
Lehrpläne von 1001 empfehlen anter Nr. 0 dem Übelstande^ „daß der Unter- 
richt auf der Oberstiif«' einen 2:11 ausschließlich rechnerischen Charakter 
annimmt/' durch fortgesetzte Übungen in geometrischer Anschauung 
und Konstruktion zu steuern. Nach derselben Bichtung gehen die 
Ratschlage, die die Erläutornngen erteilen, die praktische Verwertuiiij 
der Trigonometrie zu wirklichen Messungen, die Pflege dor stereo- 
nietrisclien K(nistrijktion8aufgaben mit besondere!- Herücksiclititrnng guter 
zeichnerischer Behandlung, die Ileranziehunrr von Aufgaben aus der 
Physik. Dem gegenüber treten die in de)i ofti/iellen liehrjdiiuen be- 
zeichneten Leliniufgaben in der Planimetrie und teilweise auch in tier 
Arithmetik etwas zurück. Des binomischen Lehrsatzes, des eliiwürdigeu 
Schluüsteins aller früheren ministeriellen Lehrpläne, wird keine Er- 
wäliuung getan. 

Stark hervorgehoben wird aber wieder die fimktionale Abhängig- 
keit. Wo die Lehii»iaue von 1901 deu „wiederholenden Aufbau des 
arithmetischen Lehrganges" vorschreiben, sprechen die der Vorschläge 
Ton der ^zusammenhängenden Betrachtung der bisher aufgetretenen 
Funktionen in ihrem Gesamtrerlauf nach SMingen und Fallen^ Ton 
der graphischen Darstellung der AbUIngigkeit tou Kumenis und Loga- 
rithmus^ der trigonometrischen Funktionen und der WinkeL 

Bei dieser Gelegenheit soll „eTnituell" der Begri£F des Differential- 
qnotimten und des Integrals herangezogen werden. Indem die Er- 
läuiemngen hervorheben, daß es sich nur um die allerein&chston Bei- 
spiele Ton Differentialen und Integralen handeln kann, sind sie genügt, 
die Entscheidung Aber die Methodik den einzelnen Faehlehrem zu 
überlassen. Der Ausdruck ist so vorsichtig gewählt^ „weil die Anschau- 
ungen in Lehrerkreisen noch zu wenig geklärt sind."^ Das ist ja in 

1) Eine dem Geist dieser Yorschliige entsprechende Darsiellang bietet wohl 
Fr. Haacke, Entwurf einet arithmetischen Lehrganges für höhere Schulen. Leipiig 
1906, B. G. Teubner. 

S) Der von uns lelbit eiDgenommene Standpunkt ist piftsimert in dem Tar- 
trage: «,Die BUdnngianigabe der Mathematik im Lehrplan der höheien Schulen" 
(UnterrichUbl. f. Math u. Naturw. hrsg. von Pietzker, X, lieft 4 u. 5). — Für 
die Einführung ist seitdem besondt^rs ftngotrptPti A S« liülke (Ebenda Heft 3), 
Fr. Haacke (a. a. O. S. 6): „Bleibt man wirklich bei deu Elementen stehen, so 
mntrt mm damit dem Schüler keine prlnzipiellea Schwierigkeiten weiter zu, dafftr 
aber erOffiiet man ihm «inen Bmbliek in eine der finichtbanten Metiioden, die der 
rechnende Geist jemals ersonnen bat .... Aua Bildungsgründcn und aus prak- 
tischen Qrflndea scheint mir ihre Anfnahme in den Lehrplan in kOnsfer oder 
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der Tftt der FaU. Eine Eidrtonuig der Frage aof der XSL Hanpi- 
TerBsrnmlmig des Yereixui zar FÖrderang des UnteirichtB in der Mathe- 
matik und der Nalnrwiaaeiuehalften üBluie bei der Alwttmmiiiig bd dem 
EigebniBy dafi die Gegner eine Stimme mehr Eilhlten als die Anhänger.^) 
Ben in der Diskussion kut gewordenen Besorgnissen hat J. Tropfke 
Bit Bedit entgegengehalten, daß ^cht die meohanische Einfibnng eines 
oeiieai FormaUsmus die Folge der Neneialllhnmg der Infinitesimal- 
iBchnung in moderner Form sein irird, sondern die frndittragende Er^ 
kenntnis, wie eme neue Symbolik sdiwierige Reebnimgen rereinfacht, 
anseh^eDd getrennte Gebiete Tereinigt und nene, ja schwerere Aufgaben 
mit Leichtigkeit bebanddn la0t^" wie gerade hier dem Primaner ein 
großes Maß von Anregung, der eigene Trieb, die neuen Waffen an 
höheren Problemen zu erproben, entspringt.*) Die Gefahr formalieti- 
scher Behandlung Ii >(t freilich nahe. Sie ist auch in der Lehrbuch- 
literatnr bereits zutage getreten.') Indessen, wie sie zu vermeiden sei, 
daß der Wert der EinfQhnmg in die Gedankengänge des hitiiiitesitual- 
kalküls an einer ganz andern Stelle liege, darauf ist genug hingewiesen 
imd der rechte Weg zum Ziel gezeigt worden*), wie es auch jetzt 
wieder die Lehrpläne der Vorschläge und deren Erhiuterungen tun, in- 
dem sie empfehlen, einen recht manniglultigen Kreis von Aufgahen aus 
der Mathematik und Physik mit möglichst eintaclicn Mitteln der höheren 
Aualjsiä zu bearbeiten. Je mehr dabei jede einzelne Aufgabe die 

qiiterar Zukunft als wirklicher Abschluß der elementaren Mathematik notwendig 
zu sein . . Die Einführung der lufinitcsinialrechnuiig in den Lohrplan erleichtert 
tmd konzentriert da« PriTTimierpensram und ^ibt ihm don krönenden Abschluß." 
Ähnlich Q. Gotacbe, Matiiematitiehe Übungsaufgaben. Leipzig 190&, B. G. Teubner. 
S. IT: Idi habe „es riete ftr «cfozdmlidi ezaehtot, meine Sohfiler mit den Grund- 
leinen der InilnifeMimalzeiduiaiig bakmnt m maohen. Ich glaube^ die meiefcen 
haben mir Dank dafOr gewußt *' 

1) Vgl. UnterrichtshUitter f. Math. u. Naturw. X, Heft 6. S. 183. 

2) Vgl. C. Rethwisch, Jehretbezichte über du höhexe Scholweieo, 1904. 
Xll, S. 3. 

3; Vgl. R. Schröder, Die Anl'uiigb<(rande der Differential- und Integralrech- 
mag. Leipzig 1905, B. O. Tenbner. 

\) z. B. A. Höfler in leiiieii ,3emerkiingeu sa den Berliner YeilMadlugen 

über Fragen des höheren Unterrichts mit besonderer Besiehung auf Mathematik 
und Naturwissenschaften. Wien 181)1, Hölder B 32—37. — Wie oft ist von maß- 
gebeoder Stelle auf J. Perrys Hfiherc Analysia für In^'onieure aufmerksam ge- 
macht worden! (übersetzt von Ii. Fricke und Fr. 8uckting. Leipzig 1902, 
B. G. Teebner.) Und immer noch findet man eine reiche Quelle filr Material mid 
Behand lm i g eweise in den Arbeiten von C. Seh eil b ach, dielreilieh nicht mehr gans 
bequem zu erlangen und, in d<m „Mathematischen Lehrstunden". Berlin 1860, 
bei G. Reimer, in der „Sammlung und Auflösung mathematischer Aufgaben'^ 
Ebenda 1868, endlich in den „Neuen Elementen der Mechanik**. Ebenda 1860. 
JakCMitericbt d. Doutscben Matham.-Versintgtuig. XV. H«ft se. 8 
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MöglieUceit bietet^ des Gnmdgedaiikens des Kalküls sieh wieder bewufit 
Bu werdeiii je wemiger ihn Loeutig so angelegt wird, daß wirklich die 
meehaiiiecke Anwendung der Regeln der Difinentiation and Integration 

kinreicht um sie zu erledigeu, desto gewinnbringender und erfolgreicher 
wird die Einsicht in das Wesen der Methode werden, destn l)pfahig(ter 
der Schüler sie selbständig auf Probleme anzuwoiden, deren Lösung 
innerhalb des Bereiches der ilim zur Verfügung gestellten Mittel liegt. 

Im besondem wird die Lehre YOn den K^^elachnitton Gelegenheit 
geben, die neuen Gedanken zu verwenden. Wenn für „die Behandlung 
der Kegelschnitte die synthetische und analytische Seite möglichst 
gleichmäßig zu berücksichtigen" empfohlen wird, so befinden sich die 
Vorschläfi^e in voller Übereinstimmung mit den Lchrpinnen, die „eine 
möglichst einfach gehalteno Darstellung einiger (irmuleigenschaften der 
Kegelschnitte, die auch in synthetischer Form ge«jt>}H>n werden kann.'* 
vorsehen, aber „weder in analytischer noch in sogenannter neuerer Ueo- 
metrie einen systemat iscben Unterricht" beabsichtigen (metli. Bemerk- 
ungen 8). Ein Ötilck über diese Absichten hinaus gehen freilich die 
Vorschläge, indem sie die Behandlung der Kegelschnitte durch die 
Empfehlung vielen Zeichnens in leu Dienst der Ausbildung der Kaum- 
ansehauuug stellen, durch den Iliuweis auf „die Abhängigkeit der Ge- 
stalt des Kegelschnitts vom Kegel selbst'* für die weitere i^ntwickluug 
des funktionalen Denkens in Anspruch nehmen. 

Denn diese beiden Graichtspunkte, „die Stärkmig des räumlichen 
Anschanongsvermögens und die Erziehung zur Gewohnheit des funk- 
tionalen Denkens^, die schon auf den frfiheien Stufen für die Auswahl 
und Anwendung maßgebend gewesm wareii| treten auf der Oberstufe 
noch ausschlaggebender henror. Um ihretwillen sind gewisse Gebiete, 
die Gegenstand des Unterrichts sind, mehr in den Hintergrund gestdlt^ 
andere^ wie vor allem die nebeneinander hergehende, rechncvische und 
sdehnerische Behandlung derselben Aufgabe^) weit nach totb gerüdd 
Erweitert erscheint um ihretwillen insbesondere die Lehraufgabe fXar 
die Bdiandlui^ der Kegelschnitte. Da aber durch die Ctewöhnung an 
die graphische Darstellung irithmetischer Zusammenhange und durch 
die Betrachtung der Abhängigkeit der Figuren Ton ihren Bestandteilen 
und dieser Toneinander der Weg in einer Weise bereitet sein wird, wie 
die gegenwart^n YerliSlbiisse es in den seltensten Fallen mit sich 
bringen, wird diese Erweiterung die Erreichung des Lefaraieles nicht 
geiahrden. 



1) Etwa im Sinne ?(Mi K. Sehwering, 100 Aufgaben am der niedezmi Geo- 
metrie. S. AuS. Fzeibiug 1908, Herder. 
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Ein Wort muß noeh gemgt werden zu der HenmzieliiiDg Ton 
Aufgaben ans der Physik, die ^eht war auf die Bebr erwOnschte Yer^ 
bindung des mathematisohen und physikaliscbeii Denkens abzieU^ 
sondern auch als Entlastung des seiÜicb so sehr eingeecbrankten 
physikalischen Untenichts gedacht" ist. Schon die Lehrplane von 1901 
haben diesen Wert der Terbindnng mathematischen nnd physikalischen 
Dwkens erkannt und dosen Zustandekommen zu fördern gesucht, in- 
dem sie die Lösung physikalischer Aufgaben mit Hilfe mathematischer 
Betrachtungen im mathematischen Unterricht Torzunebmen gestatteten 
und auf der Oberstufe die Yereinigung des mathematiachoi und physi- 
kaUschen Unterrichts in der Hand ehies Lehrers empfablm (meth. 
Bemerkungen 11.) Die Vorsebläge sdieinen ab« weiter zu gehen und 
aus den von der Entlastung des physikalischen Unterrichts handelnden 
Worten l&Bt sich üut die Absicht annehmen, die mathematischer Be- 
handlung zudringlichen Teile der Physik ganz auf die mathematischen 
Lebrstunden zu Übertragen. Sollte eine solche Absicht Torliegen, so 
müßten gegen ihre DnrchfBhrung erhebliche Bedenken anqpesproehen 
werden. Es würden beide Teile dabei zu kurz kommen. Die Zeit 
würde nicht ausreichen, um eine gründliche Behandlung der physi- 
kaiischen Lehrstoffe, zu denen ja auch noch mathematische Geographie 
und Orundlehren der Astronomie treten soUen, zu gestatten. Und selbst 
eine knappe und TieiOeicht nicht gar zu eindringende Darstellung würde 
für die eigentlichen mathematischen Lehrau^ben den Raum Über Ge- 
bühr Terengm. Soll es dagegen heißen, daß ausgewählte Auf^ben 
physikalischen Inhalts, die mathematischer Behandlung innerhalb der 
durch die Kenntnisse der Schüler gesteckten Grenzen zugänglich sind, 
in den mathematischen Lehrstunden bearbeitet werden sollen, so ist 
nichts dagegen einzuwenden. Die Zahl dieser Aufgaben wird nur 
besebrSnkt sein können, aber der Zweck, zu dem sie bebandelt werden, 
laßt sieh doch erreichen. Sie Tor allem werden dazu hinführen, daß 
sich bei den Lernenden eine „Einsicht in die Bedeutung der Mathematik 
für die exakte Natorerkenntnis'' entwickelt, die die Vorschlage als 
eines der drei abschließenden Ziele des mathematischen Unterrichts 
bezeichnen. Hier tut es wenig zur Seche, wenn nur eine geringere 
Zahl TOD. Problemen zur Behandlung gekommen sind. Alles kommt 
darauf an, daß der Schüler die quaatitatiyen Beziehungen klar erfiiBl^ 
die Möglichkeit der Anwendung mathematischer Betrachtungen erkannt* 
und die Lösung streng oder naherungsweise, möglichst numerisch, 
durchgeführt hat. Eben deswegen wird auch gerade hier „ein Heran- 
führen bis an die Schwelle' der Infinitesimalrechnung^ oder auch einen 

Schritt über sie hinweg auch dem mathematisch«:! Unterricht in der 

8* 

. kj .i^Lo uy Google 



112 



Max Natb: 



Prima des Gymnasiums nicht unmöglich seiu, weim nur eben nicht 
Geübtheit in der Verwendung dos Kalküls, sondern Eindringen und 
Einsicht in den Geist der Methode als das m erstrebende Ziel vor 
Augen steht. 

Damit wären wir zu dem Punkte gelangt, zu den mit den V^or- 
schlägen ins Auge gefaßten Lehrzielen Stellung zu nehmen und zu 
fiberlegen, ob die für die Zielleistungen festgestellten Forderungen 
unsre Zustimmung finden können. Eine auffällige Verschiedenheit tritt 
an beiden Stellen henror, wenn die oftizielleu Vorschriften und die neuen 
Vorschläge nebeneinander gestellt werden. DaB T.ohrziel ist in den 
Lehrplänen rein stofflich bezeichnet, (erst die meth. Bemerkungen ent- 
halten in Nr. 1 einige darüber hinausgehende Gedanken), die Ziel- 
leistungen sind mit einer Unbestimmtheit uswohrieben, die sich erst 
aus der Beziehung auf die Festsetzungen des j^aUgemeinen Lehrziels'' 
rechtfertigt Die Vorschläge ntnsclireiben im Gegenteil das Lehrziel 
mebr in formaler Besiehong und stellen für Zielleistungen bestimm- 
tere Forderungen. Sie kommen damit einem Wunsche entgegen, dw 
nach Freiheit in der Erledigung des Lehrstoffs verlangt, der für eine 
Ausgestaltung des Unterrichts auf der obersten Stufe schw&rmti „der 
losgelöst von ReTisionen programmmäßiger Einzelkenntnisse, eine wirk« 
liehe geistige Durchdringung des Stoffes mit wahrhaftem Interesse und 
in freudiger Arbeit im Gefolge Kabe.''^) Was an Einzelkenntnissen 
etwa darzubieten ist, haben die Lehraufgaben der yeischiedenen Stufen 
ja angeführt. Es kann nicht so sehr darauf ankommen, daß sie alle 
präsent gehalten werden, als vielmehr, daß bei Abschluß des Unter- 
richts der Lernende die Übersicht über den Zusammenhang im Ganzen 
gewonnen habe und eine Einzelheit in ihn einzureihen imstande sei. 
Zugleich mit dieser Geschicklichkeit wird sich dann auch die Fähigkeit 
entwickeln, die erworbenen Kenntnisse und noch mehr diese . Fälligkeit 
der mathematischen Auffassung" für die Durchführung von Einzelauf- 
gaben 7:n Torwerten. Das hier aufgestellte Lehrziel findet Biek in 
voller Übereinstimmung mit dem in Halle ld04 angenommenen 
4. Leitsatz: 

i,Ein auf das Wichtigste und Notw^digste beschranktes^ aber 
sicheres und klares Wissen ist das erste Ziel-, das zweite ist 
die Fähigkeit möglichst gewandter und selbständiger Verwer- 
tung dieses Wissens. Das Feld daftir bietet zunächst die 
Mathematik selbst; dann die natoigesdiichtliehen Untemehts- 

1) Gharnktoflutik «nM Y<»rtngM von H, Schotten (fiber die Autgaben des 
mathemattflclien Unterriebta) auf dem hitemationalen Hathomatikerkongred in 
Heidelberg, 1904, durch J. Tropfke a. a. 0. 8. 6. 



Die pieufliidie» LehxpUae flbr den inathem. Unterricht am OTiimanum nsw. 1 18 

fiolier, inabesondere die Physik; endlich aaoh, soweit nicht 
besondere umfiuigreichere sachliche Belehrungen zur Vor* 
bereit im g notig sind, die Verhältnisse des Lebens.^') 
Eine sehr bedeutsame Andemng suchen die Zielleistungen einzu- 
fahren. Der seitherige Brauch, je eine Aufgabe aus verschiedenen Ge« 
bieten zur Bearbeitung in der schriftlichen Reifeprüfung zu stellen, ist 
nicht ohne Bedenken. Vor allem ist unter ihm eine gewisse Einseitig- 
keit schwer zu vermeiden, er fordert vielmehr fast zu ihrer Pflege aul 
Das Überwiegen des Algebraismus, der rechnerischen Seite des mathe- 
matischen Unterrichts, wird beinahe absichtlich groß gezogen. Die 
Gebiete, die der Unterricht auf der Oberstofe vorführt, gehören ihr 
ganz TOmehmlicb an, Stereometrie, Trigonometrie, in den vornehmlich 
gepflegten Teilen, noch mehr die analytische Geometrie und die Teile 
der Arithmetik und Algebra, die der Prima zugewiesen sind. Bei der 
AnsfQhrlicbkeit, mit der sie z. Z. behandelt werden, bleibt ein verhält- 
nisouißig kleiner Raum für planimetrische Eoustruktionsaufgaben. Eine 
Doicbmustenrng der Jahresberichte wfirde zahlenmäßig die Richtigkeit 
dieser Ansieht bestötigen, die übrigens auch durch die Ausdehnung^ 
die die genannten Gebiete in Bflchem wie der bekannten Aufgabensamm- 
lung Ton H. C. El. MartuB*) einnehmen, erUbiet wird. Zudem bietet 
die Losung der so gestellten Angaben keinesw^ eine ToUe Gei^r 
flir die sachgemafle Ausbildung der Schiller. Ganz abgesehen von 
dem „Andre Werte einsetzen", worin gelegentUoh die Hauptleistung der 
Frflflinge bestanden haben soll, kann die Behandlung der Disziplin eine 
recht einseitige^ auf gewisse Spezialitäten und Liebhabereien gerichtete 
geweeen lein, ohne daß dies in der Wahl der Aufgaben für die auftichts- 
Ahzende Instanz so leicht zutage tritt. Hier regen nun die Vor- 
schlage einen gewissen Fortschritt an. Die Aufgabe, ein al^meines 
Thema zusammenhingend darzustellen, könnte yersehiedene Vortefle 
bieten, wenn das Thema richtig gewfihlt und gehSiig begrenzt ist 
Sicherheit Klarheit und Zusammenhang des Wissens, Fähigkeit seiner 
Anwendung auf die Lösung toh Aufgaben, zugleich aber das Maß der 
Gewandtheit in der Darstellung könnte dabei in höherem Maße aufge- 
wiesen und erkannt werden, als bei der Auflösung einer bestimmt ge- 
stellten Aufgabe. Es würde insofern eine Erleichterung eintreten, als 
das Gelingen der Arbeit nicht in gleicher Weise von der Kenntnis 
irgend einer Einzelheit des Wissens, von der Sicherheit des Rechnens 
abh&ngm wttrde, die doch oft genug auch bei sonst Tertißlichen 

1) A. a. U. S. 129. 

2) Matbematibobe Aufgaben (2 Teile und t Teile LOtongen). Leipzig. 
C. A. Koch. 
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Bchfilern durch die Aufregung der Prüfungazeit Einbuße erleiden, l ud 
t'H kiiine noch eines hinzu. Wohl jedem Lehrer der Mathematik wird 
es einmal oder öfters voiLifkoiimi* n x-in. daß ein Scliüh^r, der durch 
die Klarheit und Sicfierlu it sninei sclirittlicheu Arbeiten seine vollt- 
Znl! ledenheit erworben hat, in '^M iveiteprüfung an der Khppe des 
deutschen Aufsut^es strandet, dessen Anfordernntren an Oedankengebalt 
und Gewandtheit in der Erörterung er nicht genügen konnte. Liegt 
dann die Neigung nahe, den Schüler als geistig unreif auf der Schule 
zurii<'k/uhalten, so geschieht ihm doch, gewiß nicht immer, aber des 
öfteren üurecht. Seine Verstandesausbildung braucht keineswegs hinter 
der anderer zurückzustehen, die im deulHihen Aufsatz erfreulichere 
Leistungen aufeuweisen haben, sie betätigt sich nur dem (t; danken- 
kreise entsprechend, in dem er sich mit Vorliebe bewegt, das eine 
Mal ausreichend und normal, au anderer Stelle gchwerfaihg und 
mangelhaft. Nicht feiten würde }>ei solchen Prüt'iingeu der Ausfall 
im deutscheu Aufsatz weniger scliwer in die VVagschale fallen, wenn 
dieser Teil des Examens in der Mathematik ein befriedigendes Ergebnis 
gehabt hätte. — ■ Um die andre Seite der Zielleistung, die ToUständige 
Durchführung einer Aufgabe in rechnerischer und zeichnerischer Ke- 
ziehung, wird der Streit der Meinungen nicht groß ««ein. Vielleicht 
wird zumeist die Sorge Ausdruck finden, daß solcher z\ufgaben im 
Bereich der Lehraufgaben keine große Auswahl sein NNerde, ein Ein- 
wurf, der freilich auch gegen die vorgeschlagenen Gesamtdarstellungeu 
gemacht werden mag. Natürlich würden zu viel Schwierigkeiten ent- 
stehen, um so größer, je eiliger und allgemeiner die Vorschläge Ver- 
wirklichung linden stdlteu. Aber mit dem Hineinwachsen des Gedanken- 
kreises in ihre Absichten wird doch eben der Lehrstoff selbst und das 
Aufgabenmaterial eine Umwandlung erfahren, die diese V^erlegenheit 
heben dürfte. Verbindung planimetrischer Konstruktionen mit trigono- 
metrischer Berechnung, stereometrische Konstraktionsaufgabeii, die 
zugleich sMithetische und analytische Lösung einer Aufgabe aus der 
Lehre der Kegelschnitte, die graphische und rechnerische Lösung eines 
Systems von Gleichungen wird das Nötige, wenn nicht mehr, liefern, 
ünd wie freudig begrüßt man die Forderung, im mündlichen Examen 
mehr das Verständnia als die Einzelheiton der Kenntnisse zu prüfen! 
Wie freudig könnte man sie begrüßen, wenn sie nicht so sdiwer zn 
erledigen wäre. Sie ist in letzter Zeit auch von anderer Seite gestellt 
worden.') Ihre Erfallung erstrebt jeder Mathematiker und seiner 



1) Fttr die SchiüpfflfiingeD in der Chemie verlangt A. Ofiatbart, 0er 
chemiiche Untemcht als pbilotophiecber Unterricht (Beilage sam Jhrb. 1906 de« 
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Au^be sich bewnfite Examinsior. Aber eixunftl, den Ettand der 
Kenntnisse, ihre Klarheit und ihre Sicherheit, ihren Zueammenhang und 
ihre BegrOndnng an erforschen, ist doch muk die Aufgabe Tomehmlich 
einer mtlndlicher PHIfimg. Ganz von ihr abaensehen oder auch nur sie 
m Nebenaaehe an madien, geht nicht an, so sehr auch das Bestehen 
auf nebensächlichem Detail yon Übel ist Doch daTon abgesehen, ist 
die PrOfungy die auf Feststellung des VersUKndiiisses abzielt, filr den 
Prüfling nicht leichter. Die Auffassung des SachTeihaltes, nber den 
er urteilen soll, die richtige Beurteilung wie die korrekte Darstelhing 
des Urteiles stellen größere Ansprüche an ihn, als wenn er sich nur 
über den Besitz von Kenntnissen auszuweisen hätte. Den Ansprüchen 
zu genügen, hindert ihn zudem die Bedrängnis seiner Lage nach seiner 
Individualität in höherem oder geringerem Maße. Aucli die Geschicklich- 
keit des Examinators kommt in Betracht, l)ci der Autiwalil der PVagen, 
bei ihrer l-"ürmg«'biuig, bei der Art, wie er auf die vielleicht unvoll- 
stäudigen Ausführungen des Geprüften ein<i;elit, aus ihr die richtigen 
Vorstellungen und (TedaiikfUf^iiiige erkenui, i lirer weiteren, klaren Ent- 
wicklung behilflich ist. E.h gehört in d( n liaimien der hier besprochenen 
iteform, daß ein solcher Vorschlag g^ maclit wird, seine Verwirklichung 
dürfte von allen am meisten zu wüusehon übrig lassen. 

l>enn sicherlich, die Vorschläge der Unterriclitskomniission werden 
nur alhnuhlich, nur teilweise, nur annähcningsvreise ms Lehen treten. 
Konnten wir in ihnen eine dankenswert* Tat erl)lieken, dankenswert 
weniger wegen des völlig Neuen, das sie bringen, als deswegen, weil 
vielfach als empfehlenswert Erkanntes zu einem zusammenhängenden 
Gauzen verschmolzen, von sachkundiger und maßgel>euder Stelle als 
das bezeichnet wird, wjis für die Weiterentwicklung des Unterrichts 
f()rderlich und notwendicT ist, was dazu dienen kann, ihn „au die 
moderne Aufgabe der iSclmle anzupassen*^, „der stetig wachsenden Be- 
deutung der Mathematik und ihrer Methoden für unsre Gesanitkultur 
Rechnung zu tragen", iind k()iiiiten wir die Ausführbarkeit fast in 
allen ätücken als möglich bezeichnen, so ist diese Ansicht durchaus 



Bg. sa Bannen) S. 8: „Ea sollen auch hier die Prüfungen moht die Menge de8 
eingeheimsten EiuzclwiBsrns über chemische StofTc fcHt^tolleii, sondern nur dfn Grad 
deg erworbenen Tnteres.ses, d Ii die Fähigkeit des Srhiil»*rHi, netre, ilun uubekannte 
chemische Vorstellungen iu soiu theoretisches System cinzuordueu." 

1) Jener Soholrat war ganz im Redht, der dea in geächichisphiloeopbiiohen 
BrOctsroiigeB rieh ergehenden Enminator nnfforderte, Sctdachtendata wa fragen, 
and der ein andermal die Frage, unter was fQt einem Baum Aogostin die Stimme 
Gottef vernommen habe, selbst dahin beantwortete, a^etwegen konnte e« ein 
Apfelbaum'' gewesen aein. 
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mdii imwidenproehfliiL^) Und „daa ist wobl luitllrUch; denn flir filiere 
Lehrer ist es keixie leichte Aufgabe, einen gewohnten und lieh gewordenen 
Weg pldtslidi SU Terlaeten und einen gins neuen einsnseUagen.^^ 
Aher die VorBchlige stehen ja durchftns im Stadium der Diskussion» 
sie SU einer hindenden Yorsclurift dnroh amtliche Verordnung zu 
machen, wflnsch^ selbst ihre Vater nidii Was zunächst Not tut, der 
praktische Versuch ihrer Durchführung an geeigneter Stelle, das ist 
in die Wege geleitet Damit ist man ein gut Stück Toran gekommen. 
Die Beobachtungen und Erfohruugen, die so gesammelt werden, werden 
Hilfiimittel schi^en, die fQr die Verbreitung in weiteren Kreisen eine 
Vorbediiiguiig sind, geeignete Lehrbücher und noch mehr eine geeignete 
Umgestaltung des Aufgabenmaterials. Beide sind der Schüler wegen 
unentbehrlich, beide werden dem Lohrer nützlich sein und ilinj die 
Arbeit erleichtern. Sie werden vielleicht im einzelnen auch noch manche 
Umänderunt? der Vorschläge bewirken, deren Wert aber nur durch die 
Erprobung nu UnteiTicht erkannt werdeu kauii. Nebenher aber wird 
eine vielseitige Hesprechuuj^ in den Kreisen der Fachgenossen die 
grundlegenden Gedanken immer mehr verbreiten, vor allem bei den 
jüngeren, die in den Beruf des Lehrers eintretend dem Neuen noch 
unbefangen gegenüberstehen und zu dessen Aneigung unbedenklicher be- 
reit sind. Nachhaltig nnd fruchtbringend werden die Wirkungen zweifel- 
los sein, vergeblich wird die Kommission nicht gearbeitet haben. 

Nordhausen^ Jan. IdOü. 



Die Frage der Einführung der Inftnitesimalreciinimg in den 
MittelBohnlunteniolit vom österreichiscliui Standpmikte.*) 

Von E. CzuBEB in Wien. 

Hochgeehrte Anwesende! Das IVogramm unserer regelmäßigen 
Zusammenkünfte gelegentlieh der NatuifoTScherrerBammlnngen nnd anf 
den TOT bald einem Dezenninm ins Lehen getretenen Mathematiker- 
kongressen hat Aber rein ftchwissraschaftUehe BestrehnngMi hinaus 
eine sehr wichtige nnd dankenswerte Bereichening erfahren durch die 
Einbesiehung von Unterrichtsfragen. Seit einer Reihe tou Jahren 
sind derlei Fragen, alle Kategorien der mittleren nnd der Hochschulen 

1) Z. Ii. AusführuDgi'ii des Professur K. Böhm in der Dezemberntzung 1906 
der Berliner GymnasiallehrergeflcUschail. (TUgl. Rundschau lUOfj Nr. 597.) 

2) A. Waldfrk. Zeitschrift für das ClymnasialweBen, 48. Jhrgg. S. 737 

Si Vortrag, gehalten gelegentlich der 77. Versammlung Deutscher Natur- 
fozaoher und Ärate in Heran am S5. September 1905. 
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betreffend , sn eingehrader und vielseitiger Erörterung gekommen, zu- 
mnBt unter Bezngnalmie auf die Verhältnisse Deutschlands. Wir sind 
dieien Aiuf&hnuigen teils in persönlicher Teilnahme an den Verhand- 
hngsn, teils durch stetige Wahmehmtii^ der daraus «rwachsenen 
Liierafcor mit grSfiter Anfinerksamkeit und lehhaftem Interesse gefolgt 
an dem anderwärts Erreichten und Angestrebten unsere eigenen Schul- 
mhältoisse prüfend und messend. 

Sine dieser Fragen hat nun in der letsten Zeit bestimmte Formen 
and durch ihr fast gleichzeitiges Auftreten in verschiedenen Ländern 
ein GepiSge angenommen, das sie fShwt das Niyeau der persönlichen 
Sinzeibestrebung hinaushebt und als das Ergebnis eines historischen 
Weidegianges erkennen läßt: es ist die Frage nach einer zei^mäfien 
Umgestaltung des maüiematisdien Unterrichtes an dm höheren Sdiulen. 
Hit sie in Frankreich eine der allgemeinen Beachtung höchst wQrdige 
IiSsuDg bereits gefunden, so scheint sie sich in Deutschland, wo die 
Wegs durch die neuen preußischen Lehrpläne von 1901 g^bnet sind, 
der Lösung su nähern. 

Ihn wird es unter solchen Umständen wohl TCrständlich finden, 
wenn wir die uns beglückende Gelegenheil^ da nach dreijähriger Pause 
die XatorfoischerTmammlung wieder auf österreichischem Boden tagt^ 
wshmehmen, um zu der erwähnten Frage von unserem Standpunkte 
sss Stellung au nehmen und in die Bewegung, die auch bei uns bereits 
Boden gefisßt hat, in der Absicht auf die HerbeifBhrung eines glück- 
lidien Yerlanfes einxugreifen. 

Den Bethörden, die in UntenichtsaDgelegenheiten das letzte ent- 
scheidende Wort zu sprechen haben, ist in unsere Versammlungen — 
das wird kein Einsiditiger mehr bestreiten können — eine beratende 
Stimme Ton hohem Wert erwachsen: schon in der Zusammensetaung 
SOS Vertretern der Wissenschaft und der Schule liegt eine Gewahr filr 
die allseitige Beleuchtung auftauchender Fragen, und die Freiheit der 
Iteinnngsäußenmg, die uns hier gesichert ist, Termag den Wert des 
Urteils nur zu erhöhen. 

Beror ich zur Sache selbst übergehe, möchte ich mich auch für 
uBsereD Teil der Bitte anschließen, mit welcher Geheimrat Klein sein 
vorjähriges Referat auf der Breslauer Versammlung geschlossen hat 
und die mviaUs nmäandis dahin gebt, unsere Unterrichtsrerwaltung 
möge dffin, was wir nach reiflicher Erwägung als im Literesse dw 
fortsdneitoiden Entwicklung unserer Schulen gelegen befinden, ernste 
und wohlwollende Prüfung zuteil werden lassen. 
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1. Historisclier Büokblick. 

Um eine WOzdigong des hentigeii Standes zu ermSglioben, sei 
mir gestattet, ein knappes Bild TOn dem Entwicklnng^^&ng des matlie- 
matiseheu Unterrichtes in Österreich wfthrend des Torigra Jahrhnndearts 
za entwerfen. 

Ich beginne mit den ünivemtäien, weil die Zustande an diesen 
bis zn einem gewissen Grade maBgebend sein mußten lElr alle anderen 
Schulgattungen, und stütoe mich dabei auf Daten Aber unsere swei 
filtesten Universitäten, die Prsger und die Wiener.*} 

Um es gleich mit dOnrsn Worten su sagen, stand hier der mathe- 
matische Unterricht bis zn den fün&iger Jahren auf einer recht be- 
scheidenen Stufe; die groBen Errungenschaften auf dem Gebiete unserer 
Wissenschaft am Ausgange des 18. und in der ersten Hälfte des Torigen 
Jahrhunderts gingen an unseren UniTcrsitäten wahrend jener Epodie 
spurlos Torttber. 

Zu Ende des 18. Jahrhunderts nmfafite die „Philosophie' drei 
Jahrgänge; die Mathematik hatte hier an der Wiener Universität fol- 
genden Lehzplan: 

1. Jahr: Elementar-Mathematil^ nach Kästners Anfangsgründen^; 

2. Jahr: Angewandte Mathematik, nach dem gleichen Lehrbuche; 

3. Jahr: Praktische Geometrie, Trigonometrie und höhere Mathe- 
matik, nach Karstens LehrbegriE*) 

Die Elementarmathematik war obligat, die höhere jedoch nur für 
solche verbindlich, die nach snrackgelegten philosophischen Stadien 
sich femer dieser Wissenschaft su widmen gedachten.^) Diese Ver- 



1} Featscfariflen, welche die Senate genannter Universitäten aua Anlaß des 
5€jfthrigm Begi«nuigqttbilftams des Kaisers 18S8 veranatBltoteu. — BecQgUch der 
Wiener Univomitftt standen mir noch Aafseichntiogen zur VerfOgong, die kih der 

Güte des Rcctor magn. Hofratos Prof. Dr. F. Schindler verdanke. 

" Allfangsgründe der Arithmetik, Geometrie, ebenen Tind sit^üri^rhen Tri- 
güuüiiit iric und Perspektiv. Abgefaßt von Abrnhani Gottheit KuhUier. Göt« 
tingen, im V erlag bcy Yandeuboek und iiuprecht. 1792 — 1797. In 4 Teilen. 

8) Lehrbegriff der gesamten Ifathematik. Aufgesetet von Wencesl. Joh. 
Gvstav Karsten, der Phil. Doktor, der Mathem. PtofSessor nnd dorOnixfl. Baje- 
risdien Akademie (!>'r Wissen schiifton :\Iit</lied. Oreiüiwald, gedruckt und verlegt 
▼on Anton Ferdin. Hübc. 1767 — 1775. iu 7 Teilen 

4) Die ElemeTitarmathematik ruhte itt Prag vou lsu4 bis- 7.nr Reorganisation 
in den Händen vun L. J andern, die höhere vou ld27 bis über jene Zeit hinaus 
in den H&ndea J. "Pk. Kuliks. — An der Wiener Univenilftt lehrten in der enten 
Hälfte des Jahrhunderts Elementazmathematik: R. Döttler, J. Bant sohl, 
J. Appelta u >r, T. L. Madloner, W.Bauer, J. Jenko, J. Salomon; höhere 
Mathematik: F.v. Kesaer, A, Burg, J. Hantschi, J. Appeltaner, A.v. Ettings- 
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iiiiitnisse blieben ira Wesen bis zur Thunschen Reform bestehen, nur 
daß das ])hilosophisclie Studium später auf zwei JahrgiLnge reduziert 
wurde und daß die unterlegten Lehrtexte wechselteu. ') Als ein Fort- 
schritt muß es schon vermerkt werden, wenn Kttingshausen von 
1828 an die freie Yorlesimg über höhere Mathematik nach eigenen 
Heilen balt, wenn J. Littrow 1885 seiner Vorlesung über höhere 
Matbenwtik eine Übersetsnng von LaeroiV Lebrbuch der Differenz 
tial- und Integralreehnnng und der Vorlesung über Mechenik Poissons 
^TfoHe de meoamqwf^ zugrunde 1^ and spater der ersteren Vorlesung 
ein selbsirer&ßies Buoh widmet, dem Ton 18B8 ab aucli PetzTal 
seinen Unterricht anpaßt. 

Von 1783 (Prag 1784) ab war ffir die Mathematik die deutsche 
Vortragssprache bestimml^ 1804 jedoch mit Hofdekret auijgehoben und 
wieder die lateinisehe eingeflQhrt worden, die «st 1824 abermals der 
deutschen gewichen ist. Nach Beif^nossischen Angaben und auch 
nach den unterlegten Texten au achliefien, bew^;ten sidli die matke- 
matisefaen Vortrige auf einem sehr dauentaren KiTeau und entsprachen 
auch fonnell keineswegs den Anforderungen, die an diesen Unterricht 
heute an der Mittelschule gestellt werden. 

Mit der erwähnten Reorganisation vom Jahre 1849 tritt ein völliger 
Umschwung auf mathematischem Gebiete ein. Die Elementarmathematik 
als solche verschwindet vom Lehrprogramm der Universität, und es ent- 
faltet sich bald eine reiche wissenscbaftllohe Tätigkeit; neben den an- 
gestellten Professoren, die sieh auf die grundlegenden Gebiete vor^ 
nehmlich verlegen, beteiligen sich l^ivatdozenten an dem Unterrichte, 
und das Prognunm nimmt durch Einbeziohnng der verschiedensten 
Spezialgebiete jene Gestaltung an, die den heutigen Studieubetrieb an 
den Universitäten kennzeichnet-) Damit kommt auch die Aosbüdung 

hansen, J. Littrow, J. PetzvHl. Pit- ^'loßu ZaM >ler Dozmtcn erklHrt sich 
MM der wiederholten Notwendigkeit der Teilunrr der sehr zahlreichen K(dle<ri('u. 

1) Für die Eleraeatarmuthcmatik dient«; spater ein einheimisches Werk als 
Toriage, uKmlieb: EUmmtomm MaOutem pwrae pon prima, conivneR« Mgebnm, 
«f jNMV äUera, continaw Oeemetriam, Trigottometriam €t 5ee(UHM« eontem. Ävelon 
Tg. Appel tau er, in Universiiatr Virnneiuii Math. Pf^. publ. et ordin. Viciutae «t 
l'ergesti, apud Josephum Ci istinger, 1, 1817. 

2^ Zur Kennzeichnung dieses Eutwickiiingsprozesses sei das erstmalige Auf- 
treten einiger wichtigen SpeaialkoUegien nebit den Nfam«n der Dosentan angefähii: 
hntqini^B linearer Diffeientialgteidrangen (1849/60, Petsval), Neuere Methoden 
der Geometrie (1850, R. 0. Jacob i), Theorie der kmmmen Linien und Flachen 
xweiten Grades (1850/1, Scliftiib'i, Tbeori© der elliptischen Funktionen fis^'l 2. 
G. Rosen hain), Variationsrechnung {l^hi, Pctzval). Neuere Geometrie (l»68/4, 
J. Frischauf), Zahlentheorie (1866/6, Frischauf), Funktionen einer komplexen 
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der Lehrer der Mathematik in ganz neae Bahnen, worfiber gpäter noch 
einige Bemarknngen folgen werden 

An den jxtljfieehmaeiien ScJndfH, mit deren Gründung in Österreich 
an Beginn des TorigNi Jahrhunderts in Pr^ und Wien') der Anfy.iig 
gemacht wnrde, war der Mathematik, insbesondere der höheren, Ton 
Anbeginn eine berorzugte Stellung eingeräumt, und ich kann mit Be- 
friedigung konstatieren, daß sich diese Tradition bis in die Gegenwart 
erhalten hat: bei Lehrenden und Lernenden steht die Überzen^ng 
fest, daß die Mathematik die Grundlage bildet für jeden wissenschaft- 
lichen Fortschritt auf technischem Gebiete. Schon in dem ersten aai 
die Gründung einer polytechnischen Schule gerichteten Plane Gerstners 
war in dem höheren der beiden projektierten Kurse die Mathematik 
mit drei Professuren, darunter auch eine für Astronomie, veitret^ 
Die Verfassung des k, k. polytechnischen Institutes in Wien vom 
Jahre 1818 setzt im Lehrplane die b(>here Mathematik mit je zwei 
Vortrags- und einer Übungsstunde täglich durch ein Jahr an. Um die 
hierfür erforderliche Vorbildung zu schaffen, gingen des: „Tedmischm 
Abteilung'' des Institota zwei VorbereitungeklaBsen unter dem Namen 
„Realschule'' voraus, in welchen die Elemente gelehrt wurden. Bald 
aber «teilte sieh die Notwendigkeit berans, bdc^ solchen den Zutritt 
zur Technischen Abteilang zu eröffiien, die nicht den Weg fibw die 
Bealschule genommen, und so wurde denn 1819 eine Pirofessur der 
Elementarmathematik enichtet, die bis Uber die Zeit der Errichtung 
der modernen Bealschnle hinans, bis aur Reorganisation der tecbnisehen 
Lehranstalten nach dem Fachsdiulsystem im Jahre 1865, aufrecht blieb. 
Nur erhöhte sich in der spateren Zeit ihr Programm, indem es an daa 
Lehrziel der Realschttle und des Gymnasiums ansohlofi^ und es ist be- 
zeichnend, daß 1864 unter dem Titel JSIemattarmathematik gelesen 
wurde: Algebraisehe Analysis mit Inbegriff der höheren Gleicbungeoy 
sphSrische Trigonometrie, analytische Geometrie der Ebene und des 
Raumes und Elemente der IHffereinUal- und IfUegrtdredmung. Ein viel 

^'ariablpn 'IHCf. 7, fJ. ßlazekV Aiialytlsclu' Geometrie der Kegt'lficlinitte nach den 
neueren Methoden (1868, 0. Stoizj, Determinanten riSCO/TO, Stolz"), Potontial- 
theorie (1873^4, H. Strcintz), Funktionenlebre (1876, Boltzmann), Geschichte 
der MathemRtik (18>^0, V. Seraaw7),>. Gfafimanns Anadshanngilehn (1887/i« 
O. Kohn), Yenieheningimathematik (1890/1, Seraawy). 

1) Kach dea Programmen etc. des k. k. polvtcchniächen Instituts in Wien 
und des atilndigen polytechnischen Instituts in Prag, femer den Schriften: „Daa 
stUndistli -polytechnische Institut zu Pra^', von Dr. C. Jelinek, Prag 1866" und 
„Das k. k. polytechnische Institut in Wien, »eine Griiudung etc. von W. F. Exner, 
Wien 1801''. Die auf Prag bezüglichen Behelfe sind mir durch die Güte des 
Seelor wutgn. Prot. W. Rippl sogänglich gemuckt wordm. 
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vdter mehendes Programm wiw die Lehrkanzel der hShmn Uathe- 
nttik wai, nämlich die Theorie der Fonktionen einer und mehrerer 
YviAhlen, Differential- und Integialiechming nehet der Infiniteaimal- 
geometrie ond den Elementen der Yariationerechniuig.^) Dieee Gnmd- 
lüge eind bis auf den heutigen Tag erhalten geblieben, nur daß sidb 
der Inhalt der Vorleaimgen den Fortachrittoi der Wiesemichaft und 
dea BedOrfiiieBen der Technik ent8]»rechend entwickelt hat 

Einer Vorlesung muß ich noch besonders ErwShnung ton, die 
1885 an der Wiener Technischen Hoehschule eingeführt worden ist 
md, soriri mir bekaonf^ auch anderwärts Nadifolge gefunden hat. Um 
Bimlich den Chemikern ein abgeschlossenes Maß mathematischer Bildung 
n gewShren, ist ein TierstOndiges Kolleg wShiend der ersten awei 
Stediensemeeter Aber die Grundlehzen der höheren Mathematik ge* 
lehaffen worden, dessen Hauptteil die Elemente der Infinitesimalrechnung 
aannacben. Ich selbst halte dieses Kolleg seit 14 Jahren und hatte 
10 vielÜMshe Gelegenheit, zu beobachten, wie sich die Abiturienten 
tnsezer Hittelachulen zu diesem Lehrstoff stellen. An der Wiener 
UnlTenitit ist spater gelegentUoh der Einbeziehung der YersichernngS' 
tsdmik ins Lehrprogramm eine Shnlkdiey aber weniger umfangreiche 
Yalesnng eingeflihrt worden, die sich auch für die Bedfirfiusse der 
Naiuihistoriker und Chemiker als zweckmäßig bewährt hat. 

Man darf wohl sagen, daß die polytechnischen Schalen in der 
ersten Hälfte des vorigen Jahrhunderts auf mathematischem Gebiete 
den üniversiföten vielfach vorangingen, und no<^ weit über die Re- 
organisation von 1849 hinaas bestritten Universitätsstudierende, wenig- 
stens in Prag und Wien, ihren Bedarf an mathematischen Kollegien 
gern zom Teil an den dortigen Technischen Hochschulen. Auch iu 

1) An dem Piager Institut haben die YerhUltnisBe einen ganz anderen Ver- 
lauf genommen, wohl haaptsächlich wegen der organisclien Verbindung, in der es 
ursprünglich mit der philosophischen Fakultät stiind; hior, wo der Begründer und 
erste Direktor des Institut«, Gerstner, zugleich ProiesHor der angewandten Mathe- 
Batik war, sollten rieh die Bohrer ihre mathematiscbe Bildung holen. Dwnun 
batle das Pkager hastitat anfftngtich nur Yorlesiingen über ElanentarmatheniatiV, 
und auch für diese in Verbindung mit praktischer Geometrie wurde eine eigene 
Lehrkanzel erst 183'.i sy8tenii.siort. Zu einer Vertretung der höheren Mathematik 
kam e«« aber erst 18;')2, naciuieni vorher wiederholt du' Nntwendi^keit einer Lehr- 
kanzel dieses Faches dringend dargestellt worden war. Bei der lieorganisatiou 
aadi Ficluehnlen entfiel die Elementarmathematik als soldie und ging in einen 
voabweitenden Kurs Aber wie in Wien. 

Bis lor Reorganisation von 1865 lehrten Mathematik in Prag: A Bittner, 
Chr Doppler, J.John, J.Parti, M. Sluka, W. Matzka, K. Kofistka, 
K. Jelinek, .1. Liehlein; in Wien: T Hantschl, J. Salomon, A. Burg, 
Schulz V. Strafinicki, J.Kolbe, F. üartner, S. .Spitzer. 
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dem Anstauscli der Lehrkräfte bestand und besteht noch heute zwisdhen 
beiderlei Anstalten auf mathematiseheni Gebiete ein reger Verkehr. 

Wenn ich nun su unseren MiUdacJadm ttbergehe, welche die im 
Mittelpunkte meinw Ausftlhrungen stehende FVage in erster Linie an- 
geht, so mögen rorerst einige Bemerkungen allgemeiner Natur gestattet 
sein. Unsere Schuloiganisation hat in manchen Punkten von Anfimg 
an Wege eingeschlagen, welche die spatere Entwicklung sls richtig 
und zweckmäßig bestätigt hat. Ich zähle dahin die gegenflber Deutsch- 
land günst^re Stellung der beschreibenden Naturwissenschaften und 
der Physik in den Lehrpläueu beider Schulkatsgorien ; die zweistufige 
Gliedemng des Unterrichts in diesen Fächern, die sich der mit dem 
• Alter der studierenden Ju<^eiid fortschreitenden geistigen Entwicklung 
Torzüglich anpaßt; die auf eine tüchtige Ausbildung des räumlichen 
Anschauungs Vermögens gerichteten Einrichtungen der Realschule. Wenn 
also an eine Keform des mathematischen Unterrichtes gedacht wird, so 
entfallen für uns manche der erschwerenden Umstände, die sich in 
Deutscblnnd an diesen Gedanken knüpfen, wo insbesondere die biolo- 
gischen Disziplinen dringend und mit Recht nach einer Besserstellung 
begehren. 

Ich will ferner hervorheben, daß der Gi-undzug unserer Oesetz- 
gebung auf dem Gebiof«' des MittelschnUvesens dahin gerichtet war, 
die beiden Schulj^attungt-n sowohl iU-m Prinzipe nuoh wie auch in 
betreff der Lehrziele der gemeinsamen l'uterrichtsfäeher einander üu 
nähern; dem Priuzipe uacli insofern, als Gymnasium und Realschule 
zu Vermittlungsstätteu allgemeiner Bildung und zu Vorbereit uugsschulen 
für das ITochschulstudiuni ausgestaltet wurden, die nur durch die Wahl 
des Bildungsstotfes voneinander sich unterscheiden. In der J3crcchtigung.s- 
frage sind wii- — und es ist dies wenigstena zum Teil der ungleichen 
Studiendauer zuzuschreiben — vorläufig erst bei dem Punkte angelangt, 
daß den BeakchUleru, die sich dem Unirersifötsstudium zuzuwenden 
beabsichtigen, gegen früher gewisse Erleichterungen bezüglich der Ab- 
legung der G/nmasialmatura eingenumt worden sind, wogegen die 
Technische Hochschule an die Gymnasiasten bei ihrem Eintritt kaum 
nennenswerte Nachtragsforderangen stellt. 

Noch muß ich einige üntenchiede zwischen unseren und den 
adäquaten deutschen höheren Schulen hervorheben, die fibr die Beur- 
teilung der Sachlage nicht ohne Belang sind. In Deutsehland sind die 
drei Gattungen höherer Schulen neunklassigi und es stehen dem Gym- 
nasium und der Obenealschule in Preußen 259, beziehungsweise 
262 Wochenstimden för die Erreichung des Lehrziels zur VerfOgong. 
Unsere Gymnasien und Realschulen zahlen 8, beziehungsweise 7 Klassen 
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und Terfögen über 194, resp. 214 Wochenstunden.^) Nicht zu über- 
sehen sind die bei uns herrschenden Sprachschwierigkeiteu, femer der 
Umstand, daß die intellektuelle Qualität des Schülermaterials innerhalb 
unseres Staatsgebiets einen minderen Grad von Homogenität besitzen 
dürfte als in Deutschland. 

Nach diesen Bemerkungen allgemeiner Natur will ich nunmehr in 
kurzen Strichen den Entwicklungsgang zeichnen, welchen der Lehrplan 
bezüglich der Mathematik seit der lieorganisatiou von 1849 ge- 
nommen hat. 

Im Organisationstut würfe war der Matliomatik im Uiiteryymuasiuin 
ai> Ziel vorgeschrieben: Sicherheit im Zalilenrechnen, Durchnhnng der 
praktisch wichtigen Rechnungsarten; Kenntnis der geometrisclion Ge- 
stalten, auf methodisch geleitete Anschauung basiert; in beiden zugleich 
Vorbereitung auf rein wissenschaftliche Behaudlung im ObergynDiadum^ 
dem als Lehrziel die Kenntnis der elementaren Algebra und Geometrie 
als streng beweisender Wissenschaft vorgeschrieben war. Angeset/t 
waren hierfür 12 -f 10 Stunden. Befremdlicher weise hatte die Oktava 
keine MatheinatikBtunden; dieser Übelstand wurde schon 1855 durch 
Zuweisung einer Stunde zum Zwecke zosanimenfassender Wiederholung 
gebessert 

Der Gmndzug aller späteren Maßnahmen, zu welchen sich die 
Unterrichtsbehörde auf Basis der geraachten Erfahrungen veranlaßt 
sah, ging dahin, den Lehrplau von dem praktischen Einschlage zu be- 
freien, die rein wissenschaftliche Seite immer kräftiger in den Vorder- 
grund zu rücken, auf die im Orgaiusationsentwurf als möglich hin- 
gestellten Erweiterungen des Lehrstoffs zu verzichten, ja diesen nach 
Möghchkeit unter strenger Scheidung des V\ esentlichcn vom Uuweseut- 
licben zu vereinfaclieu und einzuschränken, von ileni — wenn man 
von der allzu starken Tendenz auf das Abstrakte absieht — unbedingt 
nchtigeu Grundsatze ausgehend, daß ^^cht die Masse, sondern die 
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Kkriieit der Begriffe und der bestimmte und itrenge Zuaammenkuig 
derselben" die Mathematik m einer für das Oyrnnaeinm wertToUen 
Disaiplin machen. Um nur einzelnes anzuftthren, winden die sph&riscfae 
Trigonometrie, die Lehre von den Ketteabrüohen, toh den imbestimmten 
Oleichnngen 2. Ghradee, von den komplexen Zahlen fallen gelassen. 
01eioh»itig erfohr die Stundenzahl eine Ueine Yermehrong nnd betragt 
jetzt 12 + 12 - 24 (gegen 34 in PreuSen). 

Gemäß den fufalicfaen Nebenzwecken, welche der Beobdkufe bei 
ihrer 1851 erfolgten Gründung gesetzt worden waren, zeigte deren 
Lehrplan auch in bezog auf Mathematik einen eigenartigen Zuschnitt. 
Der dreiklassigen Unterrealsohnle war die besondere Arithmetik mit 
ihren bürgerlichen und kaufmännischen Anwendungen, der Wechael- 
und Zollkunde sowie der Buehhaltnng als Lehrauigabe zugewiesen; der 
ebenfalls dreiklassigen Oberabteilnng fiel die wis^uchafHiche Behand- 
lung der Algebra und Geometrie zu; die Stundenzahl war mit 11 + 16 
reichlicher bemessen als am Gymnasium. Dazu kam mit Bücksidit 
auf gewobliche Bedttr&isse und zwecks Ausbildung der Baumanschannng 
ein mit Stunden reichlieh bedachter Unterricht in der konstruktiTen und 
darstellenden Geometrie und dem zugehörigen Zeichnen, 14+10 Stunden. 
In dem Maße, als die Bealschnle zu einer allgemeinen Bildungsstätte 
mit dem Hauptziele der Yorbildung für das hdhere technische Studium 
ausgestaltet wurde, mußten trotz der Vermehrung der Klassen nm eine 
an dem obigen Plane einschneidende Änderungen, will sagen Reduk- 
tionen, vorgenommen werden, und heute besteht zwischen dem mathe- 
matischen Lehrziel der Bealschnle und des Gymnasiums — abgesehen 
Ton der sförkoren Betonung des geometrischen Zeichnens und Ton der 
darstellenden Geometrie — kein erheblicher Unterschied mehr; ledig- 
lich die Grundlehren der Wahrseheinlichkeitsrechnang und die sphärisehe 
Trigonometrie bilden das Plus auf Seiten der Realschule. Dem Rechnen 
und der Mathematik sind hier 12 + 14, dem geometrischen Zeichnen 
8 + 8, beiden zusammen also 42 Stunden (gegen 47 an der preußischen 
Oberrealschule) eingeräumt. 

Die Liiii^aiidnldung war bis zum Jahre 1884 zwisdien Universilat 
und Technischer Hochsdiule derart geteilt, daß Kandidaten der Mathe- 
matik, der darstellenden Geometrie und der Chemie ihre Studien toII- 
ständig an der letzteren absolvieren konntm. Es bestanden zwei ge- 
trennte Kommissionen fHr Gymnasien und Realschulen. Die Tenden^ 
beide Mittelschulen einander zu näheni, f&hrte dazu, auch das PrUfimgs- 
Wesen äußerlich und innerlich zu Tereinheittidien und Universitätsstudien 
wenigstens zum Teil fSr alle Fächer obligatorisch zu machen. Die 
PrfifiingsTorschriften von 1884 und 1897 machen denn bezüglich der 
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Mathematik zwischen Kandidat^ für das Gjnmasium und die Real- 
schule keinen Unterschied. 

Das erste definitive Prüfungsgesetz vom Jahre 1856 stellte bezüg- 
lich der Mathematik am ganzen Gymnasium als Forderung auf: „Sichere 
Ktimtiiis und Durchübung der gesamten Elementarmathematik nach 
ihrer arithiiietisclit'U und geometrischen Seite, (ietibtheit in der ana- 
lytischen Gt'onu'trie und diejenige Kenntnis der Differential- und der 
Elemente der Integralrechuuntr. welche die Anwendunjxeu dieser Uech- 
aungeiij namentlich iür die Physik, zugänglich maiht und für die 
Elementanuathematik ein eindrinsxHihes Verständnis eröffnet." Die 
späteren, oben erwäiintm Vurschriiteu modifizieren die Forderung und 
fassen sie kurz so: „Kenntnis der allgemeinen Arithmetik, der syn- 
liietischen und der analytischen Ueometrie. Kenntnis der Dilfereutial- 
und Integralreclinunu und deren Anvirenduug auf die Geometrie, ferner 
der Elenienie der \ ariationsrechnung. Vertrautheit mit den Grund- 
zügen der neueren Funktionentheorie." Es ist nicht zu leugnen, daß 
dieses Programm die eigentliche Aufgabe des künftigen Lehrers etwas 
in den Hintergrund treten läßt, und noch mehr dürfte dies von seiner 
Durchführung gelten; auch die Frage, ob für das vorbereitende Studium 
nach der elementaren Seite entsprechend vorgesorgt sei, wird kaum 
bejaht werden können; vielmehr sollten die Forderungen, die Herr 
Kollege P. Stackel in seinem vorjährigen Heidelberger Vortrage^) be- 
züglich ucr deutschen Universitäten aufgestellt hat, auch bei uns er- 
erhobeu werden.-) 

H. Die Reformbestrebungen. 

Wenn ich nun zu den unter dem Schlagworte „Einführung der 
Infinitesimalrechnung in den Mittelschulunterricht" vielfach erörterten 
Bestrebungen nach einer zeitgemäßen Umgestaltung des mathematischen 
Unterrichts Stellung nehme, möchte es sich vorerst empfehlen zu 
zeigen, wie sich unsere Mittelschulen zu den Materien bisher verhalten 
haben^ an welche dabei gedacht ist. 

Unsere Lehrpläne sprechen ausdrücklich von Elementarmathematik. 
Daß dies aber nicht in dem Sinne gemeint ist, als dürfte es sich nur 
um die Eigenschaften nnd Gesetze starrer Zahlen- und Kaumgebilde 

1) Verhandl. des „HI.iateru.Matbeiu.-Kougr.'' zuHeidelberg 1UU4. B.lr. Teubuer, 
1905, S. 608 — 614. 

2) Ad der Wiener Tecbnischen Hoehachule hielt vor der UmäiideTaiig der 

Prüfaiigsvorsohriflen (1884) J. K o 1 b e durch eine lAnge Reihe von Jahren Vorlesongen, 

die den Bedürfnissen der Lehramti^kandidaten angepaßt waren und der methe- 
disrhfii Behandlung verscbiedoupr Zweige der Scbulmathematik galten. 
jAbi»ib*riclit d. Daatocbeu Hatliem.-Vereloignng. XV. Heft t. 9 
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handeln, geht ans den zagehörigen „Inetniktionen*' hem»*, die an zwei 
Stellen, bei der Trigonometrie nnd bei der analytiechen Geometrie, von 
▼erlnderlichen und Toneinander abhangigen Gi^Ben sprechen. In der 
Tat laßt sich ein sachgemäßer Unterricht innerhalb der abgesteckten 

Grenzen, auch im Gebiete der Arithmetik, nicht wohl denken, ohne 
daß die Vorstellungen der Veiänderlichkeit, der Abhängi(;keit und der 
Begriff des Grenzwertes herangezogen würden; und damit ist der 
Funktionsbegriff schon gestreift Ja, der entsch^dende Schritt in 
dieses Gebiet ist eigentlich schon getan, sobald man tou beiumderm 
Zahlen zu allgemeinen übergeht. 

Sehen wir nun zu, wie dies im einzelnen durchgeführt ist. Ich 
greife zwei von den an den Oberklassen unserer Mittelschulen viel 
verbreiteten i.eln bücheru heraus, daf? eine für den arithmetischen, das 
andere für den irponietrischen Lehrstoff. 

In dem ersteren treten Betrachtungen, die man als in dos Geliiet 
de] Funktioaentheorie gehörig zu klassihzieren hätte, au folgenden 
Stellea auf: 

§ 99 — 102. Im Anschhisse an die Lehre von den ürüclieu wird 
Über „Unendlich große und imendlich kleine Größen und Grenzwerte 
der Veriinderliehen" gehandelt und bei dieser Gelegenheit der Fujiktirtiis- 
begiill aij<tl\ tisch eingeführt. Es wird auch schon von einer Einteilung 
der Funktionen gesprochen. 

§ 105 ist bei dar Erklärung des Verhältnisses zweier inkommen« 
surablmr Größen nnd der daran geknüpften Einführung der irrationalen 
Zahlen von „gegeneinander konvergierenden Reihen'' and yon ihrem 
gemeinsamen Grenzwert die Bede. 

§ 158 wird das Yolialten einer Potenz bei nubegrenzt wachsen- 
dem Exponenten yerfolgt. 

§ 155 kehrt die Betrachtang tou § 105 wieder bei dem Nach* 
weise der Irrationalitit Ton Va, wenn a nicht die wte Potenz einer 
ganzen Zahl ist. 

§ 157 wird die Stetigkeit des Systems der reellen Zahlen erwähnt 
§ 197 wird der Sinn von logoo und logO erklärt 
§ 208 weiden einige Eigenschaften des quadratischen Trinoms 
angefahrt, doch typographisch eis von untergeordneter Bedeutung für 

den Unterricht gekennzeichnet 

§ 227 gibt die Erklärung der Konveigenz ond Divergenz einer 
unendlichen Reihe und untersucht die geometrische Reihe daraufhin. 

In einem Anhange werden die Begriffe des Maxiinunis nnd Mini- 
mums allgemein erläutert und die Ermittlung solcher Werte für die 
,^nnktion zweiten Qrades", worunter hier eine gebrochene Funktion 
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mit quatlratiscbem Ziiiiier uBid Nenner rerstauden ist, auf algebraischem 
Wege vorgpnoinracn. 

Das andere Buch tut dos l-\iiiktionshetrriff«»s nur an den beiden 
durch die ..Instruktionen" Torgezeichneten Stellen kurze Erwähnung, 
einmal i ISti i hei der Erklärung der Winkelfunktionen und das zweite- 
mal 219) aus AnlaB der Erklärung dessen, was mau unter „Glei- 
chung einer Linie" versteht. 

Es dürfte keinem Widerspruch begegnen, wenn ich sage, daß auf 
diesem Wege eine Vertrautheit mit dem Funktionsbegriff nicht erlangt 
werden kann; ja, mir kommt vor, als ob diese gelegentlichen kurzen 
Einstreuungen eher als eine Störung denn als eine Förderung des 
ünterrichtsganges empfunden würden, und ich glaube, daß ihnen in 
dieser Form Ton Lehrern, sicher aber Ton öchüiem eher au^^ 
wichen wird. 

Bevor aber an die Einführung der Elemente der Infinitesimal- 
rechnong oder in (fer Einschränkung, in welcher ich den Gedanken 
unter unseren Verhältnissen als allein ausführbar und ersprießlich halte, 
an die Einbeziehung der beiden grundlegenden Begrifie der Infinitesimal- 
rechnung in den Rahmen des MiUelschuluntenioliies gedacht werden 
könnte, müßten die YorbedingiixigeB hierför geschaffen sein, und diese 
erblicke ich in einer intensive, den g^zen Stoff beherrschenden Pflege 
der Denkweisen der Analysis, aus der sich der B^unktionsb^riff in 
seiner einfachsten Form mit voller Sicherheit und sozusagen von selbst 
anabilden würde. Nicht mit abstrakten Definitionen dürfte der Anfang 
gemacht werdm, sondern mit empirischen, an die Vorgänge im bfliger- 
Uehen Leben und in der Natur anknüpfenden Betrachtungen. 

Einem in solcher Weise neubelebten nnd durchgeistigten mathe- 
matischen Unterricht räume ich willig die versehiedenen Vorzüge ein, 
die Ton bemfenen Seiten dafür geltend gemacht wurden. Durch seine 
AnpasBUi^ an die moderne naturwissenschaftliche Weltanschauung 
würde er sich besser in den Rahmen der durch die Mittelschule an- 
gestrebten allgemeinen Bildung einfügen. Durch die Heranziehung 
leitender Gedankenbildungen führte er einen natürlichen Zusammenhang 
zwischen den verschiedenen Teilen des mathematischen Lehrstoffes her> 
bei ottd erleichterte so dessen Erfassung und Festhaltung, 

So stelle ich mich YöUig auf den Boden des Berichtes, den die 
in Breslau eingesetate tinterriehtskommissiou in der Gesamtsitznng 
beider Hauptgruppen hier erstatten wird und dessen vorherige Kennt- 
Bb ich der Freundlichkeit des Herrn Geheimrats Klein yerdanke. 
Aas voller Übenseugnng trete ich dafür ein, daß der mathematische 
Unterricht an unseren Mittelschulen ans den dort entwickelten Gesiehts- 
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punkten, insbesondere ans dem Gesichtspunkte der ürziehang zur Ge* 
wohnheit des fanktionalen Benkens, am Gymnasinm unter verstärkter 
Pflege des rSomlichen Änschauungsrwmdgens, umgestaltet and so dem 
unaafhaltsamen Fortsehreiten der Knltur hesser angepaßt werde. Ich 
halte dies, wenn dabei hier wie dort mit einer sorgfilltigen Sichtung 
des herkömmlich«! Lehrstoffes TOrgegangen wird, für durchfOhrbar 
trots des beschranktmen Zeitausmafies, das ans zur Yeif&gang steht, 
weil ich in «mer so eingeleiteten Reform nicht nur keine Mehr- 
belastung, sondern eine Erleichterung erblicken würde. Auch bedeutete 
dies keineswegs einen Bruch mit den bisher seitens der Unterrichte- 
verwultuDg bezüglich unseres Faches befolgten Grundsätzen, sondern 
eine natur- und zeitgemäße Fortbildung derselben. 

Einem so abgeänderten Unterrichtsgange gegenüber, der die Jugend 
bis an die Schwelle heranführte, welche die niedere von der höheren 
Mathematik luich üblicher Auffassung trennt und jenseits der die grund- 
legenden Begriffe der Infinitesimalrechnung liegen, erseheint mir die 
Frage, ob dicso Schwelle auch noch mit einem Schritt übersetzt werden 
soll, niclit mehr von so weseutlicher Bedeutunu, Entschließt man sich 
dazu e.s sprechen maiuherlei Gründe dafür und eine erhebliflie 
sachliche Sehwierigkeit läge nach solcher Vorliereituu^ nicht mehr 
vor — , tlanu soll der Schritt mit der gebotcueu \ orsicht und Sorgfalt 
geschehen und zunächst wirklich nur ein erster Schritt bleiben. Denn 
ein weiteres, erfolgreiches Vordringen in dem neuen Gebiet verlangt 
die Ausbildung eines Formalisums, zu der die Mittelschule uötige 
Zeit nicht aufbringt, soll sie der Forderung, die na* h meiner Au- 
scLauuiig eine Hauptforderung ist, genügen, daß sie das tiargebotene 
Wissen durch fleißiges Üben zu einem gefesteten und dauernden mache. 

Mir will nun scheinen, als ob das Verhältnis zwischen den beiden 
Fragen: „Ist der Lehrstoff mit der Funktionsidee zu durchsetzen?" 
und „Sind die Elemente der Infinitesimalrechnung einaufQhren?^ yiel- 
fach verschoben worden wäre zugunsten der leiateren Frage; jedenfiills 
ist nach dieser Richtung Ton manchen Seiten zu weit gegangen worden.') 
Dies ist auch mein Urteil Aber die Aktion, welche im abgelaufimen 



1} Ich weise beispiekwetse auf den AufMti E. Osttingg hin (XJ. Bd. d. 
^JahxMber. d. D. Hftthein.-TeraiB.*S 1902), worin für die Elemente der Infinitenmal- 

rechnung au drn hölieren Kealanstalt'-n mehr als ein Jahr der Uuterrkhtazeit der 
Prima in Vorsrlila^j uTclmicht wird. — Wenu ein Uut**rar!iif^d Lreinarht werden 
öoiito zwischen (iyninasimn und Realschule — wofür ich jedoch uichi eintrete — . 
SO w&re unter nnseren Yerhilltoisseu dM Uefonnbedürfniä bei deu Gymuaäieu ein 
grOfiete«! denn die Stndienrichtnngen, die sich auf nnserar Bealschnle aofbanm, 
schli«ISen ja obndiio silmtlicb die Infinitedmalreehnung ein. 
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Schuljahre in Wien eingeleitet worden ist und über die hier zu be- 
richten ich mich Terpflichtet fühle. 

Die beiden Wiener Vereine ^^Mittdachule'' und i^Die Beeladnile" 
faßten in einer gemeinsamen Sitzmag im Dezember vorigen Jahres auf 
Gnmd eines ansfabrlicben, auf die EinfBbmng der Elemente der In- 
finiteBimalreehnung abzielenden Referates des Scbulrates Dr. K Zabrad- 
nicek den Beschluß, die Angelegenheit durch eine aus Mitgliedern 
beider Vereine zusammengesetzte Kommission beraten zu lassen, die auch 
die Aufgabe hatte, bezfiglich der Einschrlnkungen und Verschiebungen 
des bisherigen Lehrstoffes und der organischen Einfügung des neuen 
Vorschläge auszuarbeiten. Um dieser unter den Vorsitz des fär die 
Sache sehr warm eintretenden Realschuldirektors Hans Januschke 
gestellten Kommission ein Substrat zu bieten, schrieb Zahradnicek 
spater einen Aufsatz'), in welchem er des näheren zeigte, wie weit 
zn gehen, in welcher Weise die Sadie zu behandeln und wie sie beim 
physikalischen Unterrichte zu verwenden wSre. Die Kommission trat 
im Mai mit den Ergebnissen ihrer Beratung vor das Plenum, das aber 
nach langer und lebhafter Debatte, in welcher die gemnchten Vorschläge 
▼ielfacher Bekämpfung ausgesetzt waren, die endgültige Entscheidung 
auf eine spätere Zeit hinausschob. 

Ein Gmnd der ablohnrnden Haltiinfj ist h\ der einseitigen Be- 
gründang der RrfornivorselilÜLfe durch Kiioksichten auf rlf»n physi- 
kalischen Untt rriciit /u erblicken, aus weicher die Absicht lieriiusgelesen 
werden konnte, die Grenzen dessen, was an der Mittelschule noch 
mathematisch behandelt werden soll, weiter hin;nis/,urncken. Gewiß 
würde die Physik aus der oben ^okenir/.eicimeten l intiest;dtnn<i; des 
mathematischen Unterrichtes den t^röliten Nutzen ziehen: die Gewöhnung 
der Schüler an die Verfolgung einfacher Zusammenhänge zwischen 
Teriinderliehen (Jrößen und an ihre graphische Daistellung Inite ihr 
außerordentliche Hilfe. Aber eine stärkere Mathematisierung des physi- 
kalischen Unterrichtes ist im Gedenken früherer Zustände nicht zu 
befürworten. Dagegen erscheint mir die Proposition K. Kleine, die 
mathematische Bearbeitung physikalischer Aufgaben teilweise in die 
matiiematuehen Lehrstunden herttberzuneihnien, empfehlenswert und 
durebfOhrbar; empfehlenswert, wdl daduidh der Mathematik wertvoller 
ÜbuDgsttoff zugeführt und der PhjBik Zeit gewonnen wflrde fOr seit- 
liche Unterweisung.^) 

1) Erschienen im dietgfthrtgen Frognnune der I. Staats •BealBchule im 

iL Bezirke Wiens. 

2) Dem von einer Seite (L-Teeaf , „ZeiUchr. f. d. Rw.*', Jgg. XXX, ;S. 276—285) 
gemacbtSD Vendilage, dsn Übergang zu den Begriffen der Infinitesimalrechnung, 
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Einen anderen Qrund erblicke ieh darin, daß dae von dem Pro- 
ponenten Torgescblaguie Programm zu weit geht. Ich will mich in 
dieser Beziehung auf einige Sohlagworte beBcfaranken, durch welche 
die äußersten Grenzen des Geplanten genügeud gekennzeichnet sein 
durften: Berechnung der Zahl e; neben dem Differentialqnotienten auch 
das Differential^); Differentiation der logarithmiachen Funktion, loga- 
rithmiache Reihen (mittels der Methode der unbeatimmten Koeffi- 
zienten); neben den trigonometrischen auch die zyklometrischen Funk- 
tionen, trigonometrische Reihen; der zweite Differentialquotient; in den 
vorgeführten physikalischen Anwendungen kommen bei näherem Zn- 
sehen weiter Tor: Differentiation znsammengesetzter Funktionen; Inte- 
gration spezieller Differentialgleichungen bis zur zweiten Ordnung; 
Einführung einer neuen Vadablen in einem Integral; Extremwerte mit 
Nebenbedingungen. 

Ich will es freimütig aussprechen, daß ich die Wiener Vorschläge 
in ihrer gegenirartigen Fassung weder der Sache noch der Form nach 
als unmittelbar geeignet erachten wflrde, da: weiteren Verfolgaiig 
Angelegenheit als Basis zu dienen, 

Soll ich aber kurz angeben, wie weit zu gehen mir etwa ratsam 
erschiene, so würde ieh auf Boreis zweiten Zyklus der Algebra, be- 
stimmt f&r die mathematischen Klassen der Kategorien C, D der fran- 
zösischen hdheren Schulra, hinweisen, ein Buch, das mir überhaupt in 
der ganzen Frage großer Beachtung wfirdig erscheint.*) 

• ^ * 

Am Schlüsse meiner Ausführungen angelangt, will ich mir er- 
lauben, meine persönliche Anschauung in folgenden Sätzen zusammen* 
zu&ssen. 

Nidd aus äußeren, sondern aus Gründen NaUo&nUghrit ist 

eine ümgeskäitung des malihemaltktSim Unterrichts an unseren Mittet- 
sMIen, den C^nasien me den Bealsdudenf in dem Sinne jnt emjpfdden, 



ftlia sie emgefUirfe würden, in der Physik zu ToUziehen, kannte ich mich nicht 
anacUicßen. 

1) Man vergleiche E. BoreU Ahßhre, sccond ci/dc, FnBnoto Seite 808. 

2) Die Schulreform hat in Fnuilcretch trotz; der kurzen, seither verstrichenen 
Frist schon eine reiche litcraristhe Tätigkeil im Gefolge gehallt, an der sich auch 
hervorragende Vertreter der Wissenschaft beteiligt haben. Es erschienen: 

Algebre, premier cyde «t Hcond cyde par J&miU Boret JRnru^ A. CoUh 1903. 
Notima de JfatiMiwrti^iM», par Jules Tanner f (»mviee de Notion» hietori- 
tpus pnr Paul Tanucry). Paris, Vh. Delagrave, 1903^ 

Pricis (V Algehre, par Carlo Bourlet. Paris, Hachette, 1904. 
IVaite d'Älgibre, par A. Grevy. Paris, Vuibert et Nony, 1905, 

. kj .i^Lo uy Google 
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^ der hitäierige Ldtrstoff einer aorgßUiffen Sidtiung mäertogm und 
mU (feil Grundgedanken der demeniaren FunlMonenldire hi$ hm gu den 
heidm Fundamentalbigriffen der Jnfinitesimalredmiimg organisA durck- 
Htd werde. 

An die UnierriditaeerwaUung wmre die BUk g» ridUen, sur An- 
hakmmg dieser Beferm eine aus Vertretern der Wissemtkaft und der 
Sdmte gebildete Kommission einsusetsen, mit der Antfgeibe, die Grensen 
des neuen Joffes sorgfälHger Bedaeiitnahme auf die mw Verfugung 
OAesde Zeit und die Fasswngdcrafl der Jugend äbsustecken und seine 
aeedanäßige Gliederung in «tN«m detaHlierien LdurpUme festsusteRen, 

Die UnierridUeverwaÜung wäre femer eu ersudien, die AJbfassmg 
fon leArkkA^m a^ der se gesduiffenen Ba^ mit aßen ihr stu Gebote 
ddmden dßttdn su fordern und die EmfUhrung solcher Ldtrbäeher über 
hegmidelen Antrag der Lehrkörper meulassen. 

Die hierbei gemadtkn Erfahrungen sowie die im Audannde in der 
gUidien Biddung ersidten Erfohje hatten bei weiteren Mafinahmen als 
lUdiisdmur £u dienen. 



fiie Eeformbewegimgen im mathematischen ÜEtemchte in 
den Vereinigten Staaten Nordamerikas. 

Von J. W. A. YoUNG in Chicago, Hl. 

DU Befonnbestrebimgony die sich zur Zeit in amerikanischen 
Msthematikerkreisen f&hlbar rnsehen, sind natflrlich nur im Hinblick 
auf die Terhaltiiissey unter denen sie stattfinden, zn beurteilen. Um also 
den Lesern des Jahresberichts fiber den Charakter, Zweck und walu> 
echeislichen Erfolg der Bewegung zn berichten, ist es nötig, zuerst 
kun die Organisation des amerikanischen Schulsystems darzulegen. 

1. Die allgemeine Organisation des Unterriehtswesens in den Ver- 
einigtm Staaten, £in Unterrichts -Ministerium oder eine zentrale Yer^ 
wsltiing der Unterrichtsangelegenheiten, in der deutschen Auflassung 
des Wortes, gibt es in den Vereinigt Staaten nicht Zwar existiert 
ein «"ünited States Bureau of Education"; mit einem ^'United States 
Commiflsioner of Edncation'' an der Spitxe, aber seine BoUe ist aus- 
ichlieBlidi nitgebend und seine Tätigkeit besteht hauptsachlich in der 
Henuigpibe eines Jahresberichtes (fiber 2d00 große Seiten stark), der 
eine tunfaasende Statistik, sowie besondere Berichte fiber spezielle Punkte 
des in- nnd ausl&ndischen Unterrichtswesens enthali*) 

1) Die im folgenden gemachten ctatiatiachen Angaben sind diesem Berichte 
«atooBUBen. 
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Die wirUidte Yerwaltnng des Schnlwesene bleibt aassehliefilich 
Sache jedes einzelnen Staates, der es wieder zom Teile oder gans 
den Temcliiedeiien Städten und Orten fiberlSfit. Die effektive Ver- 
waltung^ — die Feststellung des Lehrplans, die Anstellung der Lebrer, 

die Verfügung über die ünterriehtsführung im großen und im kleinen, 
— liegt gewöhnlich in den Händen einer Lokalbehörde (School Board). 
In vielen Staaten ist es also sehr wohl möglich, daß zwei benachbarte 
Städte sehr verschiedene Lehrpläne oder ünterrichtsraethoden verfolgen, 
und jeder einzelnen Stadt steht ea firei, ohne Rücksicht aof die nndf rn 
oder auf die staatlichen Behörden, irgend welche Verändenm^orschläge 
ohne weiteres anzunehmen und einzuführen. 

Das Gesagte bezieht sich auf die sognannten „öflPentlichen Schulen", 
(public schnols\ die durch Steuern unterhalten sind, und die, wie schon 
gesagt, gewühnlich von LokalbehÖrden verwaltet werden. 

Neben diesen gibt es eine aiiHehnliclie An/.nhl Privatschulen, die 
durch Schulgeld erhalten werden (^bisweilen aueli teilweise durch Piivat- 
dotatiouen). Diese Schulen sind ganz nnaVdiängig von irgendwelciier 
Keglementieniiig oder Aufsiclit seitens des Staates. Um aiöo einen 
vorgeschlagenen neuen Lehrplan oder neue Lehrmethoden in Kraft zu 
setzen, ist es nur nötig, die Zustimmung einer einzigen Stadt oder 
einer einzigen Privatbchule zu erwirken. Privatschulen mögen sogar 
besonders zu dem Zweck gegründet werden, eine neue Idee /,u ver- 
wirklichen. Man mag mit einem Lehrer in einer kleineu Stube an- 
fangen oder mit einem großen Lehrerkollegium in imposanten Gebäuden, 
falls die nötigen Gelder aus Privatkassen zu haben sind. Nirgend ist 
es also leidkter als in den Vereinigten Staaten, eine pädagogische 
Theorie in wenigstens einer Anstalt in PMxis zu setzen. AnslSnder, 
die die Lehranstalten der Vereinigten Staaten besuchen, und die natfir* 
lieh nach den frappantesten Neuerungen fragen, kommen also ganz 
leicht zn der Ansiebt, dafi man in Amerika immer der letzten Neidieit 
nadilanfe. Vom Lande im ganzen ist jedoch gerade das Umgekehrte 
zu behaupten. Während es relalaT leicht ist, Linien geringsten Wider- 
standes befolgmd, unpendwo eine Schule auftufinden, in der ein neuer 
Lehrplan oder eine neue Lehrmethode ausprobiert werden mag, ist es 
ungemein Tiel schwieriger, eine weitere Verbreitung zu erwirken. Eine 
nennenswerte Anfiiabme eifordwt die Zustimmung toü Tansenden TOn 
HSnn^, Hunderten rerschiedener Behörden. Folglich bewegt sich das 
Land im ganzen langsamer, verhält sieh in Erziehnngssachen mehr 
kouserratiT, als die leitenden Völker Europas. Mui hat in den Ver> 
einigten Staaten nie durchgreifende Änderungen so rasch in allgemeine 
Wirksamkeit gesetzt gesehen, als in den preußischen Lehrpianen für 
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huiiire Schulen von IbJM oder l'.Hil^ dem französischen Progranun für 
lycees von 1002, oder in der lievolution im geometrischen Unterricht.-, 
der in den let/.ton ffinf oder seclis Jahren in ?]ngland stattgefunden 
Iwt Das auierikumsclie Ideal ist die <xi-<»LJto inü<^dir}ie Freiheit für don 
einzelnen, iur die kleine Einheit. In einem so komplexen Ürgaiiismas 
wie da« Unterrichtspysteni einer Bevölkerunix von über aclitziL*- Millionen 
i^t gerade diese gänzliche Freilieit von irgendwelchen staatlichen \'<)r- 
schriften eine Hem'nnnL'' liir die kleine Einheit. Kiue alleinstelieiule 
Shulc darf e< .;iiitji nuternehnien , Reformen einzuffiliren, die das 
'jleicLgcwicht des ;it(Uus quo stören würden. Folglich bleiben Ände- 
rungen, die an sich sogar allgemeine Zustimmung finden wri ien, viel 
länsrer ohne allgemeine praktische Aufnahme in den Verein:- Nu Staaten 
al* nuter einem starken zentralen S\ stein. Freiwillige \ e rein i>j;nn gen 
einer gewissen .\n/ahl von Anstalten mit der \ erpHichtung, den l^e- 
schlüssen der Mehrheit Folge zu leisten, sind schon vorgeschlagen 
worden, aber der Vorschlag hat keine günstige Aufnahme gefunden. 

Dieser Schwierigkeit der allgemeinen Einfühlung einer verraeint- 
hciien lieform gegenüber st^ht aber der groBe ^'or/Alg. <laB. da die 
Einführung nur durch eine weitverbreitete öti'entliche Pro})aganda nnd 
l hprzetignng des Schnlpnblikums erwirkt werden kann, die wirkliche 
Emluhning ein wohlunterrichtetes, sympathisches Lelirer])ubliknin tindet, 
das die neuen Maßregeln als die Inkraftsetzung seiner eigenen Über- 
zeogungen und Wünsche freundlich begrübt. 

2. Dir rirr atffr'nmudrr fnhicndru Tifpoi von Äti.^ffilh'n. Eine voll- 
ständige Ausbildung zu einem der gelehi-ten Stande oder für eine tech- 
nische Laufbahn, wird zur Zeit in den Vereinigten Staaten normal 
erworben durch die aufeinander tolgende Absolviernng der folgenden 
Anstalten, deren Namen sich nur teilweise übersetzen lassen: 

1. Die "grade schools". 
i>. Eine "high schoci", 

3. Ein "CoUege'\ 

4. Eine UniTersität oder technische Schule. 

Die Schüler werden im Alter von sechs Jahren ohne vorausgesetzt© 
Vorkenntnij?se in die "grade schools" aufgenommen und der Kursus 
dauert acht Jahre. Der Unterricht ^^ ird fast ohne Ausnahme duroh 
Fraoen «rteilt, imd jeder Lehrerin ist eine Klasse Schüler desselben 
Jahres zugewiesen, die sie in allen Fächern unterrichtet. 

Auf die acht Jahre der ''grade schools" folgen vier Jahre der 
"bigh schools". Hier sind die verschiedenen Fächer durch besondere 
Lehrer und Lehrerinnen vertreten, die sich auf ihr Fach mehr oder 
niiider apesiell vorbereitet haben. Die zwei Gattungen von, Scholen 
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entspiocfaen in manclieii Hinsicht^ etwa den deaticfaeu VoUuaehiüen 
and höheren Schulen, mit dem wichtigen Unterschiede, daß der Schüler 
nur nach Tollendetem "grade school"- Kurse in die "high school" aof- 
genommen wird. Diese Schulen sind alle i^öffentUch" (d. h. onentgelt» 
lieh und durch Steuern unterhalten), aber parallel mit ihnen existieren 
Privatschulen deesdhen Chorakteni.^) Der Besuch der PriTatscholea 
ist etwa 6^0 des Ganzen fOr die "grade sehools'', und 22% die 
"high schools**.*) 

Auf die vier Jahre der "high school'^ folgen vier Jahre in einem 
"College'^; und darauf drei oder mehrere Jahre in einer Universität 
oder technischen Schule. Mit jeder UniTersitat des Landes ist ein 
"Coline" yerhunden. Die grofie If ehrzahl der "GoUeges" und ;|Uni- 
Yersit&ten" sind PriTatstiftungeD; obwohl die yenchiedenen Staaten auch 
Universitäten erhalten. Der gesamte Besuch der "Colleges UniTersi* 
taten und tedmischen Schulen Tcrteilt sich 71 % auf die PriTatanstalten 
und 29 7o auf die staatlichen. 

3. Bet fMäkemoHadte Lehrsto^, In den grade sehools" wird 
Rechnen behandelt. Damit ist mehr oder weniger konkrete KSrper^ 
lehre (Messungen) yerbunden und biswdleny besonders in den gröfiarea 
Städten, die Elemente der Algebra (Buchstabenrechnung) und etwas 
propädeutische Oeometrie. Dies ist in Übereinstimmung mit den 
Empfehlungen yerschiedener Ausschüsse, von denen später die Rede 
sein wird, ist aber noch als Experiment zu betrachten und hat bei 
weitem noch nicht allgemeine Aufnahme gefanden. 

Die Lehrplänc der "high scbools'' sind natürlich verschieden, das 
folgende mag aber als typisch gelten; jedem Lehrgegenstaude werden 
etwa 4 von 20 wöchentlichen Lehrstunden gewidmet: 

Erstes Jahr — Algebra. 

Zwdks Jahr — Planimetrie. 

DtiUea JaJir — Purstes Semester, Algebra, bis eiuschließlicL qua- 

ilratiacLe Gleicbuugeuj zweites Semester, Stereo- 
metrie. 

Viertes Jalir — Keine Mathematik süiideru Physik. 

_L 

V Die Privat6chulen führen ^'ewöhnlicli nicht die Namen "^'nule scliools" 
und "hiij)i schools", die jeilorh im folgenden, dor Kürze und Klarheit halber, zur 
Bezeichnung von Privat- sowohl al8 Öffentlichen Schulen benutzt wenden aoUen. 

2) Man darf aber mcht annehmen, daß die wohlhabmdtn EUem gewöliii]i<di 
ihre Kinder in die Privataehiden sende»; ans den erw&hnten 9% sind 5,9% in 
den römiflch -katholischen PrivatschnUn, und ea bleiben also hachsten» nur 0,7 % 
des Ganzen, die aus nicht -religiösen Gründen Privatelenjentarachulen besuchen. 
Im allgenifinpn erhalten dir» Kinder, reich und anu . <"^mein8am die enten acht 
Jahre ihrer Schulbildung in den öffentlichen ^'giade bchools". 
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In din ••Collejres'' ist der Gebrauch verschieden. Meistens sind im 
»jrsteii -lahre bis 5 Stuudeu Mathematik von einer Gesamtzahl von 
15 %iiidpu ublii^atoHsch, aber in einer ansehnlichen Anzahl von Aji- 
stalten. t^larunter in maucheu der grollen und besten, ist die Mathematik 
durchweg lakuitativ, sei es, daß entweder alles dem Studenten wahlfrei 
ist und er nur die vorgeschriebene Anzahl von Stunden nach Belieben 
zu wühlen hat, oder daß seine Wahl allgemeinen Bedingungen unter- 
liegt, denen er ohne Wahl der Mathematik genügen kann. In allen 
"Colleges'" wird die Mathematik wenigstens bis einschließlich Differential- 
UDd Intecrralrechnung getrieben; meistens werden, nach Umständen, 
nach der W ahl der Studierenden und der Stärke und Verfügbarkeit 
der Lehrkräfte, noch andere Kurse gegeben, wie z. B. Bestimmte Inte- 
grale, Differentialgleiehuntjen, Algebraische Gleichuni^en, Analytisehe 
Geometrie des Raumes, Geometrie der Loge, Quaternionen, usw. In den 
"Colletres", die Teile von Universitäten sind, stehen auch den gehr»rig 
vurl>ereiteten Studenten des "College" die höhere Vorlesungen zur W ahl 
oiieu. 

4. Fn'ihere Be/ormvorschläge. In neuerer Zeit haben zwei Aus- 
schüsse der "National Kdurational Association", einer freiwilligen Ver- 
einigung. Gutachten nationaler Bedeutung veröüentliclit, die unter 
anderem den Unterricht in der Mathematik behandelten; uänilich, "The 
Keport of the Committee of Ten" 189-?. und "The Report of the 
♦.omuiitte eou t'ollege Entrance HeqnirenuMits 1>^1M>. In jedem Falle 
wurden besondere li'achkoiHit* fs /nr Hüte getut* n. die (intachten und 
Empfehlungen über ihre betrettendu Fächer vertaBten, die alsdann als 
Teil des Berichts des Hanptausschusses veröffentlicht wurden. 

Unter den wichtigeren Empfehlungen des matliematischen Aus- 
sehusses des "< 'ommittce of Ten" waren: 

1. Daß der Kursus im Rechnen abgekürzt werde durch Weglassen 
veralteten, unpraktischen oder zu schwierigen Materials, und daß er 
Iiirch mehr Übung im wirklichen Rechnen und in Aul'lösung konkreter 
Probleme bereichert werde. 

2 Daß das Kechneu etwa im Alter von 13 Jahren zum Abschluß 
gebracht werde. 

'1 Daß Formenlehre (propädeutische Geometrie) mit dem iiechuen 

gelehrt weriie. 

4. Daß systematische Algebra im Alter von 14 Jahren an-felaugen 
werde, aber daß die Schüler früher mit algebraischen Ausdrücken und 
Symbolen und mit den Aui'lösungsmethodea einfacher (ileichungeu be- 
kannt ire macht werden. 

5. Daß fonuelle Geometrie nach einem Jahre der Algebra an- 
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gefangen werde, dali alsdann Geometrie und Algebra uebeiieinander 
zwei Jalire hindurch getrieben werden, und daß in diesem Zeitraum 
beides, die Planimetrie und die Stereometrie, abKolviert werde. 

6. Daß von Anfang des luatbeniatischen Unterrichtes au immer 
größtes Uewicht auf akkurate Ausdrucksweise und Eleganz der iorm 
sowohl als aul klare und strenge Schlußfülining gelegt werde. 

7. Daß ilie Schüler früh uud fort\Yäbrend angehalten werden Kou- 
struktionoti und Beweise selbf^t zu erfinden. 

rutei den wicbtigeron Knijifelibmgfm des mathematisehen Aus- 
sciiui^ses Jf.s "Committ^e on College Entrance Kequirement" waren: 

1. Daß konkrete (ieonietrie (anschauende, inessende Formenlehre), 
als Teil des l eiisunis im Rechnen während der ersten sechs Jahre 
getrieben werde (Alter ß bis 12). 

2. Daß das siebente Jahr (Alter \'.V\ zwischen liechnen und dea 
Elementen der beweisenden Geometrie geteilt werde. 

Daß im achten Jahre Alter 14), die Geometrie fortgesetzt und 
die Algebra angefangen werde. 

4. Daß, wenn es nötig ist, lokaler Umstände halber den Anfang 
der Geometrie und der Algebra auf die "biirl' ^eboor' hinaufzuschieben, 
hier auch die (>r!omotrie vor der Ali?fdjra uugetangen werde. 

5. Daß einmal angefangene i^Mnnetrie und Algebra gleichzeitig 
gelehrt werden, insofern wenigstens, daß beidas, (leomctrie und Algebra, 
in jedem der vier Jahre der *Miigb school" getrieben werde. 

6. Der Gesiebtspunkt der Einheit des mathematischen Pensums 
der "high school", anstatt streng getrennter Fächer, wurde angenonimeii, 
und es wurde empfoiilen, die verschiedenen Teile so eng als möglich 
zusammenzuziehen und gegenseitig aufeinander anzuwenden. 

7. Die Wichtigkeit gründlicher Vorbereitung der Lehrer, beides in. 
mathematischen Kenntnissen und pädagogisch, wurde hervorgehoben. 

Das Hauptkomitee empfiehlt auch den Anschluß der letzten zwei 
Jahre der ''grade schools" 'Alter 12 und 1^) an die "high schools". 
Hierdurch würde eine sechsjährige "high school" gebildet werden, mit 
12 Jahren als Eintrittsaltcr. Der Vorschlag ist anderweitig gemacht 
worden, daß die stärkeren ''high schools" auch den Unterricht der ersten 
zwei Jahre des jetzigen "College "-Unterrichts erteilen möchten. Dieae 
Vorschläge finden bedachtsame Unterstützung, und kennzeichnen ohne 
Zweifel eine der bezeichnenden Strömungen des Tages, aber praktische 
Schwierigkeiten der Organisation und Ausstattung dürften vielleicht 
ihre frühe Ausführung verhindern, sogar seitens solcher, die diese \'or- 
srhläge als theoretisch wohlbegrundet und zeitgemäß betrachten. Die 
Bildung solcher sechs- bis achtjährigen Anstalten anstelle der jetsigeu 
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Tierjährigeii , wiire scliou au sicli eine wichtige mathema tische Kefonii, 
indem dadurch intei «ilia ein homogener mathematischer Unterricht er- 
möghcht würde, d*^r jetzt niclit zu ciTeicheu ist. 

5. Wachstum des Jnffrcsse.s an def FddiKj'xjil: dir MufhemattL. 
Schon seit langem existieren Schuleu für die Ausbildung von Lehrern 
in den "grade schools". Diese Schulen, "Normal- Schölls'' genannt, 
i'iitsprecheu etwa den deutschen „VolksschuUehrerseniinurien". Interesse 
an der allgemeinen Pädagojiik als Universitäts-Diszipliu ist auch *;chou 
st'it einiger Zeit im Auf.schwuug, aber erst in den allenieuesten Zeiten 
haben die Universitäten angefangen, der iiädagogischen Ausbiitiuug der 
Lehrer der Schulmathematik direkte und ausdrückliche Aufmerksamkeit 
T.U schenken. Meines W issens wnrd'- Ann erste Universitatskoileg, das 
sich ausdrücklich mit der pödagogi^^i iien Seite der Mathematik be- 
scüältigte. in der Universität Chicago im Jahre 1895 gehalten. Jetzt 
werden solche KulU gs auch in der Harvard University, The University 
oi Penusylvania, The University of Michignn, The University of Indiana 
u- a. abgehuiteu. Innerhalb des letzten Jahrzehntes wurden auch ge- 
gnindet das "Teachers' College" von Columbia University, Xew York, 
imd die "School of Education" der Universität Chicago, die sich mit- 
unter ganz besonders mit der pädagt^ischen Ausbildung von Lehrern 
für **high schools" beschäftigen. 

6, I)ir Abgattgsrrde des Präsident^ der '^American Matliematicul 
S^>r)ety'\ Jl/iK'J.^) Es ist Brauch, daß am Schlüsse seines Amtstermius 
üer Prrij^ident der ''American Mathematical Society" eine allgemeine Kede 
vor der "Society" halte. So hielt am 29. Dezember 19U2 Professor 
E. H. Moore von der Universität Chicago eine Kede über "The 
Foundations of Mathematies", die sich größtenteils der I'iidagogik der 
Mathematik widmete, und die einen wichtigen Markstein im fortschritte 
dieses Zweiges der Pädagogik in den Vereinigten Staaten bildet. 

Nach einem kurzen Hinweis auf die Bewegungen für die Ver- 
besserung des mathematischen Unterrichts in Deutschland, in Prank- 
reich, und besonders in EngUmd untei l'erry, die alle auf die engere 
Verbindung der Mathematik und ihrer Anwendung im Unterrichte hin- 
lieleu, und die auch für Amerika viel Lehrreiches enthalten , geht 
Moore auf sein eigentliches Thema ein, und zwar zuerst auf das funda- 
mentale Problem der Vereinigung der reinen und der angewandten 
Mathematik. Die Lösung sei zu finden in einer derartigen Zusammen- 
stellung des Lehrplanes, daß im Gebiete der Elementarraathematik die 
Verzweigung zwischen der reinen und der angewandten Mathematik 
P MAt bem erkbar werde. 

l) Vgl. dieMn Jahnsberioht, Bd. 18, 8. 348—49. 
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„Wäre es nicht möglich", sagt<' er, ,,die Schüler so zuin Beol)- 
achten und Experimentieren und Nachdenken und Schlußfolgern anzu- 
halten, daß ihre Mathematik immer iii direkter Verbindung mit Sachen 
durchaus konkreten Charakters stehe? 

Wäre es nicht mÖelich. die Algebra, Geometrie uud Pliysik der 
"liitrli schools'^ in einen durchweg einheitlichen vierjährigen Lehrgang 
zu orgiiuisierenV" 

Moore verlangt, daß die Physik sowolil als die Mathematik durch- 
aus praktisch gemacht werde, urid daß nicht nur der theoretische Aufbau 
der Mathematik, sondern aucli der der l'hysik auf eine spätere Stufe 
versclioben werde. In der ''high school' würde der Lehrstoff (wenig- 
stens für Knaben) großenteils nach Wunsch der Ingenieure gewählt 
und behandelt werden. 

Moore glaubt, daß die Ausführung dieses Programms die Ent- 
wicklung eines ''Laborntorj Systems" des Unterrichts in der Mathematik 
un<l Physik erfordere, dessen iiauptziel die Erw^kung des waluen 
Forschungsgeists in jedem Schüler und eine Würdigung, praktisch 
sowohl als theoretisch, der fundamental- wissenschaftlichen Methoden 
sein würde. An einem solchen System würden, nach Meinung des 
'Schülers, die mathematischen Prozesse uml Tiieorien nach den Bedürf- 
nissen der physikalischen Versuche entwickelt werden, und er würde 
sie mit mehr Eifer und Interesse durchmachen, weil er sie in einer 
andern Arbeit nötig hat. Seitens des Lehrers würden die Versuche 
so gewählt werden, daß alle nötigen Prozesse und Sätze der Schul- 
niatheniatik zur Anwendung kämen, und so. daß von einem andern 
Gesichtspunkt die physikalischen \ ersuche als einleitende, erläuternde 
oder beleuchtende Beispiele zur Mathematik betrachtet werden k >Tinteu. 

..Es ist nicht ratsam, z. B., Experimente durchmachen zu la>seii, 
die den (Tchrauch des Tasterzirkels (Calipero), des Nonius oder des 
Kbn Schiebers lehren sollen. Anstatt solcher uninteressanten Experi- 
mente von sehr l>egrenztem Zweck scdlten den Schülern höchst inter- 
essante Probleme aufgegeben werden, die den Gebrauch dieser Instru- 
mente erfordern; der Schüler würde alsdann von selbst sich, des 
Gebrauches der Instrumente bemächtigen. 

Ebenso können die Einzelheiten mathematischer Routine mit 
physikalischen Problemen verbunden werden, die das Interet«se »ler 
Schüler erwecken und fesseln. Alle« existiert natürlich in seim n \ i r- 
hältnissen zu andern Sachen. utuI walirend der Lehrer das eine leiirt, 
muß er auch diese Zusammt^nliänge heleuchten. Jedes wichtigere Er- 
gebnis sollte durch mindestens zwei verschiedene Methoden erreicht 
werden." 
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Moore glaubt, dalj die Schüler der '"high schools" in em wesent- 
liches Vorhältiiis zu den fundamentalen Elementen der Trigonometrie, 
uer anal}' tischen Geometrie und der Dillerentiul- und Integralrechnung 
gebracht werden können, wenn nur die jran^c Behandlung in eugdter 
Vf rDiiidung mit kouki-eten Kr>('hüiuungen geliaht n wird. Das zwanzigste 
Juiirliundert sollte es mriglleh finden, jungen Leuten wahrend ihrer 
plastisehen Jahre, in gründlich konkreter und anziehender Form, die 
wunderbaren neuen Ideen des siebzehnten Jahrhunderts zu erschließen. 
Als Folge, erwartet Moore. wOrde der Student im "CnlleL';* " eü'ektives 
Interesse an den abstrak testen Zweigen der Mathematik kundgeben. 

Was Axiome und kritische Strenge betrifft, möge der Unterricht 
wohl auf einem großen Fundament von Annahmen aufgebaut werden, 
und die philosophische Kritik der Basis selbst sowie die Einfehrimkung 

Fundainentalsystems auf eine spätere 'Äoit verschoben werden. Ks 
wiire durchaus praktiseh und auch durchaus wissensrbaftlicb . jeden 
Schüler anzuhalten für PH'b selbst einen Körper von getjiiifinseheu 
Grundprinzipien zu formulieren. l a if nr sein ^Honietrisches Gebüude 
aufbauen würde. Die Schüler würden inaiiclit Axiome garnicht 

aasspreclif^!) , abet als «tuiiz selbstverständlich fast unbewußt annehmen 
und anwenden. Andererseits würden natürlich verschiedene Schüler 
verschipdfTie Systeme von Axiomen aufsteileu, und die Besprechung 
dieser Systeme würde es allen klarer machen, was eigentlich die liolle 
der Axiome in der Theorie der Geometrie ist. 

Am Schluß seiner Rede hat Moore die Bildunu; eines nationalen 
Vereins zur Beratung über Fragen der Pädagogik der Mathematik 
empfohlen. 

Diesem Vorsehlage, obwohl am Ende der Rede in wenigen Worten 
vorgebracht und seinem Wortlaute nach nur an den angeredeten Verein 
feriehtet. dürfte jedoch dir^ irrößte Tragweite beigelegt werden, \m<\ er 
hätte, in seinem wahren Ueiste und niclit nur buchstäbiicli gedeutet, 
die Annahme anderer wohlgegründeter Vorsciiiage zur Folge. Denn 
die Existenz tatkräftiger Vereine, mit regelmäüigen und häufigen Zu- 
sammenkflnften und mit einem weitverbreiteten dournal als Organ, die 
die gründliche Krth-temng pädagogischer Fragen, die Stärkung des 
espni dn rorps unter den Lehrern, und das engere Zusammenwirken 
der Lehrer der Mathematik und der naheliegenden Naturwissenschaften 
eitrig beforderten, würde die Einfiihrnng und Ausprobiemng spezilischer 
Beformprogram me am allersichersten verl)ürgen. 

Als Hauptvorachläge in Moores Rede mögen sclüießlioli bervor- 
gehoben werden: 

1. Daß daa Keehuen durchaus konkret gemacht werde. 
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2. Daß in den ''high schools" die rerBchiedenen Zweige der Mathe- 
matik mit der Physik zu einem zosammenbängenden Ganzen yer- 
Bchmolzeu werden. 

Daß die Fähigkeiten der Schüler Uber die anaustrebende Strenge 
entaeheiden sollten. — Qroße Systeme von Axiomen dflrfen benutzt 
werden. 

4. Daß das Vorhergehende durch ein ''laboratory System'' des 
Unterrichts enoirht werde. 

5. DuL5 lokale Vrrcine. sowie eint* nationale Orjjanisatidn zur JÜr- 
örterimg niathematisch-j»ä<lagogischer i^ragen gegründet werdt u. 

7. Mathemaiisch'V"(lf'(!<tyisthe Vereine. Im Jahre VMVI wurdr- die 
"Central Association ol ."^cieiice and Matheniatics Tfaclifis" gegründet, 
und seitdem die ioltfcaden Verüiiiignno^pn: The New J'^nglaud Association 
of Teat'hers of Alatheniatifis, The Association of Teacheiu of Mathematics 
in the Middle States and Maryland; State Associations in Ohio, Missouri, 
Washington; auch verschiedene städtische Vereine, wie %. B. in (>hicago, 
St. Louis, (Ueveland. Es existieicii auch AbteilunjEfeii (ur Mathematik 
in \'erbiudung mit versehieJeiien ullgenieineren Lehrervt-ieini-u. 

Am 5. Juli 1905 wurde eine Versammlung von Vertretern beinahe 
aller dieser Vereine zu Asbury Park, N. J., im Anschluß an die jähr- 
lidie Versammlung der '^National Educational Association" abgehalten, 
und eine ''National Assoeiatiim of Teachera of Mathematics and Sciaioe" 
gebildet Vermutlich wird dieser Verein jShrliehe Versammlungen in 
Verbindung mit denen der ^National Educational Association'^ abhalten. 
Er wird hoffentlich riel zur Forderung des mathematischen Unterriehts 
in den Vereinigten Staaten beitragen, obwohl nach wie vor das Haupt- 
gewicht wohl in den geographisch kleineren Vereinen liegen wird. Die 
großen Entferungen Amerikas gestatten nur einer TerhftltnismSßig sehr 
geringen Anzahl von Lehrern, dra Versammlungen eines nationalen 
Vereins beizuwohnen. Man bedenke, daß, wenn die nächste Ver- 
sammlung des Vereins in San Frauciseo abgehalten wird, was sehr 
wohl möglich ist, die Mathematiker New Yorks oder Bostons eine ebenso 
große Reise zurückzul^en haben, als ob die Versammlung in London 
oder Paris stattfände. 

Von allgemeinem Literesse ist die Frage, ob der nationale Verein 
nur aas Mathematikern bestehen solle, oder ob auch Naturwissen- 
schaftler zuzulassen seien. Gute Gründe lassen sich für beide Ansichten 
angeben, und die existierenden Vereine sind auch zum Teil auf der 
einen Basis, zum Teil aut der andern gebildet. Nach einer längeren 
Besprechimg wurde aber fast einstimmig beschlossen, daß der nationale 
Verein Naturwissenschaftler sowohl als Mathematiker als Mitglieder 
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Eulas-^en F<^lle, in der Envartung iiüturlicli, daß neben den aligemeinen 
Versuiiimlungeu auch besondere Abteiiimgäveräammluiigeii &a Mathe- 
matik, für Physik nsw. Teraiistaltet werden sollen. 

Diese Veroine bekunden alle eine rege Täti^'keit und ein lebhaftea 
und wacbsendos Interesse an der Pädagogik der Mathematik, und 
z^reifelsolme werden sie eine wichtige Holle in d"r weiteren Fjutwiek- 
long des mathematischen Unterrichts in den ^'preinigten Staaten spielen. 

Eine monatliehe Zeitschrift, "Schoul öcieuce and Mathematics"^), 
dient den meisten von ihnen als othzielles Or<fan und bringt, nebst 
besonders für die Zeitschrift verfaßten größeren und kleineren Artikeln, 
Berichte der Verhandlungen der verschiedenen Vereine, sowie die Tages- 
neuigkeiteu. Mittels dieser Zeitschrift ist es also m^^ch den weiteran 
6ang der amerikanischen Bewegung zu verfolgen. 

8. Zusammen fnssnng. Die heutigen Bewegungen in den Vereinigten 
Staaten erzielen hinBichtlick des mathemAtiBcheu Unterrichts wenigstens 
drei Hauptzwecke: 

1. Den Unterricht in der Matliematik mehr anschaulich zn gestalten; 
ihn in engere Verbindoi^ mit der Physik und mit allen Anwendungen 
der Mathematik su bringen. Dies ist dieselbe IVndenz amerikanischen 
Verhältnissen angepaßt^ die sich in Deutschland, in Frankreich und in 
£ngland fühlbar macht. 

2. Die jetziixe Anordnung der mathematischen Fächer zu Ter- 
bessem. Die Ausführung solcher VcHrschläge hängt nicht nur Ton ihrem 
eigenen Wert und ihrer Zeitgemäßheit ab, sondern auch ron der oben 
skizzierten allgemeinen Lage des Schul- und Unterrichtsweflens in den 
Vereinigten Staaten. 

3. Die Fragen, die den mathematischen UnteiTieht betreffen, mittels 
Vereinigungen und Zeitschriften eingehend zu erörtern. 

Daß die letzten Jahre eine Neubelebung des Interesses an der 
Fidagogik der Mathematik gesehen haben, ist unverkennbar. Was 
daraus werden wird, bleibt Sache der Zukunft — aber die Zeichen der 
Zeit berechtigen uns zu glanben, daß in den nächsten Jahren wertrolle 
Fortschritte in allen drei der ebengenannten Hanptrichtnngen zu er- 
warten sind. 

TJnireisitat Chicago, im August 1906. 

1) V«cleger: Smith Tvtoo, 440 Kenwood Temce, Chicago. 
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Über konforme Abbildiuig melirCMdi gnuammeiilifagender 
etmier Bereiche, inebeeondere aolelier Berelobe, deren Be- 
grenzung von Kreisen gebildet wird. 

Von Paul Xoüibjq in Berlin. 

Bernhard Riemann hat in adner ioMgaraldiHertation d«n Sate 
aD%e8te]lt» daß iwei in «iner Eben« liegende ein&eh xiuainmenUIngende^ 
Ton je einer Randlinie begrenzte Beraehe etets konfonn» d. h. sn- 
eammenUuigend and in den Ideineten Teilen gleicbitimniig Uudieli anf 
einander abgebildet werden kdnnen in der Weiee, daß jedem Paukte 
des einen Bereicbee ein und nur ein Punkt des andern Bereiehes ent- 
iprieht und rnngekehrt. [Für meluibek suMnunenhingende eoUieht- 
bl&ttrtgB ebene Bereiche iet die aneloge fVege TOn Hemi Sckottky 
in eeinw Arbeit „Über die konforme Abbildung mehrfach zusammen- 
]iKTigeiulcr ebpner FlBohen^ (Cr eil es Journal Bd, 83) behandelt worden. 
Zwei solch«' Bereiche kSonen im aUgeraeinen nicht konfom auf ein- 
ander abgebildet werden, sondern nur dann und stets dann, wenn die 
Klassen der ku diesen Beraidien gehdrMiden algebraischen GieiGhnngen 
(Klasse im Biemannsehen Sinne verstanden) übereinstimmen und 
außerdem eine gewisse topologische Beding^g erfüllt ist, welche aus 
dem Unterschiede zwischen einem Bereiche und seinem in beiug auf eine 
gerade Linie genommenpn Spiecrelbilde entspringt. 

Im folcrenden beschränke ich mich zunächst auf die Betrachtung 
solcher Boreiehe, welche die Elienc schlicht überdecken nv.A deren Be- 
ffronzung aus einer endlichen Anzahl von Kreisen gebild t wird, von 
welchen keine zwei einander schneiden oder berühren. In diesem ialie 
läßt die i rage, wann zwei solche Bereiche konform auf einander ab- 
gebildet werden können ^ eine spezielle Behandlung zu. Werden die 
Funkte der Ebene in der bekannten Weise sls die geometrischen lieprä- 
sentant^n der Werte einer veiünderlichen komplexen (Iröße jr — = r -|- iy 
aufgefaßt, so kann das Resultat folgendermaß^ ansgesprochen werden: 

Zwei in der z-Ehene liegende schliclithliittruje Bereiche T und 1\ 
jeder btyrmzt von q -\- 1 Kreisen, von weldien keine zwei einander 
sctineiden oder berühren, lassen sich stets dann und nur dann hmfmm 
auf einandw Milden, wm» CS eine gante 9der fAroektiie Umare T^roM- 
formatim 

gibt, vemiUds deren der Sereidi T m den Bereut T UbergdU. 
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Um diesen Satz zu beweisen, zeige ich folgendes: 

Eiur üHalyiische Funktion m' — fh), durch deren Vermiüdumj zwei 

^iie Benidic konfonn luif eiftaHcUr ahgebiUld werden, kann mar eine 

game oder gebrochetic immre Funktion von z sein. 



Im Falle p =^ U kann der Beweis des zuletzt ausgesprochenen 
Satzes, wie })ekannt, besonders leicht erbracht werden. Dabei kann 
man sich entweder des Spiegelungsprinzips bedienen oder eines Satzes 
der PoteaÜaltlieorie, nach welchem eine im Innern eines ebenen Be- 
reiches eindeutig and regulär definierte Potentialfonktion, welche langa 
der ganzen Begrenzung des Bereiches den Wert nuU annimmt, auch 
för alle inneren Punkte Teraehwiiidet. Beide W^ge führen aueh im 
Falle p » 1 zum Ziele. 

Nach der zweiten Methode gestnltet sich der Beweis Ibigenderniaßen. 

Ywk den Bereichen T und T' kenn durah swei lineure TnHU> 
ftnnaluiBen 

4- ^ ' ^ y^~+ d ' 

ZU zwei von konzentrischen Kreisen begrenzten Riuggebieten über- 
gegangen werden, Ii lie beide den Xullpuiikt zum Mittelpunkt und 
den Einheitskreis als äußeren Begreiizungskreis haben. Ferner kann 
angenommen werden, daß die Funktion ^ S^^i-^i)? welche =/(-?) 
durch die angegebene Transforniaticm übergeht, die Peripherie des 
£inheitekreises in eich überfuhrt. Dann ist die Funktion 

ft-«log9W-log|y(s,)i») 
eine der partiellen IHfiTerentialgleichimg 

genügende Fnriktiou ih r Im icU n durch die Gleichung = -f nJ^ er- 
klarten reellen Veräudcriichon u\ und y^. Diese Funktion ist im lunem 
TOD Tj eindeutig und regulär erklärt, längs des äußeren Begrenzungs- 
kreises van nimmt sie den Wert null, längs des inneren Begrenzungs- 
kreises einen konstanten negativen Wert an; also ist^ wenn a eine 
paeeend zu wählende positive Größe bezeichnet, 

Älog 5p(iO — S»(a • log fi) , 

mithifi 

wobei h eine neUe Emurtante bedeutet. Die poeilitB ChOOe o ka&n 



1) Der BoelMlabe 81 toU bedeuten: MeeUer TtÜ 9on, 
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nt>r den Wert 1 haben; deim wenn z^ den EinlieiUkreis einmal durch- 
läuft, so durchläuft den gestellten Bediii«^uu*4en zufolge den Ein- 
heitskrei» genau einmal und zwar in demselben »Sinne wie g^. Dem- 
nach wird 

Die durch die Firnktioii fjr i^r, ) vermitieite konforme Abbildung entspricht 
also einer Drehung der Argumeiiteljene um den Nullpunkt als Mittel- 
punkt. Folglich müssen die beiden Kreisriuj^e Tj und T,' identisch sein. 

Weil (p(zi) eine lineare Funktion von ist, so ist auch f(ji) eine 
lineare Funktion von e, was zu beweisen war. 

Zu dem Kreispaare, welches die Begrenzung des Gebietes T bildet, 
gebort eine bestimmte Schar von Orthogonalkreisen. Wird irgend einer 
dieser Orthogonalkxeise herausgegrifftn . so bestimmt derselbe mit den 
Kreisen des Paares Tier Schnittpunkte. Die komplexe Koordinate 
irrfend eines dieser Schnittpunkte werde mit a bezeiehnet| mit b die 
komplexe Koordinate des auf auf demselben Kreise wie a liegenden 
Schnittpunktes. Die Punkte a und b bilden die Endpunkte eine« 
Stücks des Orthogonalkreises, welches mit dem Gebiete T nur die 
Punkte a und b gemeinsam hat. Verfolgt man den Orthogonal kreis 
von a aus in der durch den ^nannten Kreisbogen bestimmten Richtung 
fiber b hinaus, so gelangt man in gewisser Reihenfolge zu den beiden 
noch übrigen Schnittpunkten des Orthogonalkreises mit dem Kreispaare. 
Die komplexen Koordinaten dieser Schnittpunkte mögen nach einander 
mit e nnd d bezeichnet werden. Das Doppelverhältnis 

hat dann einen reellen Wert, welcher weder Ton der besonderen Wahl 
des Orthogonalkreises abhangt noch dayon, welche der Tier Schnitt- 
punktskoordinaien mit a bezeichnet worden ist. 

Wird mit {a', b'; e\ d*) das dem Gebiete T zugeordnete analog 
gebildete DoppelyerhSltn^ bezeichnet, so kann das für den Fall ^ 1 
erhaltene Resultat folgendermaßen ausgesprochen werden: 

Die mtwenkdigt hinreichende Bedingmg dafwr, daß das Ge- 
biet T konform auf das G^id T äbgdfUdet werden kann, ist: 

(a, b; c. d) = (a, b'; c', <i'). 

Wird s})czieU jedes drr Gebiete T und T' von zwei kotizetrfriscJifH 
Kreisen oder jedes der (lebietr T und T' von einer Geraden nyid l itu m 
Kreide firprrnzf, können die^e Gebiete stets dann und nur dann honform 
auf einander ohgebildct werden f uenn sie im gcivöhUicJien iSinne ähn- 
licli sind. 



Digitized by Google 



tlW konforme Ablnldnng melufach xuMunmoihttiigender ebonor fiereidie tuw. 145 



Ich gehe nun dazu über, den oben ausgesprochenen Satz allgemeiii 
darzutun. 

Gegeben seien m der ^ Kbeue zwei ((> -f O-faph zusammenhiiiif^reiide 
»chlichtblättrige Ikn icbe T und 2", jeder begren/t von q-^-I Kreisen, 
von welchen keine zwei einander schneiden oder berühren. Mit f{z) 
werde wieder eine aniilytiselie Funktion bezeichnet, durch deren Ver- 
mittelung der Bereich T konform auf tlen Bereich T' abgebildet wird. 
Ohne Beschränkung des (»rudos der Allgf^ni^^inheit der zu untersuchenden 
Frage kann angen uniiieu werden, daß beide Bereiche günz im Endliehen 
lie»ren und daß bei der Abbibboig die beiden äußeren Begrenzunga- 
kreise K und A ' einander entspreclien. 

Ich denke mir nun den Bereich 7" ;ui jedeTTi Hemer q inneren Be- 
p-enzungskreise gespiegelt. Die so entstandenen q Bildexemplare des 
Bereiches 7'. zusammengenommen mit dem Bereiche 1\ ergänzen sich 
zu einem Berei<*he T,, welcher nach außen durch den Krens iL, nneh 
innen durch hinzugekommene Kreise begrenzt wird. In analoger 
Weise entsteht aus dem Bereiche T' ein Bereich T[. Hi»' Funktion f(2\ 
welche der Annahme gemviß «dne konforme Abbildung des Bereichen T 
anf den Bereich T' vermittelt, exi.stiert auf Grund des Spiegelungs- 
phnxips auch im ganzen Innern des Bereiclies 7 j , welcher venuittelst 
diwer Funktion konform auf den Bereich 7j al)<iebildet wird. 

Wird jedes der vorhin erhaltenen q Bildexeuiplare des Be- 
reiches T an seinen p inneren Begreuzungskreisen gespiegelt, .so ent- 
stehen p- neue Bereiche, die, zum Bereiche T, hinzugefügt, einen 
Bereich Tj ergeben. Aus dem Bereiche 7'j entsteht in analoger Weise 
durch Hinzufügung von Bereichen ein Bereich u. s. f. in intinitum. 
Der Bereich wird nach außen durch den Kreis 7v, nach innen 
durch p*"*"* Kreise begrenzt. Mit T'n möge derjenige Bereich bezeichnet 
Verden, welcher aus T in derselben Weise entsteht, wie aus T. 
Eb gilt dann für jeden ganzzahligen positiven Wert von n die Be- 
merkung, daß die ursprünglich nur für den Bereich T definiert gedachte 
Funktion f{g) f&t das ganze Innere des Gebietes eindeutig und mit 
dem Charakter einer ganzen Funktion erklart werden kann und daß 
vermittelst dieser Fanktion das Gebiet 1, konform auf daa Gebiet 
abf^bildet wird. 

Wird mit der gesammte Flächeninhalt desjenigen Gebietes be- 
leiohnet, welches den Bereich zur ToUen Fläche des Kreises K ergänzt^ 
80 gibt es einen von n nnabhangigen poutiven echten Bruch q Ton der 
Beiehaffenheit^ daß 
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Zur Begründong der letzteren Hehauptung dienen folgende Be- 
merkungen. 

1) Wird ©in in der ^-Ebene gegebenes cr&nz im Endlichen liegendes 
zweifach zusammenhängendes von zwei einander nicht schneidenden 
und auch nicht berührenden Kreisen begrenztes Gebiet T irgend einer 
ganzen oder gebrochenen linearen Transformation unterworfen, durch 
welche das Gebiet T wieder in ein ganz im Endlichen liegendes 
Gebiet T^f^ übergeföhrt wird, so gibt es einen von der besonderen Wahl 
der Transformation unabhängigen positiven echten Bruch q von der 
Beschaffenheit, daB der R«din8 des inneren Begrenzungskreises von 
zum Radius des äußeren Begrenzungskreises von ein Verhältnis 
hat, welches kleiner als q ist. (Beweis mit Hilfe des früher erwähnten 
invarianten Doppelverhältnisses). 

2) In der Ebene sei ein Kreis A! mit endlichem Radius Ii gegeben, 
außerdem sei ein positiver echter Bruch q und eine positive ganze 
Zahl Q gegeben. Im Innern des Kreises K mögen q andere sich gegen- 
seitig ausschließende Kreisflächen betrachtet werden. Die Radien der 
letzteren q Kreise, rj. r^, . . ., r^, sollen außer der im Vorhergehenden 
bereits enthaltenen Beschränkung nur noch der Bedingung 

r„ < q • (a-i,s,...,e) 

unterworfen sein. Dann gibt es einen zweiten positiven echten Bruch q 
von der Beschaffenheit, daß bei jeder den gestellten Bedingungen ge- 
nügenden Wahl von p Kreisen der gesanunte Flächeninhalt dieser Kreise 
zu dem Flächeninhalt des gegebenen Kreises ein Verhältnis hat, welches 
kleiner ist als 7. (Die Richtigkeit dieser Behauptung im Falle 9 == w 
läßt sich aus der Richtigkeit derselben im Falle p = 1 durch das 
Schlußverfahren der vollständigen Induktion folgern.) 

Die Existenz einer positiven Größe 7 < 1 von <ler Beschaffenheit, daß 
f\,+i<q-t\, (n = 0, 1, 2, . . .) ist, kann auch unter alleiniger Zuhilfe- 
nahme der Bemerkung 1) bewiesen werden, 
wenn man sich in das Innere des (p-f-l)- 
fach zusammenhängenden Bereiches jT p -}- 1 
den Begrenzungskrei^en von T benachbarte 
Kreise eingezeichnet denkt, wie neben- 
stehende Figur zeigt, und die bei dem früher 
beschriebenen Spiegel ungsprozesse sich er- 
gebenden Bilder des Bereiches T mit den 
entsprechenden Kreislinien versehen denkt. 
Durch die p + 1 eingezeichneten Kreise wird 
das Gebiet T in p -}- 1 zweifach zusammen- 
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langende Ringgelaete und ein ((» + l)-faeh tuMiiimettiiuugeiides GMtH 
tolegi Die q + l eingeaseidiiieteii Kreue können so gewählt werden, 
diß jedor dereelben nit doii ihm bmaelibarten BegrenKungskreiee des 
Gehiefees T konientriedb, ist und daß für jedes der p + 1 Rluggebiete 
das BndienTeriiSlinifl der Begrenzungskreiie einen und denselben Wert 
q < 1 beeitst Die GrSfie q kenn dann fffteieh q* gew&hlt werden. 
Ans dssi Xlni^eieibhsiten f^^i<q- f„ (n = 0, 1, 2, . . .) folgt 

lim/*,-0. 

In derselben Weise ergibt sich für das Gebiet 

lim /: = 0. 

Bei dem Prozesse der sukzessiven Spiegelmig wird daher nach und 
nach das ganze Innere des Kreises K bezw. K' ansgefilllt. Ausge- 
echlosseu bleibt nur eine gewisse nicht abzähJbare Menge von Punkten, 
welche keinem der Gebiete '1\ bezw. Tl, angehören. Diese Punkte sind 
m der Betrachtung als singulare Punkte anzusehen. Jedem innerhalb 
iTliegenden siuguliiren Punkte entspricht eine wohldefinierte unendliche 
Kette von Spiegelungen des Gebietes 7\ vermöge deren die sukzessive 
sich ergebenden Bilder des Gebietes T unter t)üistäudiger Verkleinerung 
ihres äußeren Umfangs sich auf jenen Punkt zusammenziehen. Ordnet 
man jedem innerhalb K gelegenen singulären Punkte denjenigen 
smgulären Punkt innerhalb K' zu, auf welchen mau durch den ent- 
sprechenden Spiegelnngsprozeß geführt wird, so ist diiiiut auch für die 
singulären Punkte innerhalb K eine Definition der Funktion f{z) ge- 
geben. Bei dieser Definition sind, wie man leicht erkennt, die He- 
diuguügen der Stetigkeit erfüllt. Die Funktion f{z) vermittelt also 
eine umkehrbar eindeutige, ini a 1 1 -»[emeinen konforme, an den singulären 
Paukten sicher stetige Abbildung der Fläche des Exeises K auf die 
Fiäche de« Kreises K'. 

Ks wird nun darauf ankommen zu zeigen, daß diese Abbildung 
auch an den singulären Punkten die Eigenschaften einer konformen 
Abbildung besitzt und daß das V'ergrößerungsverhältuis eiueu von null 
Terschiedenen endlichen Wort hat. Da bereits feststeht, daß verniitge 
»itr betrachteten Abbildung jedem inucrcn Punkte des Krei.^es K ein 
und nur ein innerer Punkt des Kreises K' entspricht, so genügt es zu 
b» vv^isPü. daß die l uiiktion f{z) im ganzen Innern des Kreises K den 
Charakter einer ganzen Funktion besitzt. 

Zur Begründung dieser Tatsache kann der alleinige Hinweis auf 
die Stetigkeit der Funktion f{si) m den singulären Punkten nicht 
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dienen, weil im vorliegenden Falle jeder siDgoläre Punkt sugleich 

Häufangspunkt singulärer Punkte iät.^) 

Die Funktion f{z) verhält sieh jedeni'alls im Innern des Gebietes 
regulär. Es seien jfi^, K^, . . K^n-¥\ die inneren Begrenssungskreise 
des Gebietes T,, femer K'i, K2, . . Kf,n-n die diesen Kreisen vermöge 

der Abbildung der Reihe nach entsprechenden inneren Be^renznngs- 
kreise des Gebietes T'. Wird mit -„ ein beliebiger innerer Punkt des 
Bereiches T I)e7.eichnet, su ergibt sich bei Anwendung des Cauchy sehen 
Integraisatzes auf das Gebiet 2'^ 

Jedes der ^+'+1 Integnle ist über den entsprechenden Be- 
grenznngskreis des Gebietes in demjenigen Sinne su erstrecken, f&t 
welchen nährend der Integration das Cbbiet zur Linken liegt Die 
dnrdi die Summe £ daigestellte GrSfie ist, wie die Gleichnng (1) nigt, 
▼on n imahhSngig. Es soU jetat dargetan werden, dafi diese Ghwße 
den Wert tmU hat. 

Der kürzeste Abstand des Punktes Zq von der inneren Begrenzung 
des G^ebietes T sei gleich d. Mit werde die komplexe Größe be- 
zeichnet, welche dem Mittelpunkte des Kreises A'^ entsprich^ und 
seien die Badien der Kreiee und K^,, Wird dann 

W - + 9 w 

gesetzt, so is (fj {z^) = >'!,, falls die Variable z^ auf die Peripherie des 
Kreises beschränkt bleibt, und es ergibt sich 



Nun ist 



> ~" "0 t/ ~ 



weil die Funktion ''- eine im ganzen Innern des Kreises K„ regul&re 

Punktion von z ist. Also folgt 



ff, ^ 



1) Eine Aupnnlmu« liildet mir der Fall e = 1, in wclchfiii sich mir ein einziger 
siiigul&rex Funkt ionexhalb des Kreises A\ desgleichen innerhalb K' ergibt. 
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ergibt neh 



/ 



mitüiiii 



d. h. 



< 



d 



In dieser Ungleichlieit steht auf der liukeu Seite eine, wie schon 
bemerkt, von n unii]3h;iiigi<re (iröße, auf der rechten Seite eine mit 
unendlich wachsendem tt unondlich klein werdende Größe. Aus der ge- 
nannten Ungleichheit kann daher der iSchhiß gezogen werden: 

Oleiduutg (1) g^t jetet über in 

Dieser Ansdrack für f{g^ lehit^ daß die Fonktion fiis) im ganzen 
innern des Kreises JT, aneh an den rorhin als singular bezeichneten 
Punkten den Gliarakter einer ganzen Funktion besitzt Die Funktion f{g) 
besitzt daiher in der Tat alle Eigenschaften dner Fonktion, durch 
welche daa ganze Innere des Kreises K kmiform anf das ganze Innere 
des Kreises K' abgebildet wird. Die Funktion ({g) kann folglich nur 
eine ganze oder gebrochene lineare Funktion von t sein, was zu be- 
weisen war. 



Ein von + 1 Kreisen b^^nzter Bereich Ton der betrachteten 
Art kann, wenn p » 0 oder 1 ist, stets anf unendlich mannigfiüitge 
Weise auf sieh selbst konform abgebildet werden. Ist hingegen ^ ^ 2, 
so eigibt sich aus dem soeben bewiesenen Satze: 

1) Die ida^Usi^ ÄlAüäwm ist die mnsige konforme Abbildung eines 
soUke» JBerMes auf sit^ sdhsi, uMie der Bedingung genügt, jeden Be- 
grmemgdsreis eimdn m sieh überfufShrm. 
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2) Ein soUker Bereieh laß im allgemeine» außer der idenHeehm 
ÄhbQdvmg ttheriiaupt keine hmforme JjbbUdunff anf sidi seRai tn; in 
jedem Fäße laßt er nur eine enSüiie Aneahi konformer AJUbtlduf^en auf 

Daraiu folgt: 

3) Werden ewei aoiebe Bereich als ni^ «fesen&idi verschieden he- 
iroAielf wenn sie konfortn auf einander ahgAHdH u/erden tönnen, so 
lMin0 dar äXUfmeiMte derartiffe Bereieh noch von S^—'S wesenüidien 
reellen KonaUmtcn ah. 

Nach einem Ergebnisse der oben erwälinten Schottkyschen Arbeit 
hängt der allgemeinste schlichtblättrige ebene Bereich mit q -\- i 
Begrenzungslinien (^^2) ebenMls von 8^ — 3 wesentlichen reellen 
Konstanten ab. Die Aufgabe^ einen beliebig gegebenen schlichtblättrigen 
ebenen Bereich auf einen von ^ + 1 Kreisen begrenzten schlichtblüttrigen 
ebenen Berpicli konform abzubilden, wurrlc von Herrn Seliottky (l. c) 
aK: ( in Problem der Theorie dvr linearen Dilferontinloi'loichungt'n zweiter 
( »[(Ii) iifig mit algphraischcn Kooffi dienten formuliert. Aus dem oben 
bewiesenen Satzt- ;j;e}it hervor, daß iu keinem Falle nudir als einm 
den Bedingungen der AutViihe ir<>niigenden kreisfr'uinig begrenzten 
Bereieh geben kann, wenn zwei durch eine ganze oder gebrochene 
lineare Trau»formation in einander übergehende Bereiche nicht als ver- 
schieden betrachtet wprden. Für den Nachweis, duü es in jedem Falle 
einen den Bedingungen der Aufgabe genügenden kreistonuig hegren/.ten 
Bereich gibt, kommen außer der Arbeit des Herrn Schottky nuuieut- 
lich die von Herrn Poincare in den ersten Bänden der Ada mathe- 
matica yerfiffentlichten Arbeiten in Befraeht.*) 

Die Besehrünkung der Betrwshtnng auf 9clilicbtblättrigc Bereiche 
etellt fQr das Abbildnngsproblem keine vesenÜiehe Beachiänkung dar, 
eofem nur Torauageeetet wird, dafi die Anzahl der Begrenzungslinien 
der zu betrachtenden Bereiche endlich und gleich der Ordnungszahl 
ihres Zusammenhanges ist. 

Bis gilt folgender Satz: 

Wenn F ein endUch-vidhlättriges Riemannsehes Flädienstiiek ist, 
wdehes in seinem Innern nur eine endliche Anzahl von Windunffspunhien 
enihiät und für wädtes die Ordnut^fssahl des Zusammei^anges ^ekk der 



1) im Falle ^ 1 bietet die AbbUduagsaufgabo crbebUche 8cbwierigkeitea 
nidit dar. Eina LO»iuig der Aufgabe ist zu finden bei Scbottkj (l. c). Man 
kann auch einen Weg eiuBchlagen, welcher dem, Toa Biemann O^iMertetion 
Art. 21) und Schwarz (Oes. Abb. Bd. H, peg. 164— 15S) im Falle ^i^O ein- 
gesoUagenen entspricht. 
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Anzahl p + 1 der Ikyremungslinien ist, so ist es vwißuh^ den lk.feich F 
konform auf einen schliehthlättrigen ebenen Bercidi abzubilden. 

Für den Beweis dieses Satzes genügt es, Annahmen Ton sehr all- 
gemeinsr Art flbw die Natur der BegrenzangsHaien zu machoi; ins* 
besondere ist es moht erfordwUch die Begrenzungsliniok als analjtisdi 
▼orauszasetsen. 

Deo Bereich denke man sich sunichst Aber jede seiner p + 1 Be- 
grenzungslinien hinaas ein Stftck fortgesetzt^ indem an jeder dieser 
Begrensuigslimen ein zweifach zasammenhingender FlSchmstreillNi an> 
geeetat wird. Dieie Operation bietet anch an den möglicherweise 
Torhaadenen Eckpunkten der Begmiznng keine Schwierigkeit dar, selbst 
wenn der an einer Ecke gebildete Winkel grOfier als 2 ist Im 
letsteren Falle geht durch die angegebene Operation der Eckpnnkt in 
eintti innexen Windongspnnkt Aber. Der Bereich F erschrnnt jetat als 
Teilbereich eines anderen !^ reiches JP,, seine Begrenzimg hat mit der 
Begrenzung des Bereiches keinen Punkt gemeinsam. Die B^p'cnzung 
des Bereiches F^ kann so gewählt werden, daß sie aus einer endlichen 
Anzahl geradliniger Strecken gebildet wird. Die Anzahl der B^fiensongs* 
linien des Bereiches stimmt mit dar Anzahl der Hegren/.ungslinien 
des Bereiches F überein, und es ist, wie beim Bereiche F, die Ord- 
nungszahl des Zusammenhanges des Bereiches F^ gleich der Anzahl 
seiner Begrenzungslinien. 

XuTiraehr denke man sich ioder Begreuzuiigslinio des Bereiehes F\ 
einen willkürlichen Punkt des Kuuities /.iij^eordiiet und von jedem 
Punkte der Reufren/.un^ von /'', niicli deni /uifeurdneten l\aunij)unkte die 
geiudlinige \ erijindung.stitrecke kou.struiert. Auf diese W t ise ent«tehen, 
diii p r 1 Bef?renzungslinien von 2'\ entsprechend, p t- 1 einfach zu- 
saninienhiingeiidt' 1 lilelienstücke. Diese p -|- 1 einlach zusammenhängenden 
Flächenstücke denke man .sich zum Bereiche F^ hinzui?efügt, wodurch 
man eine geschlossene Flache F^ erhält. TriÜt man die Festsetzung, 
daß die möglicherweise vorhun<ienen Durchschnittslinien zwischen den 
p + 1 einfach zu.sammenhängenden Flächenstücken nicht als Ubergujig.s- 
linien zwi^en diesen Flächenstficken betrachtet werden sollen, so 
YerliSlt sicdi die gesehl<wsene FlSche hinsichtUdi ihres Zusammen- 
hanges wie die schlichte Oberfläche einer Kugel. Die dm Begrenzunga^ 
linien TOn F^ zugeoxdnetNi Raumpunkte hätten auch in der Ebene 
der FUehe F^ gewählt werden kännen. 

Weil die Begraiaung des Bereiches F^ ans einer endlichen Anzshl 
geradliniger Strecken gebildet wird, so kann Ton der geschlossenen 
einfach susammenhSi^ienden Flädie F^ folgendes behauptet werden: 
bt F iigend ein Punkt der lUche F^y so giht es auf der Fläche F^ 



Digitized by Google 



Xb2 i'Aoi. Kokbk: übei konforme Abb. mehrfach zusammeuh. ebener Bereiche osw. 



eine den Punkt P in seinem Innern enthaltende Umgebung Ton P, 
welche konfom auf die Flache eines Kreiaea abgehild^ werden kann. 
Es sind daher fQr die Fföche die Bedingungen erföllt, unter weldien 
▼on Herrn Seh war x die MiSgÜchkeit der konfonnen Abbildung einer 
solche Flaehe auf die aehlichte Oberfläidie einer Kugel bewieaen 
worden ist. (Gesammelte mathematisehe Abhandlungen Bd. II, Seite 
107—170). 

Bei der konformen Abbildung der Flache JPj auf i-ine schlichte 
Ebene geht der ursprünglich gegebene Bereieh F in einen Teilbereich G 
dieeer £bene über, womit die oben ausgesprochene Behauptung be- 
wiesen ist. 

Besteht die Begrenzung des Bereiches F speziell aus einer end- 
lichen Anzahl von Stöcken analytischer Linien, die, soweit sie in Be- 
tracht kommen, überall den Charakter algebraischer Kurven besitaen^ 
so gilt dasselbe von der Begrenzini des Bereiches G. 

Wird die Bcdiii^mij; fallen gt'la^^^ell. dnß die Anzahl der Bp- 
gr^'ii/nngslinien des Bereiches F gleich der ( Jrdiiunghzahl seines Zu- 
»auHiu'iihnnges sein soll, so ist es olfenbnr nu-lit möglich, einen schlicht- 
blättrigen el)enen Bereich au/.u^el»en, auf welehcn der Bereieh F zu- 
sammenhängend und in den kleinsten Teilen ähnlich ubgebildet werden 
kann. Für ein solches Flächenstück F ist, sofern dasselbe überhaupt 
Begrenzungslinicn besitzt, die Ordniint^szahl des Zusammenlianges nach 
einem Satze der Analysis situs um eine gerade Zahl 2p größer als 
die Anzahl |der Begrenzungslinien, und es lassen sich folgende Sätze 
dartun. 

Ist p^lj so gibt es eine ffescMossme MwatiUUfriye Riemannsche 
Flocke von der Besdtaffenheit, daß F auf eine» TeUbereieh dieser Flädte 
hon form abg^büdd werden kann, 

Istp^2,iio tjibt es eine gesddassene höchstens p-hlättruje Riemannsehe 
Flädie von der Beschaffenheit, daß F Jsonform auf anen Teilbereidi der^ 
sdben abgebildet werden kantt. 

Es gibt stets eine {p lybUUkige geschlossene Riemannsd»e Flädte 
von der Beschaffenheii, daß F Itonform auf einen gam im EndUeken 
Uzenden TeUbereieh ders^en abgebildet werden kann. 

Zum Bewmse der Torstehenden Sätze hat man zunächst, wie 
frdher, den Übeigang Ton der ungeschloasenen Fläche F zu einer ge- 
schlossenen nSche Ff zu machen. Dieser Flache wird unter Zu- 
hilfenahme des animierenden Verfahrens eine algebraische Gleichung 
G (-. fi) = 0 vom Range p =i> zugeordnet. Damit hängt eine konfome 
Abbildung der l^Ii'uhe F^ auf die zu der Funktion s{g) gehörende 
Riemannsche Fläche R vom Geschlecht p unmittelbar zuaammen. 
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Bei (lieser Abbildung entaprielit dem gegebenen Flächeiistück F ein 
Teilbereich Fr von B. Um schließlich eine den Angaben entsprechende 
Blatterzahl zu erhalten, hat man von der (ileichuntr G (z, s) = 0 durch 
birationale Transformation zu einer Gleichung G{z^,s^)'=0 überau- 
gehen, die in bezug auf einen der gewtlnschten Blätterzuhl entsprechen- 
den Grad besitzt. Dieser Ubergang wird am einfachsten bewerkstelligt^ 
mdem = z und gleich einer ratioDalen Funktion von z und s ge- 
setzt wird, welf^li»' innerhalb R ebensoviel Uuendlichkeitsstellen erster 
Ordnung besitzt, als die gewünschte Blätterzahl Einheiten enthält. Für 
den Beweis des letzten von den dm angeführten Sätzen müssen die 
UnendlichkeitssteUen der Funktion so gewählt werden, daB keine 
derselben im Innern oder auf der Begrenzung Ton F/t liegt. 
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Vortüiu'ung eines Apparats zur Demousiiation des astatiscben Gleichgewichts 
ebener Krftftesysteme. 

Mathematisolie GeseUsoliaft in Göttingen« TT. Sittmig wm 
5. Bu. 1905. H. Mflller referiert Ober die Ton H. Poineare zum 
liXistensbeweise von Potentialfunktionen mit vorgeschriebenem Bandwerte 
verwandte „Methode de balayage'*, F. Graf über die von C. Neumann zu 
gleichem Zwecke vorwandte ..Mothodo des arithmetischen Mittels". F, Klein 
bemerkt, daß bei letzterer die Vtrvvtuduug dei- Duppelbelegungon darauf" 
hinauslaufe, statt der Greenschen Funktion des Gebietes die Groeusche 
Fimktion der jeweiligen Tangentialebene zu nehmen, und schlügt vor £r^ 
hohong der EoDTergenz die Verwendung der Greenschen Fmiktion der 
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jeweiligen, das Gebiet ganz umhüllenden TangentiaJükugel vor. — VII. Sitzung 
vom IJi. Dez, 1905. £. Zermelo referiert über H. Poincares Unter- 
enehungen fiber die Bandwortaufgabe der Gleiehong Ju + « 0, ina- 
besondere den Eristenzbeweis für jene ^^ausgezeichneten'* Parameterwerte iL, 

bei denen die Aufgabe fUr die Randwerte 0 durch nicht identisch ver- 
schwindendes « 7.n lösen ist Er zoicrt hierbei, wie nach gleichen Prinzipien 
die K^fisteoz uu»'ndlich vielor „ausgezeichneter" /-Werte ei*schlossen werden 
kann, auf welchen Beweis 11. Poiucare selbst nicht eingegaugeo zu miia 
sebeint — VJIL SUmmg vom 19. Jhe. 190$. E. Scbmidt lefemri Aber 
H. PoineariSs üntersnchungen über die asymi^tisebe DanteUimg der 
Lösungen linearer Differenti 1 l 'ichungen beim Einrücken in eine Unbestimmt- 
heits-Stelle und zeigt, welche Vereinfachung nach E. Picard die Benntzung 
des A. Liapouuoft sehen Satzes über das Wachstum der Lösungen linearer 
Diffcreutialgleichungssjsteme mit sich bringt. G. Herglotz refVriert ülier 
den TOS G. W. Hill zur LSsung linearer DUFerev^gleichiuigüu mit pe- 
riodischen Eoeffisienten gonachten Gebrauch der unendlichen Detenninanten 
und ihrer insbesondere von H. v. Koch hervorgehobenen Anwendung zur 
Entwicklung der Losungen linpnv^r Difffr'iitialglf^itlningen mit eindeutigen 
Koeffizienten in eiueui Kreisring, durch welche gleichzeitig eine brauch- 
bare Bestimmungsweise der Monodromiegruppe gegeben ist. — IX. SUzuttg 
vom 9, Jamtar 1906. C. Garath^odory referiert über die von 
J. Fred ho Im aBgemein angegebene LOsong d«r linearen Integralgleichang 

q>{s) — kj K {a, t)ip(t)dt ^ f(s), wo aus gegebenem Jr(s, t) und /(s) 

die Funktion gp(.?) zu bestimmen ist. Der Vortragende zeigt, wie die Hand- 
wertauigabeu der (ileichuiigen /1u =0, und /In t i^u = 0 xmmittelbar auf 
derartige Integralgleichungen führen (bei Ju = 0 direkt die Ausgangs- 
gleidtnng der Hetiiode des aritiimetisehen Mittels) mid setzt sddieBUdi die 
allgemeinen Resultate auseinander, die D. Hilbert insbeeondere für fffmme- 
trische Kerne K : K(s, t) = A'(<, s) bezüglich der „Eigenwerte" l = i,,, bei 
denen die Integralglf^ichung für f(s)=^0 dureli (jj ■ > i = qp, (s) 0 lösbar 
ist und der Eutwickelbarkeit beliebiger Funktionen nach diesen qr, 
erlaugt hat. — X. Hitzung vom 9. Jeui. 1900. F. Klein berichtet über die 
von K. Weierstraß erlangten, und auf der Ton ihm hierzu eingeftthrten 
Theorie der ElementarteUer foBenden Resultate ftber Transfonuerbarkeit 
zweier linearer Scharen bilinearer Formen ineinander, insbesondere die sich 
hierbei ergebenden Sütze über Elementarteiler. Der Vortragende gebt hierbei 
von dem Gedanken aus, es möchten, gemäß der von Find ho Im und D. 
Hilbert benutzten Auffassung der linearen Integralgleichung als Grenzfall 
eines Sjitnos linearer Gleichungen und des hieraus für sfmmetrüolM Kenra 
sich ergebenden Zusammenhangs mit der Transformation quadratischer 
Fennen, sich auch hier noch eine Reihe weiterer analoger Theoreme auf- 
stellen las??en. — X7. SUzunrj r(m% 23. Jan. HHffi. D. Hill)ert berichtet 
üh^r zwei in letzter Zeit von ihm gemachte funktionentheoretis'^bf» An- 
wendungen der Integralgleichungen. Die erste betri£Ft die Herstellung zweier 
regulärer analytischer Funktionen, einer im Innenraam nud einer im Außen- 
ranm dner gegebenen geeehlossenen Kurfe, so daB sieh ihre Bindwerle auf 
dieser um einen gegebenen (komplexen) Tom Ort auf der Kurve abhlai^geai 
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Faktor xinterscheiden. Die Vorallgememening dieser Autganc auf Fuuk- 
tionenpaare , deren Eaudwerte durch lineare Substitution zusammenhängen, 
fllut siir Hentallmig von IHmküoamclisKii mit gegetwncar Honodromie- 
gnppe. (Gott Naclur. 1906). Die i weite Anwendung betrillt die Her- 
ftellnng jener linearen Differentialgleichung II. Ord. mit yorgeseliriebeiien 
Itelku singiiläreu Stellen, deren lutograL.iiiotient i]'n> obere Halbebeno auf 
«in Xreisbogeuviereck mit OrtlmifOüalkreis uud lauter Winkeln Null ab- 
bildet. £ä erweist sich hierzu als notwendig und lünreichend, daß das an 
der ersten singulären Stelle endliche Integral, längs der reellen Achse in 
liMÜiimiter Weise Aber die sweite nngoläre SteUe fortjgeeetet, in der dritten 
eDdUeb bleibt. Dies bestimmt direkt naeb den früher vom Vortragenden 
ai^egebenen Methoden der IntegitJgleichungen , den akzessorischen Parameter 
der Differentialgleichxmg als Eigenwert einer KUgehörigen Integralgleichung. 

— XII. Sitzutif/ roni 30. J(fv. l'JOG. F. Klein zeigt in Bnantwortimg 
der gelegüütlicb der letzten 8it;&ung eutälaiideueu l'mge, ob ütetä ein überall 
endlkshes Funktiooss^stem su finden sei, das entweder die vorgegebene 
llonodroauegrappe oder m ibr Iroigiigiert komplwe beeitat, daß dies im 
Falle dreier singulärer Punkte sicher nicht stets möglich sei. Femer gibt 
F. Klein eine einfache geometrisclif Tlt^rlt^iiung der in der letzten Sitzung 
Ton D. Hilbert angegebenen Bedingung lüi* die i^xistenz eines Ortbogonal- 
kreisee (siebe das Nähere oben), er setzt ferner auseinander, wie die von 
D. Hilbert b« jener Aufgabe gefundenen weiteren E^enwerte des akaee^ 
•oriseheii Psnmeters sn Hanptkreisriereoken mit Seitmiübersddagungen ge- 
Uhen, und bespricht von ihm seinerzeit ebne Beweis aufgestellten 
Theoreme über Bestimmbarkeit der akzessorischen Parameter, wenn für das 
Kreisbogenpolygon die Existenz eines ürthogonalkreises und eine gegebene 
^topoIogiM;h mögliche) Zahl von Seitenüberschlagungen gefordert wird. — 
XlJl. Sitzung vom 6. FAr. 1906. M. Abraham referiert über die von 
H Poinear4 verfiSbntliobten Vorlesungen über die veischiedenen Teile der 
mathematischen Physik. Der Vortragende aeigt an Beispielen, wie in ibnen 
die Aufinerkeamkeit insbesondere auf den physikalischen Inhalt der Pro- 
bleme gerichtet wird, und hebt das Verdienst, das Poincare um die Ein- 
führung der Maxweilschen Theorie in Frankreich hat, hervor. Es refe- 
rierte femer U. Broggi über Poincares „Calcul des probabiiitej*" (1896) 
und H. Minkowski Über Poincares „Capillarite** (1895). 

MathematiBObe Gesellsobaft in Wien. Generai vasamnUuny um 
M7. OfUtbar 1905: Bechenschaftsberiebt Über das abgelaufene Vereinsjafar. 
Wahlen. H. Hahn: Dia neueren Untersucbungen über reelle Funktionen. 

— TwH m mÜ Hng am 10» Novembrr 1905: Rothe: Minkowskis Untw^ 
äuchnngen über Volumen und Oberfläche konvexer Körper. — Versammlung 
am 24. November 19(1': P Kit ren fest: Referat über W. Gibbs, Sta- 
tutiscbe Mechanik. — J (f>u»im/*/m/ am 15. Drzcmhcr 1905: A. Adler: 
Zar KoDätruktion des regelmäßigen Siebzebnecks. — Versammlutty am 
VL Jämur 1906: B. Tietze: tfber die Grundlagen der Logik und der 
Mathematik. — Versammlung am 9, Februar 1906: J. Plemelyi Über 
Hilberts Bebandluag eines Biemannaeben Problems. 



Iba Awifiaan Mütbaniafttoal 8o«iet7. Die 18. Jabresvereaaunlnng 
der fpinanaton OeeaUaeaiaft fluid am 88.^89. Dezember 1906 in New York 
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City statt. l )a gleichzeitig Y( rsarumlungen der American Physical Society 
und der Astrononiical und Astrophysical Societies of America stattfanden, 
war das iDtorease an der diesjährigen Venammlttog ein besonders lebhaftes. 
Eine gemeinsame Sitzung fand /u Ehren des Professor Bjorknos aus Stock- 
holm statt (vgl. Jahresbericht XV, S. 59 1). — Aus dem Geschftitsbericht 
geht hervor, daß Hie Bibliothek -mr 'ÄPit 2000 Bände umfaßt. Die Zahl 
der Mitglioder ist im abgnlauteuen Jahr»^ vou 173 auf 512 anpewaelisen. 
Für da.H iiiue Jahr setzt sich der Vorstand Iblgeudurmaüeu zusammen: 
Osgood, Vorsitzender; Charlotte Angas Scott und L Stringham, 
stellvertretende Vorsitiende; F. N. Cole, Schriftführer; Denn et, Schatz- 
meister. D. E. Smith, Bücherwart; dazn kommen noch einige Beisitzer. — 
Fol^M iidr wissenschaftliche Mittt iluncrpn wunien der Versammlung vorgelegt: 
Kichartlson, Multiple improper integrals. Frizell, On the continiuim 
problem. Curtiss, Tbc vauisbing of tbe Wronskian and the {trobiem of 
linear dependence. Hutcliinsoa, Note <m the fondamental propositionB of 
algebra. Kejser, Gonoeming a sdf'redproeal plane geometiy. Moore, 
Gcometry of circles orthogonal to a givcii spliere. Kasner, Invariants of 
diflercntial olinitrits {'(.r Lirliltran- point transformation. Fri/.ell, A me- 
thod of buildiug up tho tundarneutal oporation <^onps of arithmetic. Bliss, 
A proof of the fiiudameutal theorem of analysis situs. Akers, On the 
congruence of axes in a bündle of linear line complexes. Field, Note on 
Oertain groups of transformations of the plane into itself Peirce, A new 
approximate constmction for 7t, Mason, Curves of minimum moment of 
inertia. Webster, Application of a definite integral involving BesseFs 
functions to the self-indnctaiico of solenoids. VVright, Corrcspondeiii and 
thp theory of continous groups. Wriglit, An application ot ihe diÜ'eren- 
tial invariants of Space. Clara E. Smith, Abers theorem and its appli- 
cation to tbe deyelopment of an arbitrary fiinction in terms of Bessel's 
Innetions. Bjerknes, Bzperimental demonstration of bydrodynamic action. 
at a dLstance. P. Stephens, On the pentadcltoid. Pupin, Establishment 
of the steady stnte in a sectioonl wave oonductor. Quinn, A Jinkage for 
tbe kinematic <le>tnptinn of a cissoiil. 

Mathcmatical Seotion of the California Teachers Association. 
Die Sectioii kielt am 26. und 28. Dezember 1905 zwei Öitiuugeu in Ber- 
keley ab Es wurde beschlossen, die Zeitschrift School Science and Matbc- 
matics als ofißzielles Vereiosorgan m vfthlen. Zorn Vorsitzenden wurde 
Prof G. A. Füller, zu seinem StellTcrtreter Prof. W. H. Baker und xum 
Schriftführer Prof. J. F. Smith g< ^vUhlt. Wis.senschaftliche Vorträge 
hielten: Stringham, How to cultivate the power to think mntliematically? 
und Clarke, Vital questions for teachers ot secondary mathejiiatics. 

Indiana Association of mntliematioa teachers. Es besteht der 
Plan, eine Vereinigung aller Lehrer der Mathematik de-j Plaates Indiana zu 
bilden. Mit der Vorbereitung wurde ein Komitee beaultragt, dessen Vor- 
sitz in den Händen von Prof. Kothrock von der Indiana Universität liegt 
Die Organisation der Vereinigung soll in einer Versammlung zu Indiano- 
polis am 30. März d. J. stattfinden. 

Aflflooiatton of Ohio Teacheni of Mathemattea and Scienoe. Die 
dritte Jahresversammlung fand am 28. Dezember 1905 in der Ohio State 
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rniversity statt. Tn der mathematischen Sektion wurden folgende Vorträge 
gehalten: Iloruung, Do the maibematical cuurses in literary Colleges pro- 
perlj fit for the mathcniatics of engineeringV Miß Palmie, Recent con- 
tribotioiit marlniig a n$X «dvance in tlie theoty of maihematiea taacfaiiig; 
Arnold, Sir Isaao Newton, an estimate; Hal.sted, A contribution from 
noneuclidian geoTi«»'try to school sph^rics: Miß (llazier, Syniboli.sm in 
mathematics ; Hi ilman, The character ol matheniaticsi teaehiiig in tlie liicrh 
schoolj Giles, The inlluence of coUege eutrance eertifieates on the tuachiug 
of matiieniaties in the high schoola; Haltted, Report of oomitee on sjllabus. 

Amerioa» Am o fl te t k m for %b» Advanoement of Boienoe. Die 
nidute Venanunlnng der Association vird in der mit dem 27. Dezember 
1906 beginnenden Woche in New York City stattfinden. 

Assooiation Franpalne poar ravanoeiiieiit dee soiencee. Die dies- 
jährig».' YtTsanimluiig wird vom 2. — 7. Aognit unter don Vorsits Ton Prof. 
Lippmann in Lyon abgehalten werdun. 

Circolo Matematico dl Palermo. Für das Trionnium 1906-1907-1908 
btsteht der Vorstand aus den Herren: Albeggiuui, Gebbia, Guccia 
Ovazza, Torelli (G.), sämtlich in Palermo, sowie den Herren: Bianchi, 
Pisa), Capelli (Neapel), Cerrnti (Rom), Del Pezzo (Neapel), Del Re 
Neapel), Dini (Pisai, il Ovlilio (Turin), Loria (Genua), Mittag-Leffler 
(Stockholm), Pascal (Mailand), Peano (Turin), Pincherle (Bologna), 
Poincare (Paris), Tonelli (Rom), Volterra (Rom). 



2. Pieis&ntigabeii und gekrönte Preisschrifteii. 

Freisaufgabe der Fhttonophischen Fakultät der ITnivorsität Halle, 

Bekanntlich hSngt die Bestimmung der Fltklien konstanter mittlerer Kiüm- 
mung von derselben Ditierentialglcicbung ab, wie die Beijtiiimiung der 
Flächen mit konstantem negativem KxQmmungsmaß. Von letzteren Flächen 
kennt man TSrsdiiedene and damit auch eine Anzahl von Losungen jener 
partiellen Diffi-rentialgleichiuig. Es sollen die zu diesen Lösungen gehörigen 
Fliehen konstanter mittlerfr Krümmnnf? abfreleitet worden. 

Der Preis beträgt l.')0 Mk. Die Bewerbungsschnften sind bis eiu- 
schließlich den 27. Oktober 1906 bei dem UniTersittts - Sekretariat eiu- 
soreichen. In fiblicher Weise ist ein Motto ansugeben und in einem mit 
gleichem Motto versehenen Briefamscblag ist der Name, die Heimat und das 
Studium ilrs V^'rfassers zu bezeichnen. Die Pteisverkfindignng erfolgt am 
27. Januar 1 '.♦(»7. 

Preisauf^abe der Fhilosophisohen Fakultät (II. Sektion) der 
UiÜTersität Zürich für 1806. Es soll die Bewegung eines schweren 
Punktes auf einer Kngelfllche (eines sphärischen Pendels) mit Hilf» tou 
mindestens zweien der neueren Metboden der astronomischen Medmnik unter- 
sucht und die Resultate dieser üntenmchnng sollen analytisch und nume- 
risch mit denjenigen verc^lichen werden, die sich bei der Behandlun:? iIp« 
Problems mit Hilfe elliptischer Funktionen ergeben. — Die Preisautgaben 
sind bis zum 31. Dezember 1006 an das Rektorat anonym einzureichen. 
J»lw w i W rl d rt d. Pwitiohm MrtiWM.»y<f tolfitM. X7. H«nt. 11 
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Sic sind mit einem Motto zu versehen; gleichzeitig soll ein versiegeltes 
Kuvert, welches den Namen des Verfassers enthält, eingereicht werden, über- 
sohrittben init dem ^flielien Motto. 

3. fiochschttlnaclLriciiteii. 

Universität Innsbruck. ^lit der Vertretung des verstorbenen Prof. 
0. Stolz ist für das gegenwärtige Semester Herr Dr. U. Hahn von. der 
technischen Hochschule in Wien beauftragt worden. 

Voneiobnte der für dM Sommenmnevtor 1906 angekitndtgtw Vor* 
iMtmgfln über die mathematleelien Vieeemeelurften. 

Darnifltadt. Dingeldey, Elemeute d. Mh. Algebra; Höb. Mathematik I. — 
l^enner, Ueodäsio; AusgleichungH-Kechnutig nach d Meth. d. kleinsten Qnadrate; 
Geodät. Übungen. — Graefe, Eepetit. d. Elem.-Matb. ; Höhere JIdath.; Höh. Math. U. 

— Ottnd elf Inger, Hdh. Matii. I. — Henneberg, Techn. Mecb.; Hecb. I; Reine 
Kinematik. — Pfarr, Hydraulik. — Scheffers, Einleit. in d. Funktiuncntheorie; 
Darst rJenm. I. Wiener, Darst. Geom. I; Gcometr. Form. u. Form. d. Kuuat: 
Arbeittju im math. lustitut. - Gast, Astronom. Urts- u. Zeitbestimm.; Cb. im 
ZaUenrechnen. — Mcisel, Grundzü^e d. KartoD-Projektionslchre; PopuUtM Aatro* 
aomie. — Schlink, I\oppt. d. Mei li ; Anstrew. Kap. d. Statik 

Freibarg. Lüruth, Integralrechnung (6); l'rigonometrie (2); Seminar. — 
Btiekelberger, Analytische Meohanik (5); Fonrienc^ Reihe» tind Integrale ^2;; 
Seminar. — i.ocwy, Theorie und Anvrendnng der Deteixninanteu i 4;; Uber die 
Onindlagen der Geometrie '2 ; Tbungen tut VersicheningMmatheinitik - Wein- 
garten, Auegewählte Kapitel aus der Theorie eluatiscber Kurper \2j. — Seith, 
Darstellende Geometrie (8)| Übnogen daso. Kflnigeberger, Theorie der 
Elektrizität und des Magnetiinnu mit ÜbuigeD (8); Cbongen ans der theoretischen 
Physik (1). 

Grelfswald. Thom^, Theorie der analjtieehen, beeondece der Optischen 

Funktionen I (4); Differentialgeometrie i:2); Seminar. --- Engel, Analytische 
Mechanik 1 (4); Analytische Geometrie der Ebenf« und des Kaumea \4); Differential- 
invarianten (1); Seminar. — Vahlen, liitegralrechnuug (4); Übunsen dazu (1); 
Determtnaaten (1). — Starke, Matbematieehe Bi^Rnznngen and ülmi^n zur 
Expetimentalphjeik (1). — Mie, Elastiziffttelehre und Hydrodynamik (4); Seminar. 

— Mie nnd Starke, Hesprechunf^ neuerer iiliysikaliselier ArVioitou — Holt/,, 
Galvanische, Thermo- und Indnktionselekthzitüt (2); Meteorologie mit Eiuschluß 
d«r optitdien Brsebeairangen (1); Pbynk der Srde (1). — Schreiber, Übungen 
im Demonstrieren phyBikalii=cber Apparate T^^rg, Theomtiseb-plljrikaliiehe 
Übungen; Geschichte der Physik im Zeitalter Newton». 

Ualle. Cantor, Zahlentheorie (4); Seminar. — Wan gerin, Diffisrential- 
geometrie(6); Bestimmte Integrale und Differentialgleichungen (4); Auegew. Kapitel 
derPot^»nt!8ltheorie(l'^; Seminar. - Gutzmer, Differentialrechnuugmit r^nmgi'n(.j): 
Funktiouentheorie (4); Ausgew. Kapitel der anal. Mechanik ^1); Seminar. — Eber- 
hard, Algebra I (4)^ Analytische Geometrie der KegeUduiitte (f); Übnaigeii 
dazu (1). — Bernstein, Geeichii htliolie t^'bersicht über die Hauptgebiete der reinen 
Mathematik '2 ; Versichcrungsmathematik (2). — Buch holz, Ausgew. Kapitel 
der theoititibchen Astronomie imd Physik (,2) ; Praktische Übungen in geographischer 
Ortsbestimmung (8). Walter, Niedere Geodäsie mit Übungen auf dem Ge- 
lände — Dorn, Elektromagnetische T-iehltheorie '2 Schmidt, Einleitung 
in die theoretische Phjsik 1^3); Übungen dazu {lt. — Bern dt, Einführung in die 
Theorie der Elektriritftt und dee Magnetiemus '^j. 
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Sönl^berg. Meyer, AnalTtnche Geometrie der Ebene (3); Einleihing in dk 
höhere Geometrie (4); Seminar. — Scboenflies, Funktionentheorie (61; Seminar. 

— Saalschüis, Determinanten (S); Diffexentialreohnn ng (4); Übungen dazu. — 
Bftttenaann, Aatronomiich-geogcapluiche Ortabettunmuiig (8); Übungen dun. — 
Cohn. Bestimmung der Babnen der Ilimmelskürper i3 ; Einführung in die neueren 
Theorien der Himmelsmechanik (2). — Volkmanu, Elastizitätstbeorie (4); Seminar. 

Lelpiig. Is e Ulli an n , Anwendungen der Differential- und Integralrechnung ,1) ; 
Seminar. — Hsyer, Höhere analytisc ho Dynamik lö); Übungen dua. — Holder, 
Anwendnn^en der elliptiechen Funktionen (3 ; Aws<^ew Kaj)itcl ans der Theorie 
der eUlpÜscheit ModuU'unktionen (2); Seminar. — Hohn, Höhere Kurven, inabes. 
der S. u. 4. Ordnung (4); Übungen dazu (1); Determinanten (i); Seminar. — 
Hattldorff, Gewöhnliche Differeutialgleichungon (4); Übungen dazu i^l Lieb- 
mann, Analytische Geometrie der Ebene '4 '; Übungen dazu (1); Einfahrung in 
die algebraische Analysie ^2). — Bruns, Himmlische Mechanik (2;; Seminar für 
wiMeneebafÜiehee Beehnen (2); Praktiiche Übungen auf der Sternwarte (mit Peter). 

- Peter, Bahnverbeaaerung und Hpezielle Str.rari<;en -2 : rinini^en inif der Stern- 
warte (mit Bruns). — Wiener, Physikalische» Kolloquium (mit Des Coudresi. — 
Des Coudres. Thermodynamik uV;; Kolloquium. — Marx, Radioaktivität 
Elektrische Wellen (1). — Dahme, Farbenphotograpbie(l). — Scholl, Polariiiegctei 
Lieht. (Ii; K' ! t-tnrimu der Physik (!\ 

Rostock, ä tau de, Analytische Geometrie des Baumes 1,4); Amüijtiieho 
Mechanik (4); Seminar (tV — Dieteriei, HecbanieeheWBnnetbeorie(8)', Seminar(S); 
Praktikum (H). 

Wttrzburg. Prym, Integralrechnung lO); Proseminar; Sciijinnr. St lliug, 
Analytische Mechanik i_4;i; Sphärische A et ronomie (2;. — Host, Auülyt. uiitl eynthet. 
Geometrie der Kegelsclmitte Anwendungen der Inflniteiimalanalyna auf die 
Theorie der ebenen Kunen (3): Theorie der Raumkurven und der Fläclien 4";; 
Nichteuklidiiche (ie.nuetrie i,2); Proaeminar; Seminar. — Cautor, Kinetische 
Thforie und Bewe^^mng der Oase (4). — Seite, Elektrizitfttsleitnng in Gasen und 
verwandte Erselieimmgen (2). 

Zßricb. Bnrkhardt, AlgchrniMehe .\nalTei8 f4); .MathematiBche Theorie diasi- 
pativer Erscheinungen (4); Seminar {;^}. — Weiler, Auai. Geometrie U (4); Darst. 
Geometrie II (4); Sjntbet. Geometrie (S). — Gabler, Die Hanptefttae der DiffiBceotial- 
und lntegralrechnun<,' Polit. Aritbinelik '2); Inhalt und Methode des geo- 
metrischen rnterricbt.- in der Mittelschule il). — ^Volter, Geograph. Orts- 
bestimmung 1,8}; Übungen im astron. Beobachten; Einleitung in die Astrophysik (2). 



4. PenoBalnAdiriohteii. 

ProfeMor Dr. Boehm von der üniverttiftt Heidelberg ist fOr das gegen- 
wartige Winterhalbjahr beurlaubt. 

Dr. Bon langer wurde zum Professor der Mechanik an der Faculte des 
soiences der Universität Lille ernannt. 

Professor Dr. P. Drude, Direktor des Physikalischen Institat« in Berlin, 
wurde von der Königl. Preuß. Akademie der Wissenschaften zum ordent- 
lichen Mitgliede ernannt. 

8ir David Oill. Direktor der Sternwarte am Kap der Guten Hoffnung^ 
beabsichtigt von seiner Stellung zurückzutreten. 

Professor Dr.D. Hilbert in Göttingeii ist von der Kaiserl. Leopoldinisdi-Cavolini- 
sdwn Akademie in Halle die goldene Cothenins-Medaille verliehen worden. 

Dr. H. Morris v^nirde zum ao. Professor der Graphik und der angewandten 
Mathematik am Butgers College ernannt. 

n* 
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Professor Dr. ij?imon Newenmh erhielt den Orcl^n l'our le Merite. 
Dr. Tatuura, ein geborener Japaner, ist zum Matliematiker in der Abtei- 
lung für Erdmagnetismus des Carnegie-Instituts ernaimt worden. 

Oestorben: 

Professor Dr. t. Borrtes von der Tedmis^em HoitelinU sna Cbarlottenburg, 
Mitglied der jJnterriclitslcomiiuasioii der Oesellsdiaft Deutscher Natur* 
forscher und Ärzte, Kurtitar des Vereins Deutscher Ligenieure, ist am 
14. Februar d. J. einmn Lnngeusohlage in Meran erlegen. 



S. TemdBoktoB. 

OedSoiktnistaflBl für Balmoii. Am 5. Januar d. J. ist in der NatUmal- 
kirche St Patrick zu Bubiin unter besonderer Feierlichkeit eine Qedftchtnis- 

tafel für Dr. George Salmou enthüllt worden Dü-se besteht aus einem 
MedaillonbiW Salmons mit einer lateinischon Inschrift, in der auf seine 
Wirksamkeit als .Matlit-matiker und als Theologe hinge wiesen wird. 

University of Manitoba, Wumipeg. Die Universität von Manitoba 
hat durch eine Feuersbnmst ihre Bibliothek eingebflBt, und sie wendet sich 
daher an die weitesten Ereise mit der Bitte, ihr durch Znsendung von 
Bfichem und Werken rnv Schaffung einer neuen Bibliothek behilflich zu 
sein. Besonders stark wird der Verlust der Bibliothek auf dem Oebiet der 
Mathematik imd der exakten Wissenschuften überhaupt empfunden. Alle 
Zuwendungen sind an Prof. B. B. Cochrane, Umrersitj of Itlanitoba, 
Winnipeg, Man., zu richten. 



Literarisches. 
1. Notisen und Be«pr«c]iungeii. 

G. Lejeune-Dirichlets Vorlosungon über die Lehre von den 
einfachen und mehrfachen beHtiininten Integralen. Herausgegeben von 
G. Arendt. Braunschweig, Vieweg ic Üohu, 1904. XXIII u. 476 S. 

Der Herausgeber hat im Sommer 1854 bei Dinchlet eine Tierstftndige 
Vorlesung Uber bestimmte Integrale gehört und gleicfazmtig ein einstOndiges 
Publikum, worin noch gewisse Anwendungpn der Theorie behandelt wur^lon. 
Das vorliegend« Buch ist auf finind eines damals gofftbrtcn Kolk'yheftt^s 
entstanden. Dirichiet hat uucli im Sommer 1858, und iswar in Güttingen, 
über bestimmte Integrate gelesen, und an diese Vorlesung sohlieBt sich das 
bekannte Werk von G. F. Meyer an. Es Utttmeheidet sich Ton dem 
Arcndtschen Biu lie dadurch, daß jenes sich nur auf kurze Vorlesunr^snntizen, 
di«^.so> iibpr auf eine sorgraltit'^»' Ausarbeitung stütr.t. Arendt will uns „den 
Vortrag Diiichlets in seiner gan/eu Lrsprünglichkeit ohne Kürzungen oder 
Veiftnderungen, aber auch ohne irgend welche eigenen oder firemden Zuaitse 
wiedergeben". Alle kleinen Abweichungen TOn dem Heft sbd in blonderen 
Anmerkungen gewiss- tiliaft registriert, um so dem Buche „den hnclistmög- 
licheu Grad von Authenticität" zu verleihen. Soweit sogar geht nach Artudts 
Angabe die Genauigkeit seiner Ausarbeitung, daß er in der Lage ist „Di- 
richiet, wo es irgend angängig, nahezu mit seinen eigenen Worten sprechen 
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7T1 la«!?en und auch die Fremdwörter und gewisse Redewendungen zu ge- 
brauchen, deren er sich mit Vorliebe bediente, die aber immer seinen Ge- 
danken einen prägnanten und bezeichnenden Ausdruck verliehen^'. An ver- 
sdiiedeiien Stellen seines Heltes bat sehon Herr Arendt selbst Febler gefunden, 
nnd wenn man das Bncb genau liest, stöAt man nooh auf einige andere 
offenbare Irrtümer. Manclios davon mag tat.sik-hlich, wie der Heransgeber 
besonders in dem einen Falle versichert, auf Dirichlet zurückgehen, obwohl 
es doch m leicht iind so häuüg passiert, daß auch ein hochbefahigter Student 
den Dozenten mißversteht. 

Im ersten Abschnitt wird eunäcbst das Integral von f'(x) in dem end- 
lidien Intervall (o, b) definiert als Grenzwert der Smnme 

8 - f{a) ■ (x, - a) + f(x^) ■ (x^ -./•,) + ••■ + fib) • {b - x«^,) 

bei immdlichfr Verkkinfning der Tcilintervalle. Die Existenz dieses Grenz- 
wertesi tiir ein >tetige.s ergibt sich mit Hilfe des Satzes von der gleich- 

mäßigen Stetigkeit. Diriohlet scheint in seinen früheren Vorlesuiigeu Uber 
onsem Gegenstand diesen Sats nicht gebracht su haben. Referent besitast 
z. B. ein Heft, das den Titel trägt: „Theorie der bestimmten Integrale nebst 
ihrer Anwendung auf die Bestimmung der Attraction eines elliptischen 
Sphafroids und die Theorie der unendlichen I?eihen. Von liejnnue-Dirichlet. 
Berlin 184.5.'* Darin kommt die gleich juäßige Stetigkeit im;bt vor. Nach 
Auseinandersetzung einiger Gruudeigenschaften wird in Arendts Buch die 
Differentiatipn des Integrals behandelt. Dabei kommt auch die „differentiatio 
de curva in cnrvsütn" zur Sprache. Hier verlftßt Dirichlet die bei dem 
Existenzbeweis so sorgftltig gewahrte Str^ge. In dem Ansdrack 



0 

lim rti« 



vertauscht er die Symbole Um nnd / ohne Bedenken. Am Schluß des Ab- 
sdmitts wird die Besiehung zwischen dem bestimmten und dem unbestimmten 
Integral erörtert 

Der zweit'' Abschnitt liiiiiLft 'lie Beijfriff^frweiternnircn des Integrals, die 
sich ergeben, wenn mau die Bedingougrn der Kmlliclikeit des Intervalls und 
der Stetigkeit fallen \&üt. Der Satz auf Seile '6\i, worin es als eine un- 
erläßliche Vorbedingung fOr die Existenz von / f(x) äx bezeichnet wird, 



daß lim /'(j) = 0 ist, muß auf einem Mißverständnis beruhen. Dirichlet 
hat vielleicht gesagt: WtMui lim / 1 r\ für x= cc, überhaupt existiert, so 
muß, damit das angegebene integral einen Sinn habe, lim f{x) — 0 sein. 

Denn einige Seiten später weist er ja die Existenz vwj^cos (x') dx nach, 



wo der Tntegrand nicht nach Null konvergiert. Sd^ sorgfftltig ist die 
Auswertung des Integrals ^ 
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durcligef&hrt, wo <p{je) und f{x) gaose rationale Fnaktbiiea sind. Das 
Resultat wird benutst, um die Integralfermel zu beweisen 



j 



l — e ■ 



Dabei sind «i und n r> yn) ganz und positiv, >/ ist gerade und 0 < ^ <; 2 t. 
Hierans fließen weiter drei Formeln ( I)inchlet nennt sie die Kulfrseheii 
Formeln), die durcii die Transformation y = 3f [Jp ganz und positiv) folgende 
Gestalt annehmen: 



1-1 «'-1 



^^--j— d - ^- . (cot y « - cot . 

0 

/ 



1- B OOS fr -f- « am X « • »»u * 

o 



In ilinen darf man nun a', & durch beliebige reelle Zahlen ersetzen, die 

den Bedingungen 0 K. a' <C.b genttgen. Der Beweis^ den Dirichlet dafür 

gibt, ist nach spiner Rigrnen Krklänmrr unzulänglich. E«s wird aber woni^sten? 

gesagt, wie man ihn verliessern kaau. Man darf iihrigeas noch, ohne daÜ 

die Allgemeinheit darunter leidet, in den Eulerschen Formeln 2> » 1 setzen. 

Sehr bedenküdi ist das Blsonnemeni, welches hei der BeihenentwickeluDg 

der drei Integrale benutzt wird. Hier kommen sogar infolge der gliedweise 

au^gefllhrten Integration divergente Reihen vor. Am Schluß heifit es nur, 

die Methode sei „nielit frei von einigen Ungenauigkeiten". Bemerkenswert 

ist es, daß nach der ausdrücklichen Angabe des Herausgebers gerade diese 

Ent\nekeluügeu sicher auf Dirichlet selbst zurückgehen sollen, obwohl es 

überraschen muß, „daß er über den Mangel der Methode und die Fehler im 

Resultat so leicht hinweggeht". In dem (iffaitlichen Kolleg hat Dirichlet 

einige dieser laxen Herleitungen durch exakte ersetzt. £r scheint aber 

2. B. die Produktformel für den Sinus, die hier als Folgerung auftritt, in 

keiner der beiden Vorlesungen allgemein und st r^mj bewiesen zu haben. 

Nach Erörterung des TntpjjjalhepTiffs bei unstetikren i unktionen wendet sich 

Dirichlet noch einmal zu den Integralen mit uueudliohem latervali. Er 

■ 

seigt mit Hilfe der partiellen Integration, daß J cos (jc*) dx existiert. Schliefi- 

e 

lieh betrachtet er die beiden Integrale 

/T /? 
sin (tt^) {x) dx , I cos {ax) if; (x) dx . 
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Hier wird nun wieder etwas Falsches behauptet Duuit die obigen Bite* 
gzsle «in«t Sinn haben, toll es notwendig und hinreichend sein, daß ^(x) 
Ton einer gewiesen Stelle an daeaelbe Zeichen beibehKlt und mit wachsendem 

X nach NnD abnimmt. Die Annahme ifix)'^-—^ zeigt, daB die Be- 
dingung nicht notwendig ist 

hn dritten Abscbnitt, der die Euleradien Integrale, insbesondere die 
(Stnunafnnktion behandelt, wird znnSchst das Doppelintegral eingeführt Bei 

itetigem f(x, ist u^J* f{x^ y)dx eine stetige Fonküon von was aber 

a 

hier keines Beweises gewürdigt wird. Ein solcher findet sich erst Tiele 
Seiten später, und es b&tte wenigstens auf ihn verwiesen werden müssen. 
Integriert man u zwischen den festen Qrensen p und 9, so entsteht ein 
Doppelintegral. Das Fnndamentaltheorem 

py{J ^(^' y) = / {J ^(^^ y) ^y) 

beweist Dirichlet nmldist geometrisch, nntemimmt dann aber nodi einen 
rein analytischen Beweis. Li der Formel 

5 * 



f 

wird 



dy— lim£^yV(^) }lv)dxj{yt+i — yy) "^^J* i^fi^^ yy) {yr+i—y*)] d* 



£f(x, yO öfr+i - yO ^(a-, y)dX't9 

p 

geatzt, dann schreibt man 

j udy^J fix, y)dyj dx-^-J idx 
p 9 p « 

und folgert aus lim f = 0 den gewünschten Satz. Wie leicht liüttf Di- 
richlet mit Ililfe der gleiclimäßigHii Stetigkeit diese unbefriedigenden Schlüssle 
exakt machen können! Es ist wunderbar, daß er den für eine Veränderliche 
Itewiesenen Satt von der gleichmäßigen Stetigkeit nicht anf swei Yerfinder- 
Udie zu flbertragen Tersacht hat. Der zweite Beweis des Fündamental- 
theorems, den Herr Arendt aus einem andern Diriehletschen Kolleg mitteilt, 
Hfmht auf der DiflFerrntiation unter dem Tntogral/eirhfii. t'ber „Doppel- 
ijiiegrale von unendlicher Ausdehnung" wird nur Weniges und rri/nlling- 
liches gesagt, mit dem Hinweis darauf, „daß auch in den Lehrbüchern dieser 
delikate Punkt nicht berührt wird**. Aiif dies^ Standpunkt stehen unsere 
Lelirbttcber nicht mehr. 

£nler betrachtete es als erlaubt, in einer Integralformel wie 



Digitized by Google 



164 



Literarische«. 



das k durdi eine komplexe Zahl zu enetMO. Diridilei nüBbilligt dieses 
Veifabren und stellt die Aufgabe „ganz allgemein die Bedingungen ausfindig 

711 marhpT), unter denen es gestattet ist hi einem fertigen und ausgewerteten 
bestimmten Integrral eine durchaus reelle Konstante mit einer komplexen 
Größe :&u V erlauschen". Um diese Aufgabe zu lösen, werden Betrachtungen 
Aber Funktionen einer komplexen Veiinderlichen angestellt^ die in dem 
öffentliehen EoUeg noch näher ausgefrUirt sind. An dies<?u Entwickelungen 
ist vom modernen Standpunkt manches auszusetzen. Nfan findet z. B. (l>>ii 
Begriff der Funktion einer komplexen VerHnderlichen ganz richtig erklärt 
(_S. 464); uu auaeru Stellen aber wird die Existenz der Ableitung, die doch 
die vesentliehste Bedingung ist, nicht einmal erwSluat (/.. B. S. 471). Un- 

beMedigend ist auch der Nachweis, daß die Funktion vi]^'^^ r(ar, U) dx 

bei stetigem J\j. l) stetig ist. Dabei wird sogar nur angenommen, daß f 
als Funktion tou k betrachtet stetig iät, und ganz außer Acht gelassen, 
daß die Differenz f{x^ h ^h) — f{x^ k) noch von x abhftngt. Der Über^ 
gang ins komplexe Ciiebiet enveist sich als ein mächtiges analytisches Hil&» 
mittel und ermöglicht es, aus den bisherigen Resultaten eine große Zahl von 
Integralformeln abzuleiten. 

Im füntten Abschnitt wei-den noch andre Methoden zur Auswertung von 
Integralen bmutst, die Diflerentiation und Integration unier dun Integral« 
xeiohen und die Transfinmation. Den Schloß bilden interessante Aus* 
ftthrungen tlher seniikonvergente Keihen. 

Der übrige Teil des iJuches enthalt die Theorie der mehrl'acheu Inte- 
grale. Der Schwerpunkt liegt hier ganz in den Anwendungen. Besonders 
eingehend wird die Oberffichoiberechnnng des EUipsoids behandelt und die 
Attraktion eines homogenen EUipsoids. Hier lernt man die Jlfethode des 
diskontinuierlichen Faktors*^ kennen, die auch sur Auswertung des Integrals 



(a, 6, c, . . . ; Ä-, y, . . . > 0, 
j + y + « + ...< 1) 

henut/t wird. Dickes Integral dient dann noch zur Berechnung YOn gewissen 
Kaummhaiteu und Triigheitsmümcnten. 

Herr Arendt hut sich durch die sorgfältige iierauägabe der Diridilet- 
schen Vorlesungen sehr verdient gemacht und kann des Dankes der Hathe- 
matiker sicher sein. 

Bonn, Januar 1906. Obrbard KowALswan. 

W. F. Osgood, ord. Pr< t i an der Hai-vard - Universität, Cambridge, 
Ma^?. (V. St. A.), liehrbuch der Funktionentbeorie. In 2 B&nden. LBand, 

I. Hiiltte. Leipzig i;iOH, Ii. G. Teubner. 

Das Werk, des^sen erste Lieferung ich der Öffenthebkeit hiennit über- 
gebe, hat zum Ziele eine systematische Entwicklung der Funktionentheorie 
auf Grundlage der Infinitesimalrechnung und in engster Ffihlung mit der 
Geometrie und der mathematischen Physik. Die eigentlichen Entwicklungen 
beginnen erst mit dem zweiten Abschnitte, Kap. 6, S. 179, und behandeln 
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in Kap. 6 und 7 vornehmlich Funktionen, welche in einem gegebenen Be- 
reich» der ZahleDebene eindeutig und mit einer Ableitung versehen sind. 
Dabei werden auch die elementaren Funktionen fnr komplexe Werte des 
Argument«, je die linearen Transformationen einor komplexen Veränder- 
lichim bcspi"uch»_'u. Daß dif» konforme Abbildung fjleicli von vomherpin in 
den Vordergrund gerückt wird, braucht wohl kaum erwähnt /,u werden, 
Hieranf wird der (knehjeebe IntegralMtx eingefOhrtf woran sieh dann 
jener Zyklus von Lelirsätzen anknüpft, welche das natürliche Fundament 
für die Ftmktionenthporie bildon. Der hier behandelte Stoff umfaßt u. a. 
die Weierstraß«'')>fTi Heihen^iit/e. wShrend die rationalen Funktionen 
auf ihre funklioneuLiieoretiscben iageuschalteu hin untersucht werden. 

Die sweite LiefSnmng bringt die Riemannaeben Flidien in geometriseber 
Behaadlungsweiae, also unter ausgiebigem Ctebrauehe der konformen Ab- 
bildung, und erreirht in Kaj). 9, welches von der analytischen Portsei /.unn' 
handelt, einen bestimmt*'n AI)St-hluß fiir die (rrundlapen iler Thet)rie, Hierauf 
folgen Anwendungen der Theorie auf periodische Funktionen. Die Liefe- 
rung schlieBt mit einer independenten Bebandlnng des logarithmisdien Poten- 
tials, wobei der Gesichtspunkt maßgebend ist, daß die ganze Funktionen- 
theorie auch auf Jie-er Gnmdlnpp, also ohne jegUcben Bezug auf das Vor» 
bergebende, eniwifkeU werden kann. 

Wie mau sieht, bildet die Infinitesimalrechnung nebst einem Teile der 
Mengenlebre das Snbstrat fttr die analytischen Entwioklnngen. An strengm 
Behandlungen dieses Teiles der Analysis hat es zwar seit einer Reihe von Jahren 
nicht gefehlt. Indessen erscheint dabei hUufi^' die reelle Funktionentheorie 
als Selbstzweck, so daß die Definitionen tind Sutze weiter gefaßt wmlen, 
als für die komplexe Funktiouentheoric ertbrderlich ist, während die Methoden 
erst ans e*Beweisen beransgelesen werden mfissen. Nun babe icb -vor allen 
Dingen eine Darlegung der komplexen Funktionentheorie geben wollen, welebe 
sich auch zum ersten Studium dei-selben eignet und überdies sich unmittel- 
bar au die Tnfinitesimalrefhnung an'^ohüeßt. Darum hielt ich es für an- 
gebracht, in den einleitenden Kapiteln des Werkes die grundlegenden Sätze 
jenes Teiles der reellen Analysis in möglidist einfacher Formulierung zu« 
sammen/ustellen, sowie die gebrSnebliohen Beweismethoden der modernen 
Aualvsis mit aller Klarheit auseinander zu setzen. Im übrigen enthalt 
Kap. f) speziell" T'fitfrsuchungen über Punktmcngen . welche für eine ein- 
wandfreie Entwicklung der Theorie unentbehrlich sind. — Die 2. Hüllte des 
I. Bandes wird im Herbst 1906 ersebeinen. 

Cambridge, Mass. W. A. Osooodu 

S. T. WMlMkm* ▲ treatise on fhe analytleal dTnamioa of paxw 
ticles and rigid bodies; with an introduction to the problems of three 
bodiflfi. 8®. Cambridge, ünivcrsitv press. 1904. 

Wfthrend eines Zeitraumes von Jahrzehnten war der ätudiereudOf welcher 
mehr als die exstm Btoaente der Medbanlk vefiangte, auf eine verldlltnis- 
mlißig kleine Aniahl von Lebrbftehem (Schell, Somoff, Thomson und Tait, 
Routh) angewiesen, heute f^ind es bereits so viele, daB dem Anfänger die 
Auswahl erschwert wird - - nnd doch sind es nicht zu viele. In dem ^fnße, 
in welchem das Interesse für Mechanik zunimmt, trennen sich aucü die 
emielaen Anwendungsgebiete deutlicher, und die LehrbAcber bringen diese 
Arbeitsteiliuig mdir oder weniger sum Ansäruck. 
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In dem ▼orliegend«ii W«rke sind die BedOrfniBM des Attronometi 
in weitem Umfange betfleksiebtigt. Daher eine Etnwlirftnlcuttg der rein kine' 
matiachen AusfQhrungen und eine sehr emgehende — wenn auub kouzise — 
B**handhing der kinetischen Intepralprinzipien. Den vollständig iutogrier- 
baren Problemen des freien und beschrilnkteu materiellen Punktes und des 
stan*en Körpers sind besondere Abschnitte gewidmet. Wir finden neben den 
integiablen FUl«n die Pnnktbewegung auf einer Fläche, wie sie von Liou- 
TiU«, StXdcel und Kobb gefunden wurden, das Theorem von Jonkowsld (1890) 
über die Bewegung auf Systemen von n&chenkurven. Die Bewegungs- 
gleichnngen des Kugelkreisels sind nach Klein und Sommerfeld vollständig 
integriert. Besonders hervorzn hoben ist die in dem vorliegenden Lehrbuch e mit 
außerordentlichem Geschick und selteutjr lirünillichkeit dun ligetuhrte Theorie 
der kleinen Schwingungen, deren Ausbildung wir — in den weaeuilicheu 
Punkten — Lagrange nnd Bou(h Terdanken. Der Mechaniker von Beruf 
wird natürlich die Gmndwerke nicht umgehen können, aber er wird jeden- 
falls in der Darstellung von Whittaker ein vortreffliches Resümee dieser Theorie 
erkennen, das aueh die späteren Arbeiten genügend benieksirhtigt. 

Mit derselben »Sorgfalt sind die nicht-holonomen und dissipaliven Civsteiue 
bebandelt, indem hier gleichfalls die neuesten Arbeiten methodische Ver- 
wertaug getunden haben. 

Die weitere Verfolgung der nicht-integrablen Bedingungsgleiehnngen hat 
derVeiÄsser an die Darstellung des Hamiltonschen Prinzips geknüpft. Neuer- 
dings umgeht man die Schwierigkeiten, welche dieser Methode naturgemäß 
anhatten, indem man nicht ein mit allen Mühsalen der Isnpeiimeterprnhleme 
belastetes Integralprmzip zum Ausgangspunkt wählt, sondern die Lugraugesclie 
Zentralgleichuttg der Kinetik, wie es bereits von Hamel nnd Loren t2 (Le/den) 
geschehen ist. Die weitere Behandlung der ans der Mechanik so eliminierten 
Schwiengkeiton in der Auffassung der Variationen kann man dann dem 
Mathematiker überlassen. 

Den allgemeinen Zielen des Werkes entsprechend hat der Verfasser eine 
Darstellung der wichtigsten Eigeuschaiten der Integral -Invarianten imd der 
Transformationstheorie fftr die kinetischen Differentialgleichungen gegeben, 
der weitere allgemeine Eigenschaften der Integi-alsvsteme angescUoesen sind. 
Diese Kapitel finden dann spezielle Anwendungsgebiete in dem Drokfiiper- 
problem der Astronomie. Die altgemeine Theorie der freien Hahnen nnd ein 
Abschnitt über die Integration der kinetischen DifferentialgU ichungen duivh 
trigonometrische Reihen beschließen das inhaltreiclie und anregende Werk, 
dessen Bedeutung bei intensiver Benutzung am besten ge wertet wird. 

Karlsruhe L B. Heün. 

Max Simon. Methodik der elementaren Arithmetik in Verbindung 
mit algebraischer Analysis. Mit 9 Textfiguren, gr. 8. [IV u. 108 S.j 
Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Die vorliegende Schritt ist der Abdruck einer Vorlesung, welche der Ver- 
fasser im Sommersemeeter 1904 an der Kaiaer Wilhelms-üniTersität gehalten 
hat. Der Zweck derselben war, den Studierenden die Ziele des arith- 
metasch-algelNraisdien Unterrichts der nennklassigen höheren Schulen zu 
zeigen imd sie anzuleiten , den zusammenfassenden rberhlick auf der 
obersten Stute methodisch zu geben. — Die Schrift zerfällt in zwei neben- 
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«iovider herlaufeude Teile: die Eatwickluog des Zahlbegt-itfs vom Z&hlen an 
bis zu den komplexen Zahlen und die A^lOenng d«r algebraisch anfUte- 
biien Gleidrangen. Der B^rttadinigf des Begiifis and der Beobnnngaregeln 

der Beihenzahlen ist besondere Sorgfalt gewidmet, der Verfasser hat sidi dabei 
w«»8entlicli an (Ho Georg Cautorsrhe Methode gobalttni, weil sie s. E. wesent- 
liche Vorzüge vor (]»>r Dedekindbchen uml Weierstra ßschen besitzt. Eine 
geringtügige Moiiüikation ist durch die Auftassuiig des Verfassers vom Grenz- 
begriff als einer Kategorie d. h. eines irreduzibeln Grundvermögens der Ver* 
nmift bedingt. Die ganze Entwicklang wird beherncht von der An*- 
bildung des Fonktionsbegriffs, dessen zentrale Stellung im Unterricht der 
Verfasser ;^hon seit mehr als 20 Jahren betont hat. 

Straflbuxg i. £. Max Simon. 

P. Zeoha Aufgabensammlung «ur theoretischen Mechanik liebst 
Auflösnngpn in dritter Autlage herausgegeben von Dr. C Cranz, Professor 
an der Militürtecbnisoheu Akademie Berlin-Charlottenburg, unter Mitwirkung 
Ton Ritter von Eberhard, Leutnant. Mit 206 Figuren im Text. 220 8. 

J. B. Metalersche Bnchhandlung. Stuttgart 1906. 

Die Toriiegende dritte Auflage der beliebten Zechschen Aufgabensamm» 
lang nnterscheidet sich von der zweiten Auflage, die der inzwischen ver- 
storbene Verfasser noch selbst besorgt liatte, dadurch vorteilhaft, daß die 
Figuren neu gezt^ichnet sind und an Klarheit nichts zu wünsebrn lassen, 
wie dadurch, dali eine grüliert* Anzahl von Versehen verbessert ist. Auch 
linden sich an mehreren Stellen Ergänzungen, jedoch ist die allgemeine An- 
ordnung des Buches die altbekannte geblieben. Gewifi wird sich das Buch 
in seiner neuen sorgAltigen Ausgabe im Kreise der Studierenden der tech- 
nischen Hochschulen gut einbüi-gem, wie es <lem Wunsche des TTerausgebers 
ent -spricht ; aber auch in den Händen der StiKÜcreiiden der Mathematik 
und Physik an den Universitäten wird die Zech • (Jranzsche Sammlung sehr 
nel Xulzen stiften. 

Elemente der Differential- und Integralrechnung. Hiitsbuch für 
d(>n mathematischen Unterricht zum Gebrauche an höheren Lehranstalten. 
Ven Ludwig Tesaf, wirkl. MittelschuUebrer in Obnfltz. Mit 83 Figuien 
hn Text [Vm u. 128 8.] gr. 8. Leipzig 1906, B. 6. Teubner. 

Vorstehendes Büchlein ist im wesentlichen eine Frucht jener Bewegung, 
welche in jüngster Zeit mathenuitische und pädagogische Kreise beschilftigte 
und noi'b beschättigt. ^f"in Werk ist es, 7.n zeigen, wie irh mir Dnrrh- 
fäbrung der Ideen lieiiii iieutigeii Betriebe des l'nterri( lits vorstelle. Vur- 
atLSgeschickt ist eine Behandlung der Eleuieutf der analytischen Geometrie, 
wie sie auf der Hittelstafe dee Unterrichtes platzgreifen sollte. (In den 
dsteireiohischen Realschulen entspräche dies der 3., 4. sowie eventuell 5. Klasse.) 
Hierbei ßndet auch die so wichtige und zuinei>t so kärglich behandelte 
Hyperbel gl ei eh unn :r^ = Konst. ihr Recht. Anschließend sind dip Flemenfe der 
Differential- und Integralrechnung so w«it vom mechanischen Standpunkte 
entwickelt, als sie der Physik -Unterricht in den oberen Klassen benötigt. 
Den AbtdiluB Inlden Untersnchnngen an Kmren. Im großen gamm 5e> 
iAränkie idk mtcft auf die viementarstm Entmdämgenf mtgedtnk des Grund' 
Mtfi«» fhtß n<H^itkulmithemaüh nicht im Mittelsdntlunhrriekie bärieben 
Verden soll. Darum glaube ich mich der Hoffnung hingeben au können, da6 
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das Büchlein fQr den heutigen Unterrichtsbetrieb unmittelbar brauchbar sein 
dfiifte. Ich legte Wert d&ranf » bei möglichster Betonung der Anschauung — 
flberall die wissenschafUiehe Strenge su wahren. Bas Wort „nnen^ch 

Uein" wurde vermieden, obwohl vom Begriffe Gebrauch gemacht wurde. Es 

geschah dies deshalb, weil gerade dieses Wort (auch noch bei jüngeren 
Semestern d^r Hoehsrhnle) erfahrungsgemnß die richtige Vorstellunc ver- 
wirrt. Feruer schaltete ich die Reihen ganz aus. Denn ehfnso groß die 
Befriedigung ist, die der Mathematiker in der Beschäftigung mit ihnen 
findet, ebenso groß ist die Langeweile, die sie bei den SehlUeni erseugen. 
Trot/dem wird der Differeniialqiiotient von / • x und abgeleitet. Es gelingt 
dies durch Fortentwicklung eines von Hm. Bradshaw und Hrn. J. Tannery 
einee'^chlagpnen Verfahrens, Beispiele wnr(1''n insoweit heirreorehen und gT«"ßteu- 
teilb (luroh«/efülirt, als es zur sirhi^reii Kenntnis des \'orgetrageueu niitig ist. 
„Aber der Formalismu.s darf uicht überwuchern; d\t Ilaupisactie ist eine klate 
JBrfaasung der Grmdheqriffe und ihrer anadhammgimäßigm Bedeutung** 
(Klein). 

Olmfits. Ludwig Tssak. 
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Elementare Mengeulekie. 

Von H. Webbx in StnBburg. 
Sinloitniig. 

Ich erinnere mich eines Gespräches, das ich vor .laliren mit 
meniem l?reunde Dedekind bei einem Spaziergang in der Umgebung 
von Harzburg geführt habe. Es bandelte sich um seine Auffa«flung 
der Irrationalzahlen und meinen Vorschlag, unter einer irratiouali'U 
Zahl nicbt f ttr(i.< uru Erschaffems, soudern geradezu den entsprecbondeji 
Schnitt in den rationalon Zahlen zu verstehen, während simuc Memuug 
war, daß zur Bildung des Begritt»»s der Irrationalzahlen aubei- der Ein- 
teilung der rationalen Zahlen durch den Schnitt noch etwas hinzu- 
kommen müsse, was die Irrationalzahl als 8elbstän<litj;t's Wesen erschalFt. 
„Wir sind giittUchen (Teschiechtes" sagte er, „und darum ist unsere 
geistige Tätigkeit schöpferisch." 

Diese Worte, haben mir einen nachhaltigen Hindruck gemacht, und 
ich habe sie seitdem in unzähligen anderen Fällen bewährt gefunden. 
Diese Schöpfungen unseres Geistes nennen wir Ideen; oder mit einem 
gemeinverständlichen Ausdruck Gattunf/sbef/n/fe. Der Kenner der alten 
Philosophie wird darin vielleicht eine Verwandtschaft mit der Lehre 
Piatos finden.') Diese Idera sind etwas anderes als nur die Gesamt 
beit ibrer Einzeldinge; un«icr Geist erschafft sich etwas Neues dazo, ein 
Idealhildf was allen Einzeldingen als Muster dient. 

Dieses Idealbild ist durchaus nur in meinem Geiste enthalten und 
ehe ich es mir aum Bewußtsein gebraeht habe, existiert es nicht. 

Wir können uns beliebig viele Zahlen, aber keine letzte vorstellen. 
Immerbin ist die größte Zahl, die ich mir je gedacht habe oder die 
das Menschengeachledit in absehbarer Zeit denkt, immer noch endlich. 
Wir können ans kein £nde dee Raumes oder der Zeit vorstellen, wie- 
wohl jeder bestinunte Banm und jede bestimmte Zeit endlich sind. 
Auf diese Weise entsteht in uns die Jdee des ÜnendUdien, In Reicher 

1) ICan sehe z. B. W. Windel band, PUto, Fiommanns JÜMaiker der Philo- 
sophie. 

JabzMbericltt d. X>eatocb»n MaU)eiB.-Ver9iuiguDK. XV. Heft 3/ 4. 12 
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Weise bildet eich die Idee (h-< ahmlufen Baumes und der ahmUUeii ZeU 
aus den mannigfaltigen Arten der Kaum- und Zeitmessung, die uns die 
Objekte und die Erfahrungen der Außenwelt bieten. So entstehen die 
geometrischen Vorstellungen von Punkt, Linie, Flächen usw.*) 

Es ist noch hinzuzufügen, daß wir für iißnpra/dischen Gebraudt mit 
der reinen Idee nickte anfangen können, sondern daß man jeweils nach 
Bedürfiiis bald den einen, bald den anderen „BcjträjientaHten^ der Idee 
oder Gattung herausgreift. Wir nehmen für den Punkt etwa eine 
kleine Kugel, für das Unendliche eine hinlänglich große Zahl an. 

Der Aus^u der Idße de$ Vnentttichen ist Gegenstand der modernen 
Mengenlehre, die ich die fyranszeHdenk MengetikJtre nennen möchte. 
Die Kritik der Grundlagen der Geometrie und Mechanik ist gegen- 
wärtig auf allen Seiten damit beschäftigt, die Ideen Yon Raum und 
Zeit zu untersuchen. Überall sind noch Schwierigkeiten zn überwinden 
und Dunkelheiten aufeuklären, und ich zweifle^ ob wir hier jemals zu 
einem befriedigenden Abschluß kommen können. 

In dieeem Au&atze, dem ich den Titel ^JStßmentare Mengetädtf^ 
gegeben habe, beschäftige ich mich nur mit endlidim Mengen und 
suche aus ihnen den Begriff der Zahl abzuleiten. 

Ich stütze mich dabei auf die alleraUtilglichste Erfehning, die uns 
derartige Mengen gibt, z. B. die Finger der Hand, ein Sack Ejutoflfeln, 
ein Regiment Soldaten. Auch die Möglichkeit der Ordnung ist nur 
durch die gemeine Erfahrung gegeben, wenn z. B. die Finger neben» 
einander liegen, oder die Kartoffeln in langer Reihe ausgebreitet oder 
cr('\sogcii werden, oder die Soldaten in Eteih und Glied aufgestellt sind. 
Auch die Tatsache, daß eine Menge TeUe haben kann, entnehme ich 
dieser Erfahrung, und will nun versuchen, aus diesen Erfahrungstat- 
sachen die Idee der Zahl herzuleiten. Der Kernpunkt ist dabei der 
fcJatz von der vollständigen Liduhtion. 

§ 1- 

Geordnete Mengui. 

1. Eine Menge heißt geordnet, wenn durdi irgend eme Festsetmig 
hesHmmi ist, wdt^es von gwei verschiedenen dementen dieser Menge das 
größere und leddies das Heinere sein sdß, und wenn diese Ordnung für 
drei EUntenie a, a\ a" der Menge die Folge hat, daß, wenn a Idemer 
eds a% a' Meiner als a'* ist, audi a Meiner als a** ist. 

Eine Menge, die so geordnet werden kann, heißt ordnungsfahig. 

1) Vgl. Webe r-Wel Istein, Enzyklopädie der Klemontanaathematik Bd.ll« 
Nachtrag zu den Grundlagen der Qeometrie. 
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Zur Erläuterung Hieser Definition luiu^he if»h folgeuile lieiaeikungeu: 
Die Worte größer" und „kleiner'' sind nur der Kürze wegen ge- 
wählt; mau könnte ebensogut „irüher** und ,.später\ „höher' und 
„tiefer", „weiter rechts" und „weiter links" und irgend ähnliche Aus- 
drficke brauchen. An ein physisches Qroßer und Kleiner braucht dabei 
nieht gedacht su werden. 

Über die Bemichnung sei noch bemerkt: 

Bedeutet A eine Menge und a, a' swei ihrer Elemente, so bedeuten 

(1) u < a, a > a 

dasselbe, nämlich a ist kleiner als a, a ist gröfler eis a. let a" ein 
drittes Element von so sollen 

a<a\ a'<a 

die Beziehung 

a<a" 

nir Folge haben. In diesen Formeln ist das, was man Qrofiendtarakter 
der Ordmang nennt^ enthalten. 

Ist A eine Kenge ohne Rücksicht auf eine Ordnung, so wollen 
wir unter Ä dieselbe Menge mit einer besUmmtm Ordmmg Terstehen. 

Daß es Mengm gibt, die geordnet werden können, und auf mehr« 
fache Weise, seigt die Erfahrung, s. B. die fänf Finger der Hand, 
Punkte einer geradlinigen Strecke etc. Damit begnügen wir uns. Die 
Frage, ob es auch Mengen gibt, die nicht geordnet werden können, 
schieben wir der tunoMgendentm Mengenlehm zu, und lassen sie hier 
unerörtert. 

'2. Eine Mmge ß heißt ein Teil einer Menge A, wenn jedes Elefnent b 
von B euijlcicli ein Element von A ist; B heißt ein echff-r Teil von A, 
wenn tvenifjstens ein Element in A exiliert, das niclU in B enÜialtm ist. 

3. Ist A' ein Teil V07i A und A" rin Ted von A', so ist atuh A" 
ein Teil von A. Wenn A' ein echfct^r Teil von .1. oder A" ein echter 
Teil von A' foder beides) ist, so ist Huch A" ein Holit»'r Teil von A. 

Ist H ein echter Teil von A, so gehört jedes Klemeut und nur 
ein solches, das in A, aber nicht in B enthalten ist, einer Menge C 
an, die wir die Erffänzumj von 7? zu A nennen. 

Wir set^n, um dies Verhältnis anzudeuten: 

A^B-{-ü oder A^C-^-B, 

Es ist auch C ein echter Teil ron A^ und £ ist die Ergänzung 
von C. Eine Menge, die nur ans einem einzigen Element besteht^ hat 
keinen echten Tefl. Die Erfahrung gibt uns aber Beispiele von Mengen 
mit echten Teilen, z. B. eine Menge von zwei Elementen. 
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Sind B und C zwei Mengen^ s«> können wir eine mit; A ^ B C 
zu bezeichnende Menj^e bilden, in die wir ein Element dann und nur 
dann Mufnehnien, wenn es entweder iu i> oder in (oder auch in beiden) 
vorkommt Gibt es kein Element, das zugleich in 7> und in C ent- 
halten ist, so sind B und C echte Teile von A und die Eigän/nngen 
TOueinaudcr. 

4. Jeder Teil citin- ordnuHf/sfä/tionr Mox/i /s^ orrlnunffsfähii/. 

Ist nämlich A eine geordnete Menge und Ji ein Teil von A, so 
ist auch B geordnet, wenn wir festsetzen, daß irgend zwei Elemente b, h' 
Ton B dieselbe Größenbeziehung zueinander haben, die ilmen. in A 
Kokommt. Wir sagen dann, B ist nach A (feordnH. 

6. Sind B und C gvordnek Mengen , die leine gemeinsciui^äiciten 
Elefnetde itabeUf so ist aw^ B -\- C ordnungsfähig. 

Gehören nämlich zwei verjcliiedene Elemente a mid a von A zu 
demselben Teil, z. B. zu Bf 80 sollen sie in A ebenso wie in B ge- 
oidnet sein (a). 

Gehört aber a zu B und a zu C, SO soll a<«' sein {ß). 

Um naichzuweiscn, daß bei dieser Anordnung von A der Gröfien- 
charakier gewahrt bleibt, seien a, a', a" drei Terschiedene Elemente 
TOB Af und es sei nach der getrofiPenen Ordnung in Ä 

(1) a<a\ a'<a'\ 
Es ist zn beweisen, daß daraus 

(2) n-ca" 

folgt. Wir haben hierbei vier Fülle zu unterscheiden: 

1. a gehört zu C; dann gehören auch a' und a" zu C (wegen Q))) 
und daraus folgt (2) nach der in C festgesetzten Ordnung. 

2. a gehört eu B, a zu C; dann gehört wieder a" (wegen (1) 
nnd EU C und fol^ch ist (2) nach {ß) befriedigt. 

3. a gehört jm B, a* gu JB, a" zu C; dann folgt wieder (2) ans (ß), 

4. a" gehört zu B; dann müsssn^a nnd a' ebenfalls zn B gehören^ 
nnd (2) folgt ans der Ordnung in B, 

Bei der durch (a) nnd (ß) ausgedrttckten Ordnung in Ä sagen wir 
A sei nach (B, C) geordnet Ebenso können wir auch die Ordnung 
nach {Cf B) Tomebmen. 

§ 2. 

Endlioke Mengen. 

1. Wenn in einer geordneten Menge A ein Element Tozkonimty 
das die Eigenschaft bat^ defi ffii jedes Ton verschiedene Element a aas A 

(1) < a 
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ist, 80 ist das kleinste Eltnuui m A. As kann nicJU mehr als em 
kleinstes gd>en, denn wäre ein zweites, so wäre nach (1) < und 
es konnte nicht zugleich < a^ Bein. 

Ebenso ist ein Element a^ aub A das größte, wenu für jedes von 
Terschiedene Element a 

ist» Es Icann auch höchstens ritt ffrößtes ffcben 

2. Mine Mentjc Ä heißt eudlicJi, wenn sie ordnmws fähig ist nnd 
tmm sie bei jeder mißlichen (hrdnung ein größtes und ein kleinstes 
Element hat}) 

Unsere Definition 2. verlangt von einer endlichen Menge, daß es 
immer ein gWißtes und ein kleinstes Element geben soll, aber wohl- 
verstandin, diese Eigenschalt uiuB nicht bloß einer, sondern jeder mög- 
lichen Ordnung der Elemente von A zukommen. 

der Begriff der eudlielmi Menge, wie wir ihn hier definiert 
habeui nichte WiderspredifflideB bat, lehrt die Erftlmtng. 

Eme Ifenge, die ans einem einzigen Eiement besteht^ ist geordnet 
Denn da es kein swtttee Element gibt, so kann die Frage, welches das 
groBere sei, nicht entstehen. Das eine Element ist dann sogleich das 
gröfite nnd das kleinste. 

Eine Menge, die aus zwei Elementen, a. B. den Zeidien + be- 
stdit, kann anf awei Arten geordnet worden; 

4- < — oder — < +, 

aber nicht noeh auf eine, dritte. Bei der ersten Ordnung ist + das 
kleinste, — das grüßte, bei der zweiten umgekehrt. Die el^entarste 
Erfahrung gibt uns also Beispiele von endlichen Mengen. 

Wenn eine endlirlie geordnete Menge A aus raehr als zwei 
Element^m besteht, so gibt es außer dem größten und dem kleinsten 
und noeh wenigteas eines-, a. das der Bedingung < a < % ge- 
nügt. Ein solches heißt ein inneres Element. 

3. Jeder Teil einer endli' Jim Menge ist eine endliche Metufe. 

Zum Beweise sei B ein echter Teil von vi, und C beiue Ergäuzung, 
also A B -\- C. Nach §1,4. können B und C geordnet werden. 
E^; sei B irgend ein geordnetes B, und (' ein geordnetes C. Nun ffibt 
4^8. weil A endlich ist, in dem nach ( C, B\ geordneten .1 ein gn>i>te8 
Element und m dem nach {B, C) geordneten A ein kleinstes 

1) Ea wbe viellricht tieffeader, ein« ralche Menge „ge ^d o ue n f * m nennen. 
Der Amdxttck ^^enälidte Meng^ ist aber w»h<ni gebcftnchlicb und loU daher bei- 
behaltoB werden. 
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Elr'meiit (Iq. Es ist dann das größte Element in B: denn erstens 
geliTirt es zu (§ 1, 5. (ß)), und daß es in B kein größeres Element 
ais «1 gibt, folgt aus § 1, 5 (a). Ebenso folgt, aus der Ordnnnt? C')f 
daß das kleinste Element von B ist. Folglich hat B ein größtes 
und ein kleinstes Element und B ist endlich. 

4. Siml B und C zirei endliehr Mmiyen ohne gemeimanies Elementf 
SO ist audi die aus beiden giisammengeseigte Menge 

endUch. _ 
Denn erstens ist A nach § 1, 5. ordnungsfShig. Es sei also A 
in beliebiger Weise geordnet und B und C seien nach Ä geordnet. 
Da nach Voranssetsiing B endlich ist, so gibt es in B ein Idelnstes 
und ein gzöBtes Element \ und &|, und ebenso gibt es in £^ ein 
kleinstes und ein größtes Element und c^. Es sei nun nach der in 
A bestehenden Ordnung etwa < dann ist jedes von \ Tersohiedene 
Element a in iL größer als \\ denn gehört a vm B, so ist < 
weil &o das kleinste Element Ton B ist, und gehört a su so ist 
a — i;^ > ^0 oder a > > ^o; demnach ist \ das Uemfe Ekmneni in 
Ebenso ist, wenn > Cq ist, das lieinde Elemmt in Ä, Auf die 
gleiche Weise kann man zeigen, daß entweder oder q das größte 
Element in Ä ist. Es hat also A bei jeder Ordnung Ä ein größtes 
und ein kleinstes Element und ist folglich enßMdi. 

5. Schnitt. Ist Ä eine gtordnete endliche Menge Ton mehr als 
zwei Elementen und a ein inneres Element, so erzeugt a zwei Schnitte 
in .1 Iii folgender Weise : Man nehme in B jedes Element auf, das 
kleiner als a ist und in jedes Element, das «rrüßer als a ist. Das 
Element a selbst nehme man entweder /u // oder zu C. Jede dieser 
Einteilungen heißt ein Schnitl in A und tt das ihn erzeugende Element. 
Mau setze: 

(1) A-B,+ C, 
w«in a in B genommen ist, und 

(2) Ä^B+C^, 

wenn a zu C gehört. Wir setzen noch, um auch das größte und 
kleinate Element zu berücksichtigen: 

(4) - A, C.^ ^ a,. 

Diese Zeichen sollen auch in dem Fall, daß A nur ans einem oder 
ans zwei Elementen besteht, ihre Bedeutung behalten. 
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Ordnen wir imd C und B und nach A und nennen 2» 
das grQßie Element Ton ^ e das UeuiBto Element toh C, bo ist 

(5) h<a<e 

und swiscken h und a und ebenso zwischen n und c liegt kein Element 

aus 6t, denn jedes etwa vorhaTidenf von a, h, c verschiedene Element 
▼on A wäre entweder < h ( wenn es zu ^ gehört) oder >C (wenn es 
zu C gehörtj. Damit ist bewiesen: 

6. Jn jeder ge&rdtiden ettdliclien Menge A von mehr als mcei EU- 
tneniett gibt es zu jedem inneren Element a ein zunächst gelegenes kUinares 
Metnenf h uml ein zitnädtst gelegnies größeres Element c. 

Die Elemente h und <■ lieißen die 2fachbarel^nen(e TOn a. 

Zu dem kleinsten Elemente von A gibt es nur ein größeres 
und zu nor ein kleineres Nachbarelement, und dies gilt auch noch 
für Mengen von zwei Elementen. Sind h und r die Nachbarelemente 
von a, so ist a dng größere Nachbareiement von b und das kleinere 
Nachbareletftent von c. 

7. Der Satz von der vollständigen Induktion: 

Ein aU§em^ier, auf jnlrs Element der geordneten endlichen Menge A 
anwendbarer Satz % ist als vollstämUg bewies aiknueAen, wenn ge^ 
lingtf die beiden folgendett Funkte darzutun: 

1. % güt für das kleinste Element Gq in A. 

2. Wenn ^( für irgend ein Element b isk A gilt, so gilt % auch 
für das größere Nachbarelement a von b. 

Ang^ommen, es sei % oicbt für alle Elemente von A richtig, so 
bilden wir eine Teilmenge C von A, in die wir jedes Element auf- 
nehmen, für das Sl nicht gilt. Die Menge C ordnen wir nach A im<\ 
bezeicbnen mit c das Ikinste Element von C Nach der Voraussetzimg 1. 
ist c von veracbieden und bat folglich ein kleineres Naehbarelement a, 
für duB der Satz 51 gilt, weil a nicht zu (' gehört. Dann ist aber 
nacli % auch richtig für und es kann folglich die Menge C nicht 
existieren. 

§3. 

AbbUdung und Äquivalenz. 

1. Wenn i<'h in der Folge von zwei endlichen Mengen A und B 
spreche, soll immer darunter verstanden sein, daB sie k< 'ine f/nneinschaff- 
liffit)i EliVicnlr. haben. Ks isl dadurtdi nicht ausgeschlossen, dali in 
A und />' Fdemente vurl<oiHineu, die ot>|ektiv lUeutiscli bind: wir wolleu 
nur überemkommen, sie als verschieden zu bezeichnen, je nachdem sie 
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ZU Ä oder zu B gehören. £i könnte in diesem Sinne selbst B ein 
Teil vün A oder mit A dem tatsächlichen Inhalt nach identisch sein. 

2. Deßmtim. Zwei endliche Mengen A und heißen äquivalent^ 
wenn sie so miteinander in Verbindung gedacht werden können, daß 
jetks Element a von A mit «tnem Element a' Ton A' ein Paar bildet^ 
und daß jedes Element a von A' in einem und nur in einem dieser 
Paare vorkommt (z. B. die Finger der rechten und linken Hand). Die 
Äquivalenz ist also gegenseitig. Wir drücken sie in Zeichen so aus: 

A*^A*f A' A. 

Sind die die ÄqniTalcmz begründenden Verbindungen zvisehen den 
Blementen von A und A' hergestellt so sagen wir, A* sei auf A ab- 
ffMdei und neimen zwei Terhundene Elemente anch eni^pret^mde 
Elemente. 

8. 8md Mwei Menge» A* und A" mit einer drittm A ägvdveient, 
so sind sie omA UHtereinander äquieedent Denn ist in der ÄquiTalmz 
A' *^ A das Element a' mit a yerhunden und in A** ~ A Element 
a mit a", so ist dadurch auch a' mit diesem bestimmten a" verbunden, 
und ebenso umgekehrt izgend ein a" mit einem bestimmten a'. 

Denkffl wir uns im Sinne von Nr. 1 eine Menge A zweimal gesetzt, 
80 können wir Ragen, daß jede Menge sich selbst äquivalent ist 

Ist die Menge A geordnet, so kann jede iquivalente Menge A' 
gleichfalls geordnet werden, indem man, wenn a < h Elemente von A 
sind, den entsprechenden Elementen und h' in A' dieselbe Qrößen* 
beziehnng gibt. Dem kleinsten und größten Element und Oi von Ä 
entsprechen dann das kleinste und größte Element und a[ von A', 
Daraus folgt: 

4. Ist A eine endliche Met^fe, so ist jede mü A äquivalente Menge 
gleitkfaüs endlich. 

Wenn irgend eine Menge M mit einer Menge A und zugleich mit 
einem Teil A' von A äquivalent ist, so können wir im Sinne von Nr. 1 
sagen, daß A mit einem Teil A' von sich selbst äquivalent ist Ea 
gilt dann der Hauptsatz : 

5. Eine endliche Menge A kann nicht mit einem echten Teil wm A 
äquivalent sein. 

Zum Beweis wenden wir tlie vollständige Induktion an. Sei also 

A irgendwie n^oordiiet, und wir bohaltcTi die Bezeichnung von § "2. 5, 
bei. Der /,u l^eweisende Satz, ist dann richti;^ für die Menirc /^^ ^ Qq, 
denn diesp Menge besteht nur auR »'inem Ulenient und hat keinen 
e( )iti ? ioil, ist also auch nicht einem echten Teil von sich selbst 
äquivalent. 



^ j . d by Google 



Elementare Mengenlehre. 181 

Sei h irgend oui Element Ton Ä und hKa^, und ea sei nneerSatc 
ah richtig erkaimt f&r die Menge JB^, d. h. es sei nicht einem echten 
Teil Ton sich selbst äquivalent. Es sei a das größere Naehharelement 
TOD h, Ist dum einem echten TeU JB^ von eich selbst &qiuTalent> 
so sind drei FSlle möglich: 

1. enthilt nicht das Element a. Das Element a ia wird 
dann einem anderen Element a' in B^ entsprechen, das sn B^ gehSri 
Ist dann B^^ B'^-\- a% so ist Bl ein edlifer TeÜ von B^, und da 
B^^B^-\-a ist, so ist, wenn wir die Terbondenen Elemente a, a ans 
B^ nnd B'^ entfemen, eine Abbildung von B^ auf B'^ hergestdit, die 
nach VoraussetBui^ nicht mo^ch ist 

2. B'^ enthalt das Element a, und dieses Element entspricht sidi 
selbst in der Abbildung Ton B^ auf B],, Dann ist B^^B^-^a und 
B^ ist wieder ein editer TeU von B^^ da B'^ ein echter Teil Ton B^ 
sein soll. Durch Entfernung des mit sich selbst verbundenen Elementen a 
ist also wieder eine Abbildung von B^ auf Bj, hergestellt, die nicht 
mö|^ch sein soll. 

'1 7?"^ enthält das Element a, aber in der Abbildung von auf 
B^ entspricht dem a, als Element von B„ gefaßt, das Element n von 
Bf,, und als Element Ton Jf, s^cfaßt, das Element a" von B,, {a und a" 
können identisch sein, sind aber von a verschieden und daher in 
enthalten). Ich lasse nun alle Verbindungen in der Abbildung von 
B^ auf Blj bestehen mit Ausnahme der Verbindungen aa' und «"a. 
Diese löse ich und verbinde a mit n und a' mit a". Dann ist wiedenim 
B^ auf ul)gel)ildet, und ich bin auf den Kall 2. zurückgekonnneu. 

Hiermit ist die Aussage % über das Element n, nämlich „B^ ist 
nicht mit einem echten Teil seiner selbst a<juivalent** erwiesen für 
femer für a, unter der Voranhsetznntj. daß sie für h gilt. Es sind also 
die Voraussetzungen der vollständigen Induktion erfüllt, und der Satas 
ist hho auch richtig für a,. d. h tür die Menge A selbst. 

0. Es seien nun A und M irgend zwei endliche Mengen. Dann 
gibt es drei Möglichkeiten: 

1) A äquivalent mit M, 

2) Ä äquivalent mit einem echten Teil ^1/' von 3/, 

3) M äquivalent mit einem echten Teil A' von A. 

Wir wollen nachweisen, daß von diesen drei Möglichkeiten immer 
nur eine zutreffen kann, daß aber auch eine immer zutreffen muß. Das 
erste folgt leicht aus dem Hätz ö, denn ist A ~ M und A' ~ M, so 
ist auch ^ A wa.s nach 5. unmöglich ist, also ist 3. und ebenso 2. 
durch 1. ausgeschlossen. 
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VVeDn aber A^M' ist, so kann nifiit A^^M sein, weil sonst 
M ^ M' wäre, also ist 1. durch 2. angescHloAsen, niid eb«iuo ist es 

durch 3. ausgeschlossen. 

Daft aber auch 2. und 3. nicht zusammen bestehen können, sieht 
man so ein: Es sei A auf abgebildet; dann ist zugleich Ä' auf 
eined Teil M" von 3/' abgebildet, also A' ~ M", und iJ/" ist ein 
echter Teil von M. Wäre nim zugleich A' , so wäre M 
entgegen dem Satze ö. 

7. Um nachzuweisen, daß, wenn A and 3/ endliche Mengen sind, 
immer eines der drei 1) 2) 3) eintreten muß, nehmen wir an, es treffen 
1) und ;J) nicht zu. es sei also J\I weder mit A noch mit einem Teil 
von A äquivalent, und es ist zu zeigen, daß dann A mit einem Teil 
von M äquivalent sein muß. 

Dazu hilft uns wieder die vollständige Induktion. Es seien A 
und 3/ ii^endwie georduety und es werden die Bezeichnungen Ton § 2, 
4. 9. beibehalten. 

Es ist dann zunächst klar, daß li^^ = auf einen Teil von Jf, 
etwa auf das kleinste Element iHq von M, abbildbar ist. 

Es sei ß,, auf einen Teil ^f' von M abgebildet. £s muß dann 
M' von verschieden sein, weil nach Voraussetzung M mit keinem 
Teil von A äquivalent sein soll. Demnach gibt es ein Element m' 
TOn Mf das nicht in M' enllialten ist. Wir verbinden a mit m' und 
haben Ii,, + « Jiuf M' -j- »»' abgebildet. M' -f- »»' ist aber wieder 

ein Teil von M und zwar ein echter (nach der Voraussetzung). Es 
ist also auf einen echten Teil von M abgebildet und damit 
sind ilie V^orausset/iinü^en der vollständigen Induktion erfüllt. Setzen 
wir also « 80 folgt, daß A mit einem Teil von M äqui- 

valent ist. 

Wir wählen zur Bezeichnung von 1\ 2), 3) die Zeichen 
1) Ar^M, 2) A^M, A) M<,A 

oder 

i)3£r^A, 2)M>-A, 3).i>J/. 

Es ergibt sich unmittelbar, wenn X, B und M endliche 
Mengen sind: 

Ist B'K A und A -< M, so ist audi B-<M. 

lsti^>.4 „ A>^M, „ „ „ B>^M. 
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§4. 
Zahlen. 

1. Bei der Sohaffiing des ZBhlbegriffs gehe ich aus toh einer he- 
liebigen endlieheo Ä imd gebe dieeer einen Namen oder ein 

Attribut itf dal ich ihre Zahl neniM, und aetae dabei feet^ dafi jede mir 
etwa Torkommendei mii A ägumAenie Menge denselben Namen a haben 
so]], daß aber dieser Name auch mar den mit A äquivalenten Mengen 
zukommen soll. 

Gehe ich statt von A von einer mit A äquivalenten Menge A' 

aus, und gebe dief?(^r den Xamen a, so erhalt A denselben Namen. 
Dieses a heißt dann die (jemeinschaftliche Zahl aller mit A äquivaienien 
Mfwim. Es ist hiemach die Zahl nicht aufzufassen als die Gesamtheit 
oder die Menfje aller mit A äquivalenten Mengen; denn diese Menge 
kenne ich nicht. Es ist « die Idee der durch A bestimmten Klasse, 
wenn ich irgend zwei ä((uivHlente Menp^en nU derselben Klasso angchthi^^ 
bezeichne. Die Bedürfnisse des Lfttf^ns /Aviugen uns zur Bildung 
dieser Ideen und die einfachsten von ihnen, r^iD^*\ ..zwei", „drei" sind 
jedem Kind geläufig und auch im vorhergehenden benutzt. 

2 Sind A und B irgend awei endliche Meugen, und ß ihre 
Zahlen, so setzen wir 

1) a •= (i, weun A Ii (a gleich ß) 

2) ti<ß, „ A^B (a kleiner als ß) 
Z) tt> ßf „ A>^B (a größer als ß). 

Die Zahlen sind hierdurdi der 6v6ße naeh geordnä und zwar mit 
GrÖßencharskter (§ 1. 2). 

3. Isi « if^ttd eine Zählf so bUden die ZaMeH, die kleiner eds tt 
oder gleidi « sindf eine endlitM Menge von der Zahl «(. 

Dies ergibt sich wieder aus der vollständigen Induktion, ^'^ir 
nehmen eine geordnete endliehe Menge A und benutzen die frühere Be- 
zeichnung. Der Satz ist dann richtig f&r B^, dem die Zahl 1 zukommt. 

Es sei a ein beliebiges, von verschiedenes Element, und h sein 
kleineres Nachbarelement. Die Zahl«! von B^ und B^ seien ß und ß\ 
Unser Satz sei richtig fQr B,,; dann hat die Menge der Zahlen, die 
kleiner als ß' oder gleich ß' sind, dieselbe Zahl wie B,. also ß\ und 
wir können dlcjse Zahlen auf die Elemente von B,, beziehen. Beziehen 
wir noch die Zahl ß onf das FJcment a, so ergibt sich die Richtigkeit 
des Satzes für B,, und damit also auch für A selbst. 

Geben wir dem Element a selbst den Namen der Menge B^ also ß 
(mit einem Zusatz: das ^te), so erhalten wir die Oränungsgahlen, 
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5. Wenn mau zwei endliclie Mengen B und C ohne gemeinsamee 
Element mit den Zahlen ß und y zu einer neuen Menge Ä vereinigt, 
die dann nach § 2. 4. ^sleichfalls endlich ist, und die Zahl a haben möge, 
80 ist a durch ß und vollständig bestimmt und num setzt a ^ /i -f y 
oder == y + /3. Zugleich ist a größer als p und grcißer als y. 

Besteht C nur aus einem Element, so hat es die Zahl y = 1 und 
« = j8 -f- 1 ist die größere yacliltarzofU zu ß. 

Durch die yollstäudige Indukiion laßt sich noch der Satz beweisen, 
der die Gruudlae;H des Rechmns ist: 

6. Ersetzt man jairs Element nt einer endlichen Menne M durch 
ctui cndlidie Menge Ä^^ nm der Z<thl c . .^o entsteht ein* ume endliclie 
Menge S. Die Zahl a düser Menge i^t durch die ZaJdeti u^,^ vnlhtnndi^ 
bestimmt und Jieißt die Summe der Zahlen . Daiaus ergibt sich die 
Addition der Zahlen, zugleich mit dem kommutativeu und assoziatiTen 
Gesetz. 

Es tritt hiernach die KurdinaUKÜd, nicht die OräinaLsaiU als das 
nrsprüugliclie auf. 

7. Ist a nicht das gi-ößte Klement von A, so hat es ein größeres 
Nachbarelement c nnd wenn £^ von der Zahl ß" ist, so ist (nach Nr. 2) 

ß'<ß<ß" 

und zugleich folgt, daß zwischen ß' und ß und ebenso zwischen ß 
und ß" krinr ZnhJ liegt. 

Ks hat also jede Zahl, mit Ausnahme von 1. rine f.leineyc ?\<i(]ihar- 
zahly und so lange eine endliche Menge als Teil einer umfassenderen 
Menge betrachtet werden kann, hat auch jede Zahl eine größere Nachhar- 
zahl. Man bezeichnet die beiden Nachbarzahien Ton ß mit ^ ~ 1 und 

7. Nach Nr. 2 lassen sich die Zahlen zwar mit Größencharakter 
ordnen, da von irgend zwei versrhiedenen Zahlen stets entschieden isty. 
welche die größere ist. Sie bilden aber keine emllieJie Menge: denn es 
ist mir keine endliche Menge bekannt, zn der ich nicht durch Hinzu- 
fQgnng eines weiteren Elementes eine neue Menge bilden könnte, die 
eine größere Zahl hat. Ja ich kann mir die Möglichkeit einer solchen 
Menge nicht einmal vorstellen, wenn ich auch weiß, daß sie für mich als 
IndiTiduum einmal erscheinen wird. Hiemach gibt es keitie größie Zahl^ 
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1. Alterr Vrdersaütnniii H. AIb älteste allgeineine Lutersucljunir 
«titiereutielieii Lunengeoniotrie uud der Liniengeometrie Oberhaupt krinnen 
gewisse Absclmitte der Optik von Maius^) betrachtet werden.-) Er setzt 

m (jbt - £f') - 0 - niß-z*)'~o{y — y') 

als Gleichungeii einer Geraden an, wobei m, n, o willkürliche FuiikiioiK n 
von x', y \ z' sind, ordnet also jedem Punkt P ~ (r', t/'. - t des Ivaunies 
eine dnrrh ihn gehende Gerade // zu und definiert so eiiK-n Linien- 
komplex. Er sucht zunäcLst die X!ieh1)Hrpunkte von P, deren tieradeu 
// schneiden, und findet einen Rieht ungskogel zweiter ()rdnlllli,^ Dann 
beschränkt er sieb auf solche Gerade des Komplexes, die von den 
Punkten einer Fläche 

ausgehoy also auf eine allgemeine Strahlemkoiigruem: und findet, daß 
jede solche als Ort der Schnitte zweier Systeme ahwickelharer Flachen 
angefaßt werden kann. Er findet auch die Brennflachen, bestimmt die 
beiden Brennebenen und ihren Winkel, stellt die Bedingrung auf, daß 
sieh die beiden Scharen abwickelbarer Flachen überall senkrecht schneiden, 
oder wie wir jetzt sagen, daß das Strahlensjstem ein Normalensystem iat^ 
und fragt nach den Flächen JF* 0, die man einem gegebenen Komplex 
assoziieren muß, damit das System ein Nonnalensystem wird; er bekommt 
eine nicht lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung. 

Als „Theorem von Malus und Dupin** bezeichnet man den Satz, 
daß ein Normalensystem durch beliebig riele Beflexionen und Brechungen 
an Trennungstlächen homogener Medien stets wieder in ein solches 
ttbergeht. Malus selbst beweist diesen Satz nur für eine einmalige 
Brechung (oder Reflexion) solcher Strahlen, die von einem Punkte aus- 
gehn, spricht sogar ausdrücklich die Meinung aus (a. a. 0., S. 10;»), 
daß der Satz för mehrmalige Brechung nicht mehi* gilt. Der Irrtum 
wurde von Dupin und Cauchy berichtigt.^) 

Gleichfalls durch optische Literessen wurde Hamilton^) zur Unter- 

1) Optique, .lourn d. l'ßc. polyt. T. VE Ccah. 14 1 180^; 1—44 und 84—129. 

2) .\nerdinga hatte schon früher (1796) Mouge im Zusauimenbang mit der 
Fläch enthfiorie Hn^ Xormalensystem einer Fläcbo uutersncht nnd tiarnentlich bemerkt, 
daß es eich auf zweierlei Art in cxs' ahwickeibartä Flächen zerlegen läßt (Jonm. 
de l'Kc. puljt. cuh. "2). Aber bei Malus treten zum erstenmal Geraden-Maunigialtig- 
keiten Belbitilndig auf.' Vgl. über ältere lüuengeometrisehe Untenttchungen auch 
Lie und 8 che f fers, Geom. d. BerAhnrngstransf. S. 268 £ 

3 f'l er die Entdeckung doH Theorem» roa Mains und Dupiii vgl. Darbotiz, 
Theorie (le^ surf". II, S. 2H0, Note. 

■ij Trausact. of the R. Irish Ac. Vol XV, 1828 (Theory ol' Systems of Kays) 
und Vol. XVI, 1830 (First Supplement to an esBaj ou the Theorj of Systems of Kays). 
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todlang der Strahlensystame geführt. £r stellt sin nnnly tisch dar, in- 
dem er die KichtimgBkoBmus ß, y eines Strahles als Funktion des 
Ortes im Räume gibt. Jedoch müssen die Funktionen «r, y TOn 
Ji # so beschaffen sein, daß sie <;ich nicht ändern, wenn man x durch 
jr + ^« usw. ersetzt; sie müssen also die Di£Ferentialgleichmigen erfüllen, 
die msn erhalt^), wenn man in 

f&r tp der Reihe nach /S, y setzt. Femer erhalt man durch DifTeiren« 
tistton von ^o* 1 Gleichungen, die in Verbindung mit den früheren 
CTgebtti: 

ft-y,«»*«, «^-fc-**?'* 

wobei 

Für Ä: = 0 ist 21a • dx das YoIIstandige Differential einer Funktion Y. 
Dies ist der Fall der Normalensjsteme, und dann ist K^const. die 
Gleichung der orthogonalen Flächentchar. Hamilton findet die 
wichtigsten Ergebniese von Malus nochmids und fügt namentlidi die 
nach ihm benannte Gleichung hinzu, die wir etwas genauer besprechen 
wollen: 

Betrachtet man einen festen Strahl s einer Kongruenz und einen 
Teränderlichen Nachbarstrahl i\ den kürzesten Abstand a zwischen 
beiden und seinen Fußpunkt auf s und laßt man b* nach s einrücken, 
10 ist ^e Grenzlage der Ebene is, a) durdi den Winkel « mit einer 
fasten Ausgangsebene durch s bestimmt und die Grenzlage 7on N durch 
den Abstand m von einem festen Punkte auf s* Bei passender Wahl 
der Ausgangsebene stehn nun g und « fttr alle Regelflachen der Eon- 
gmenz in der Beziehung: 

(Ij £ ^ 2^ W6- (i -j- 2^ sin*«, (ifj, Tg const.) 

imd diee ist die JSamiltonsche Gleichung". Auch vergleicht schon 
Hamilton*) die yerschiedenen Querschnitte eines und desselben Bündels, 
dss die Umgebung eines Strahles bildet, kommt also Kummers 
Dicht igkeitemaß sehr nahe. Schon in der ersten Abhandlung findet er 
das Ziflindraid als Ort der kürzesten Abstände eines Strahles von seinen 
Nachbarstrahlen. 



6) VgL aaeh Cayley, Proc. «f the L<md. Ifath. Soc Vni, 1677 oder Coli. P. 

DL Nr. 625 und Mess. of Math. 2) XVII, 1^87 oder Coli. P. XU, Nr. 876» ferner 
Btrtrand, Mem. giir la Theorie <Iee surf., J. de Math. IX (1844). 
«) A. a. 0. (Aiim. 4) Vol. XVJ, S. 6». 
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Die Entdeckung des NuUsystems und des StraUengewindtes diueh 
Oiorgint (1827) und Möbius (1833), so wiehtig sie aach iti, betriSI 
sonScfast nidit die differanHdU Liniengeonietrie; ist daher hier nicht 
zu besprechen. Dagegen ist der Begriff des Ywieilangspararaeters P 
eines Strahles einer Begelfl&che för die Diffinentialgeometrie wiehtig: 
Wenn s' ein NaoKbarstrahl ist, a der kfizaeste Abstand zwischen beiden 
nnd o ihr Winkel, so ist 

(2) P-Km^- 

Diesen Begrifl' verdankt mau Chusles, ebenso wie die Entxleekuug der 
Korrelation zwischen den Punkten eines Strahles einer Begelflaohe und 
den zugehörigen Berühnnigsebenen.^ 

Sturm hat in seiner Abhandlung über die Theorie des Sehens^) 
die „unendlich dOnnen Strablonbündel" betrachtet, d. h. <Iio Umgebung 
eines Strahles s einer Normalenkongrnenz. Eine solche Umgebung 
ist vollkommen bestimmt, wenn man die beiden Hauptkrfimmnngs- 
halbmesser einer XurmHltlilclie «Ics liiiudels iu ihrem Schnittpunkte 
mit s und die Orientierung der j-]beueu der /,ugeli«)rigen Hauptschnitte 
um fihr Azimut) kennt. Liegt nun eine brechende Fläche vor, so 
wird der Strahl in einen anderen gebrochen, dessen TTmgc'hung 
durch die drei analogen Pilcmcntr' ih^üniert werden kann, und Sturm 
hist die Aufgabe, diese Klenuntf v.w bestimmen. Dahei beweist er 
(^wuB schon Monge erkannt halte;, ilali die Normalen einer Fläche in 
der Umgebung eines Punktes P näheruugsweis" als Tretlstrahlen zweier 
Geraden, der „Breunüjiieu" aufgcfaüt werden können und sagt ia. a. 0. 
S. 376), daß die Brennlinien die Normale des Punktes P senkrecht 
schneiden. Dies ist aber nicht die einzig mögliche AofGMsnng, wes- 
halb in dieser Angelegenheit spat«r mehrfach Hißrersfftndnisse anf- 
getreten sind (7). 

**. Krim UH-rs Tii(orir <lri- Slmhlcnsi/stemp. Die Arbeiten von Malus 
und iiiimilLun scheinen ziemlich vergessen gewesen /,u .st m, als K ummor 
in seiner Abhandlung „Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlen- 
Systeme''^ die meisten bis dahin bekanntoa Sätze über Strahleusjsteme 
«of nenon einfachen Wege bewies und in einigen Punkten «^^ste.^) 

7) Sur les Bfuf. engendr^«» par une ligns droite etc» Gorreip. math. et phys. 

ed. (^uetelet (3) III. (Tome XI), 1839. 

8) Comptps R. XX, p. 654, 7G1 et 1238 1845), übera. in Pogg. Ann. d. Phy«. 
u. Chemie, Bd. «5 (ili. Reihe, 5), S. 116—184 u. 374—395. 

tf) J. f. Math. Bd. 67, 1880. 

10) Eine konuae DanteUung der Kenuneracheo Theorie findet man bei 
Biaachi, Vorl. Uber Difiereatialgeom. (ftbere. Lnkat), Eai». Z. 
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^i-m AusgungsDuukt ist der folgeude; Mau schneide die Btraiüen- 
kongruenz durch eine beliebige Fläche F: 

Dann ist ein Strahl s der Kongruenz bestimmt, wenn sein Schniit- 
paiikt Fq mit F und seine Riclitungseosinu» X, i', Z als Jtf\inktioueu 
Tou Uf V bekannt sind. Bezeichnet man 

(diese OroBen mCgen die i^Fondamentalgrdfien'' Kummen heißen), so 
ipielen hier die beiden Fornen 

£dX* - Edu* H- 2Fdu dv + Gdv\ 

SdxdX - edu* + (f + f)dudv + gdv* 

eine analoge RoUe wie die beiden quadratischen Differentialformen der 
Flächentheorie die erste stellt das Linieuelement der sphärischen Ab- 
bildung der Kongruenz dar. Die Gegenstiinde, die Kummer so be- 
handelt, sind zunächst: Kürzester Abstand von den Kachbarstrahlen, 
Grausponkte'^), Hanptebenen, Hamiltonsche Gleichung, Brennpunkte, 
fi^etmebenen, Mittelpunkt^ Brennflächen, Normalensysteme. Das Dichtig- 
iaismafi des Strahlensjstems in einem Punkte P eines Strahles de- 
finiert er ao: Man lege durch P eine Ebene senkrecht auf s und siehe 
in ihr eine kleine geschlossene £nrre am P mit dem fUoheninhalt f. 
Dir entsprioht vermöge der spharisohen Abbildung des Systems eine 
Kurre auf der Einheitskugel mit der Flache 9. Das Dichtigkeiismaaß 
ist nun: 

lim 2. 

Kummer eigentümlich ist der Begriff des Drehnnj?swinkels Ix'nfich- 
barter Strahlen s und s^: Füllt man von zwei Punkten .1, JJ von 5^ 
auf s die SenkrectiiLU, so lit-ilit ihr Winkel der I )rehun|r8winkel der 
Strecke AB bezüglich *. Die Untersuchung der Drchuiigswiukel gipfelt 
in dem eleganten Satz: Wenn man in zwei Nachbarpunkten einer 
Fläche die Normalen zieht und ihnen die Länge gibt, in der ihr 
Drehungswinkei em rechter ist, so sind sie gleich dem Knimmuiigs- 
halbmesser desjenigen Normalschnittes der Fläche, der durch die beiden 
Nachbarpunkto bestimmt ist 

11) Die Definition dieses und einiger iolgenden Begritfe m 5. 
latoMterichl d. SmtNhM lblb«B.*y«f«liiiguDg. XY. Hafk S/^ iH 
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Die Kummersclie Theorie wurde Ton Gorton^*) mit Hilfe der 
QualonioDenlehre dargestellt und yon Hensel^ TerroUkomnuiet, der 
die beiden DifPerentialformen gleichzeitig Tom gemischten Gliede befreit. 
In dieser Theorie wird eine willkOrliche Fttche F eingeführt von der 
die Eigenschaften der Kongruenz gar nicht ablumgen. Man kann dies 
Termeiden, wenn man die reditwinkligai homogmen LinienkoordinatMi 
der Strahlen des Systems als Funktionen zweier unabhängiger Para- 
meter gibt 

(5) = 

Die.seii Weg iuit Zindier") eiugeschla};ren. 

Seit Plückers „Noue Geometrie des Raumes gegründet auf die 
Betrachtang der geraden Linie als Bsnmelement^' (1868 — 69) häufen 
sich die liniengeometrischen Arbeiten so sehr, daB die Eiiüialtung der 
zeitlichen Rethenfolge bei der weiteren Besprechung unzweckmüBig wSre. 

3. Die liidUitngen im Linienraum. Wenn man die Gerade durch 
irgend welche vier von einaader unabhängige Koordinaten /<,,... 
bestimmt, su ist durch die Inkienieute du^, . . . du^, aut deren Ver- 
bältnisse es allein ankommt, eine von dieser Geraden ausgehende 
Richtung bestimmt Natürlich läßt sich der Riditongsbegriff auf den 
Fall überzahliger Koordinaten, wie sie in der Liniengeometrie ge 
wdhnlidi Terwendet werden, Übertrag«! und tritt so bei Klein auf, 
der auch den Winkel zweier Richtungen nach Anal<^e der Kosinns- 
formel des Punktraums definiert. Ein Strahl bestimmt mit einem 
Naehbarstrahl eine Korrelation von Chasles (1). Die Theorie der 
Richtungen steht also in ei^er Beziehung mit der Theorie der Korre- 
lationen einer Geraden und wird als solche von Koenigs behandelt. 
Wenn zwei Korrelationen inTolutorisch sind, so sagt man, die ent- 
sprechenden Richtungen des Linienraumes seien zu einander senk- 
recht. In der Tat besteht z. B. folgende Analogie: Alle Richtungen, 
die von einer Geraden eines Komplexes ausgehn und im Komplex 
enthalten sind, stehn mit einer im Komplex selbst nicht enthaltenen 
Richtung in Involution'*) (Analogon der Flächennormale des Punkt- 
raumes). Das Analogon zu den dreifach orthogonalen Flächensystemea 
des Punktraumes existiert auch im Linienraume imd heißt Involutions- 
system von Komplexen. Auch Koenigs hat eine j,vierfach ortho- 

12 Aiu J. of Math. X 13 J. i'. Malii. iid. 102, 1388. 
Ii) Liuietigeotu. Bd II, Abschn. II (1U06). 
16) Über Idiiicngeoni. u. metr. Geom., § S (Math. Ann. V). 
1«) a. a. 0. S. «71, Note. 17) These, I. Partie (18W). 
18) Klein, a. a. 0. S. S72. U) ebenda. 
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gonale Zerleixung*' des Linieuraumes angegeben allerdings nicht in 
jneeiler Weise 

Zwei Rt'gelflachen bestimmen in einem gemeinsamen Strahl die- 
<!f)be Korrelation, wenn sie daselbst den Yerteilungsparameter, den 
Zentnälpunkt und die Zentralebene gemein haben. Dann berühren sie 
sich auch längs der ganzen Erzeugenden, und dies ist der geometrische 
Inhalt des Bichtangsbegrüfs. Deshalb können die in 1 eingef&hrtsn 
Gröfien 

a,P 

ib gsometrisch anschaulichste BiMmgBkoordinaUn in der ümgebung 
eines bestimmten Strahles gelten und sind als solche sor Untersuehung 
der BesehrSnkitngen nütslich, welchen die in einem Komplex oder 
einer Kongnienz enthaltenen Richtungen unteriiegen. Analog namlichy 
wie im Raum Ton einem Punkt oo* Richtungen ausgehn, in einer 
Flache jedoch nurmehr oo*, so gehn im unbeschränkten Linienraum 
Toii einer Geraden oo^ Richtungen aus, in einem Komplex nurmehr 
00* und m einer Kongruenz a.'. Daher müssen für die in einer 
Kuagriienz enthaltenen Kiehtungen zwischen den drei Richtuugküordi- 
naten a, 1* zwei Relationen bestehn ijaj, für die Richtungen eines 
Komplexes jedoch nur eine (14). 

Unter den Kichtuugeu sind die y^chneidmdi u'" ausgezeichnet, deren 
repräsentierende Nachbarstrahlen den Ausgangsstrahl schneiden oder 
genauer gesprochen, deren Regeltlächen in s eine Kuspidalerzeugende 
haben oder deren Korrelationen singiilär sind oder deren Verteilungs- 
paraiu- V veisr Ii windet. Das analytische Kennzeichen kierfür ist 
das Verschwinden eiiür quadratischen DifFerentialforni der dii^.'^) 
Deutet man also die äu^ als homogene Koortlinaten eines drei- 
dimensionalen Punktraumes, so ist in der ümgebung eines bestimmten 
Strahles jede Richtung des Linienraunis (hirch einen Punkt abgebildet, 
die schneidenden Richtungen durch eine Fläche zweiter Ordjiung. 
Dabei spielen die durch eine gerade Punktreihe abgebildeten j^i'i*^**^*®^ 
Kichtungsbüschei'' eme besondere Bolle**) und zwei orthogonale Richtungen 
werden durch Punkte abgebildet, die bezüglich F konjugiert sind.'^) 

4. Begdfiädim, Die Differentialgeometrie der Regelflichen ist meist 
Qseh den MethodNi der Haehentheorie entwickelt worden; dies gehSrt 
nicht in den Rahmen dieses Berichtes, und es sei nur bemerkt, daß 



10) Th^se, S 74 ii) Koettig«, Th^, 8. 18. 

22) ib. S. 23, f Es macht keinen wesentlichen Unterschied, daft Koeniga die 
Abbildung etuer Hicbtang dual durch eine Ebene Tonummt. 
iZ) ebenda. 

18* 

Digitized by Goo^^le 



192 



eine reidihaltige Monographie Über Eegelflachen Ton Antontari*^) 
geachrieben wnrde. 

Wir iLaben nur die nftch liniengeometrischen Methoden gewonnenen 
Eigebnisse ao&näblen: Durch n benachbarte Erzeugende (n">2, ...5) 
einer Regelfläche ist ein d-n-dimenaionales lineares Gebiet linearer 
Komplexe^ die sie enthalten, bestimmt Macht man den Grenzübergang, 
indem man die Erzeugenden in eine e zusammenrücken läßi^ so erhält 
man sämtliche linearen Komplexe, die in e die Regelfläche von der 
n— l-ten Ordnung berühren* Ihre analytische Darstellung findet sich 
bei Koenigs.*) Die gemeinsamen Strahlen aller dieser Komplexe 
bilden für n^'^ die SdntiirijHnfjsrcgcl schar. Die Grenzlagen der Traua- 
versalen von vier NnchbArerzeugendeu heiUen Schmirrjuvrfsstrahlen.^) 

Die ßediuguuf? der Abwichclharleif einer lu^gelllüche, die durch 
drei Gleichungen iu Linienkoordinaten gegeben ist, Üudet sich bei 
Koeniirs-' , der dort aueh untersucht, von welcher Ordnung das 
Mona-m zweier (ieradeu versch windet, von ilenen die eine y einer 
Regelfläche angeliört, die andere zu (f in ein( in linearen Komplex 
konjugiert ist, dei- du; liegeltlücije ir» einer Xaclilnirerzeugenden von p 
in bestimmter Ordnung berührt. Da» Moment zweier Xaeliharer 
zeugenden einer Kegelfläche hat Koonigs als Potenzreihe dejs l'ara 
meters entwickelt.^") Aus der nähern Diskussion des Baues dieser 
Formel kann man folgern'^, daß der Abstand zweier Naehbarerzeugenden, 
wenn man das Bogenelement der sphärischen Abbildung als Unabhängige 
nimmt, stets von ungerader Ordnung Tersehwindet. Die Bedingung 
der Abwickelbarkeit einer Begelflache, deren Linienkoordinaten als 
Funktionen eines Parameters g^eben dnd, hat Klein*^) mitgeteilt. 

Die windschiefen Flachen zweiter bis vierter Ordnung hat Voss'') 
nach liniengeometrischen Methoden auch hinsichtlidi ihrer Differential- 
geometrie ontersucht^ebenso dieHanpttangentenkurTen derBegelffibh«!.") 

6. Die XJmgehung em«8 KongmeMMrokles. Analog vrie aBe Euiren, 
die auf einer Flüche des Panktraumes yon einem Punkte ausgehn, 

24) These, Paris, 1894, bei Xony 25) Geoiu. reglee, chap. IV. 
2G) Voss, Math, Aua. VJII und Koeuiga, Tbuse, S. y7, f. 
ST) ThiM, S. SO. 

98) O^om. tegl^, 8. 68 (1895). DieMS Bttch ist ein Wiedarabdrack von 
Abhandluugen, die in den Ana. de la Fae. Toalotue IU, TT, Tll (1889—98) Ter> 

öffentlicht w\irden. 

29) Zindler, LiaiengeoTn. bd. II, § 3, 4. Daß der Abstand, wenn er ron 
bttherer ab enter Ordnung trencbwindet, mindeetene von der dritten Ordnung 
Tersohwindei, ist ein Uuige bekannter äats, der von Koenigs (G^om. isgl^, 8. 68) 
Bouquet cageecbrieben wird. 

80) tfath. Ann. V. S. 293. ai) a. a. U. («. 86). 32) Matb. Ann. Bd. 12. 
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dort nur oo' Kiclitiii^en liaben, so haben alle RegelflSchfin^ die in 
einer Kongruenz von einem Stralde au^bn, nnr oo^ Biebtungen. 
Eb mOssen alBo> wie schon in 8 erwähn^ zwiicben den drei Richtonga- 
koordinaten fy P swei Benebongen beetebo. Die eine dayon ist die 
Hamiltonsehe Gleichung (1), die ü als Funktion Ton a gibt; die andere, 
die P als Funktion von a gib^ tritt zuerst bei Mannheim'') au^ 
obgleich Cesäro'*) beide Gleichungen (6) als Formeln von Hamilton 
bezeichnet.'^) Die erwähnten Bezieh\ingen lassen sich bei passender 
Wahl der Ausgangselemente der Bichtungskoordinaten so schreib«! 

« — C8in2ff, P>- Po + ^co82tt, 

wobei P(, und c Konstante sind, oder auch (nach Drehung der Aus- 
gangsebene um 45°;: 

wobei Ä und B konstant sind. Eliminiert man su erhält mau'') 
(7) (P^Ä) (P-^ + j»-0. 

Aus den Gleieliuiigen (6j folgt: Die Zentralp linkte aller Rugeltlächen, 
die Ton einem regulären Strahl s einer Kongruenz auägehu, füllen auf 
8 eine endliche Strecke der Länge A — B, wobei A und S die extremen 
Werte sind, die der Verteilungsparameter annehmen kann. Die End* 
punkte dieser „Greimlredie" heißen Grmspukkte. Zu P— 0 gehören 
swei Werte a und zwei Werte jr; sie bestimmen die Kuspidalebenen 
und die Kuspidalpunkte derjenigen Regelflachen der Kongruenz, die 
in 8 eine Ku^idalerzeugende haben. Die Kuspidalpunkte heißen Brenn- 
punkte des Strahles s und die Kuspidalebenen Brennebenen. Der Mittel- 
punkt der Strecke zwischen den Brennpunkten, der Brenntiredeef halbiert 
auch die Grenastreoke und heißt Mittdpmkt des Strahles. Die extremen 
Lagen des Zentralpunktes gehören zu zwei auf einander senkrechten 

33) Liotiv J. (2) 17 ^' 12fi o,ler Ge'om. Cin^ 8. 284 (18M). 

34) Natürl. Oeom. (übera. Kovvaiewski}, § 211. 

!t5) Allerdingi findet rieh bei Kummer, J. f. Ifath. Bd. 67, 8. 200 eine 

Formel für P ^dort als Funktion eines uiitibhüngigeu i'aiameters t; alu r / 

hat nicht laiinittclbar die Bcr{pti*tinf: eiric-- Azitinits um «h"'n betrachteten Strahl, 
deshalb gestattet die Fonnel keine einlache geometrische Deutung und wird auch 
gar nicht weiter diskutiert. 

36) Cet&ro, a. a. 0. nt. 

87) Cenäro, Natfirl. Geom. §. -Jll. In geometrischer Fem findet rieh dieae 
Oleiebnng auch bei Mannheint, Hvom, cin^m. S. 881, Theorem 8'. 
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Kbeiieu :ils Zentralebeiieii ^a=±^), «üe llniAptebenen heißen. Alle 

diese B^rüe sind von den in 1 und 2 genannten Autoren auigeätelit. 

Die EbeDen er — 0, | mögen Eyümiimngs^beiMn beifien; ftir de als 

Zeutnleboien erreiobt namlieb also auch daa Krflmmimgemaß im 
Zentralpankfce der xugebörigeu Regelflädien ein Extrem.*^ In der 
Tai ist die Bestimmimg der InTarianten A und B bei der Darstellung (5) 
und bei allgemeinw Lage des Strabl^ gegen das Koordinatensystem 
gaoa analog der Beieebnung der Hauptkrflmmimgabalbmesser in einem 
Fliebenpnnkte.^ Die Krfimmungpebenen sind die Halbiernngsebenen 
sowohl des Keiles der Brennebenen als anch des Keües der Haupt- 
ebenen. Die im Mittelpunkte auf 8 senkrechte Ebene heifit MiUeUbenCf 
die in den Orenzpunkten auf 5 senkrechten Ebenen heißoi Grenzebenm, 
Wenn gp der Winkel zwischen den Brennebenen ist, so hat die Brenn* 
strecke die Lai^pe {A ~B) sin <p. 

Sucht man aus der Umgebung eines Strahles s alle Strahlen heraus, 
die mit s gleiche Winkel bilden, so erhält man dne „Hegelfläche kon- 
stanter Neiguwf^, sucht man alle heraus, die von s gleichen Abstand 
haben, so erhält man eine „Hef^elfläche konstankn Ahsfaml^'j erstere 
ist von der vierton Ordnung^"), letztere von der achton.") 

Für A = B wird /' konstant und die Grenzpunkte fallen /iisaimiieti; 
ein solcher Strahl heißt Jsotrop". Für A = — B fallen die GnMiz- 
punkte mit dnn Brennpunkten zusammen, die Brennebenen mit den 
Hauptebenen und stelin /neinander seiikroflit; ein solcher Strahl heißt 
ein „Norninhtrnhl''. Dor Mittelpunkt, die Grenzpunkte, die Hauptebenen, 
die Krümm ungaebenen sind immer reell. Je nachdem die Brennpunkte 
nnd Breunebenen reell sind, nicht reell sind oder zusammenfallen, heißt 
der Strahl hyptrholiinh, eUipfisch oder paralx »lisch. Der ei-ste Fall tritt 
ein. wenn Ä und B ungleich bezeichnet sind, der zweite, wenn sie 
gleiches Zeichen haben, der dritte, wenn A oder B Null ist. Die 
elliptisehen Strahlen teilen sich je nach dem Vorzeichen Ton Ä und 
B in zwei Gruppen, die mit ^echtsgewimdenn'' und „linksgewnndenex'' 
Umgebung. 

Es gibt gingidäre Strahlen, ftlr wddie die vorstehenden ^tie nicht 
gelten. Sie sind noch wenig nntenmcht, einiges aber „p-hebsf* Strahlen, 
Ton denen 2 p schneidende Richtungen an^bn, findet man bei Koenigs*^ 



98) Der Wert dieser Krümmoi^ ist nftmlich — p,; vgl. z. B. Zindler, 

Idniengeom. Bd. II, § 3. 

39) Ebrndn. § 22. 40) Hensel, .T. f. Math. Bd. 102. 

41) Zindler. LimengttOm. Bd. n« § 83. 4«) Thbwt, S. 60 f. 
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und bei Weil er.'') Ein ein&cher Fall besonderer Stra]il«ii sind die 
MißmdrisdieH*^)f bei denen die Grenzpankte ins Unendliche rücken. 

6* Dte mit emer Koi^ruau terhundenen Fläekm, Der geometrische 
Ort der Mittelpunkte aller Strahlen einer Kongmens heißt MiUdftädte 
der EongraenK» der Ort der Brainpuakte Brennflädu'y der Ort der 
Grenzpunkte Grenzfläche^ die EinhUUoide der Mittelebeneii lieißt Miftel- 
einJuälendef die der Grenzebenen Grcfizehihüllenck'. Die Breonfläohe 
besteht aus zwei ^^änteln, die analytisch dieselbe Fläche bilden können, 
ebenso die Grenzfläche und die Grenzeinhüllende. Die Mittelfläche, 
(ueuzfläche nnd Brennflä^e wurden tou Kammer definiert^), die 
Mitteleinhüllende Ton Ribaucour.*') 

a) Die Grenzflächen. Die erste Grenzfläche eines Strahlensysteras, 
die wirklieb geftiiidoTi und untersucht wurde, ii^t ilieienif;*^ der Aehsen- 
kongrueu/ dritter Ordnung und zweiter Klasse einer linearen zwei- 
diinensionülen Mannigfaltitikeit linearer Komplexe. Dies ist zugleich 
die Kongnien/. ilei kürzesten Alistihule irgend zweier StmbleD ein<'r 
Re'^elsehiir zweiter Onhmag. Wuelsch liat t^efunden*^), daü die Brejin 
fläclie dieser Kongruenz, obgleich sie keine Norinalenkongruenz ist, mit 
der (TrenzHäche identisch ist, indem ein (Jren/.punkt irgend eines 
Strahle» zufjlei<'h l^rennpunkt eines undern Strahles ist. Die Fläche ist 
von der sechsten Ordnung und vierten ivUisse und wurde auch von J oly") 
und namentlich von Study*^) (von letzterem mit Hilfe der elliptischen 
Funktionen) weiter untersucht. 

Die 6reasfläQhe& der StrahleDnetze (Definition dieses Wortes in 7) 
sind Ton der zehnten Ordnung ^) und reduzieren sich in drei besonderen 
Fillen anf die sechste Ordnung, nämlich för den Fall des Rotations- 
netaesi des rechtwinkligen und des parabolischen Keties. Für den 
letiteren Fall ist ein Modell im Verlag von Schilling erschienen. 

b) Die Brennflädieik Einer oder beide MSntel der Brennfliche 
kSnnea sieh auf Kurren reduzieren. Dieser Fall wurde von R. Sturm 

48) Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 31. 
44) Zindler, Liniengeom. Bd. IL, § 81. 
4ö) J. f. Math. Bd. 57, S. 203. 

46) fitnde des ^SMoIde« va surf, a oourbnre moyenne nulle, % Mim. cour. 
et des sav. ^tr. Acad. Belg. T. 44 (1882). Der Yerrasaar benatzt die Hetbode der 

„I'erimorphie", die mit Darbouz' Methode des beweglichen Trieden' verwandt 
ist, ebenso mit den Methoden der „Natürlichen Geometrie", die von späteren 
Autoren, nauientlicb Cesäro, verwendet werden. 

47) Wiener 8. B. Bd. «6, 18^7 oder Nova acta der Leop. Acad.HaUe, Bd. 6«, 188s. 

48) Tiaaiact. of the Irinh Acad. XXX, 1895. 
4in Gcom. (1. DyiiiuiJL'ii, S. 479, fl'. 

bOj Ziudler, Limengeom. Bd. II, § 26. 
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miienudit und der allgememen Theorie eingeordiiet^^) HiezToa ab« 
gesehn gilt folgendes: In denjenigen Gebieten einer Kongruenz» in denen 
die Brennpunkte reell sind, Inssen sieh ihre Strahlen auf zweierlei Axt 
in eine Sdiar Ton op^ abwiekelbaren Flachen anordnen. Die Gratlinien 
jeder Seher erfOUen je einen Mantel der Brennfliehe, deren beide 
Mäntel Ton jedem KongruenssstrEÜil in den beiden Brennpunkten berührt 
worden. Jede Brennebene berührt den einen Mantel in einem Brenn- 
punkte und ist im anderen Brennpunkte Schniiü<xunjfsebene der auf 
(l»^ni alliieren Mantel gelegenen Gratlinie. Die Brenutläche ist also auch 
Kmhtilleude der Brennebenen. Auf jedem Mantel sind die (initlinien 
,der einen Schar abwickelbarer Flücheu konjugiert zu denjenigen Kurven, 
in denen die abwickelbaren der anderen Schar denselben Mantel be- 
rühren.^-) Für eine Koügrueuz, die als Schnitt zweier Komplexe ge- 
geben ist, liat Voß^^j die Brennfläche in symbolischer Form dargestellt. 
Über die hmgiiJiiritäten auf den Brennflächen hat derselbe weitgehende 
Uutersucliungen, jedocli mehr in algebraisch-abzählender Richtung an- 
gestellt. 

Die Inflexionstaugeuten der BrennÜäche hat Waeisch bestimmt. 
Wenn Q^, (^., die Brennpunkte eines Strahles s sind, E^y die zu- 
gehörigen Brennebenen u. zw. so, daß Zs'j die Sebmiegungsebene der- 
jenigen Gratlinie ist, die s in berührt, so berührt E^ die Brenutiiiche 
in und in Q^, Nun bezeichnet Waeisch a. a. 0. die Geraden 

51) Miiteil. der Hamburger uiatb. Ges., II ^Ibi^Uj oder Liniengeom. Bd. U, 
8. 12 ff, vgl. auch Weiler imter 43.) 

65) Daa meiBte hiervon bei Kummer, J. f. Math. Bd. 67, S. 806 f. 

66) Gdtt. Nachricht. 1878. 

64) Math. Ann. Bd. 9. 

55) Zur Infinitesimalgeom. der Strahlenkougruenzen , Wiener S. 13.^ Bd. 100, 
II, 18!H h\ dieser Abhandluiig wird folgende DanteUnog der Xongruensen sa- 
grunde gelegt: Es sei 

Sa^ a;^ = ((13^ = 0 

die Gleichung einer Geraden, wobei die ./: Klcinsche Kooiiliuaten der Itt'zit'liunir 
(jcx) «= 0 genügen, analog die a. Hängen die a von zwei Parametern ti, v ab, io 
iit eine Strahenkougrueiut defini^ und wetm man 

2J tti^ Xi = « (u , V , x) 

bezeichnet, so hat man SQt die Umgebung eines Starahles a die Gleichung: 

0^0 + Mu + cÄ» + 4- (edu*-^9fdudv -f gdv*^ H 

Hier sind • ■ ■ ■ g Ableitungen von a mu h //, r, also linear in den x. IHiIkt >ind 
6e3iO, ••• g'=0, ■•■ (Jleichnngen linearer Komplexe. Durch diese werden die 
differentialgeometriflchen Eigenschaften der Umgebung von a und beeoaden die 
projektiven invarianten Ejgeneehaften systematiBob aasgediückt. 
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der Bfischfll (^,, E^) imd (Q^, Jß^ als ZetUralsirahlm von $ und xeigl^ 
daß wenn man auf der Brennfläehe bewegt^ die Zentrelstrahlen aller 
Naehbarpunkte in einem linearen Komplex , dem „Be^eiÜcon^leT* dee 
Punktes Hegen. Aaeb der andere Brennpunkt hat einen Begleit- 
komplex. Diese beid^ Komplexe bestimmen (wie überhaapt zwei 
lineare Komplexe mit den beiden singulären des Büschels) ein Doppel- 
verhältnis d, daa aach j^oppelverhältiiis des Strahles heißt. Für 
die Nomialenkongrueuzen Weingartenscher Flächen ist d = 1 , für die 
der Flächen zweiter Ordnung ist ö = 9. Wenn d die Grenzstrocke ht 
und i\, r,, r'i, die Hauptkrflmmongshaibmeeeer der beiden Mäntel 
der Brennfläche, so ist^) 

/t^''^l* 'Iii, 

iJemonlin hat eine Beziehung zwischen dem Wmkei der Brenn- 
ebenen und den Torsionen der beiden (iratlinion gefunden.") 

r) Die iilirif/r)! FUichm sind bei allgemeinen Kongruenzen noch 
wenig untersucht i vgl. uueh 10, a;. Die Mitteltläche der unter a) er- 
wähnten Achsenkongruenz ist nach Waelsch^**) und Study'^''') eine 
Steinersche Fläche (vierter Ordnimg) und zugleich die FuBpunktfläche 
bezüglich dee Mittelpunktes ifor ganzen Figur. Die MitteleinhflUenden 
dw hyperbolischen und elliptisehen Strahlennetze sind gleichseitige 
hyperbolische Paraboloide."*) * 

7. Die berührenden StraJtlennetze. Der Schnitt zweier linearen 
Komplexe ist ein Strahlensystsm ent«r Ordnung und Klasse und hmfit 
(nach Sturm) kttizer SireMetm^, Die regnÜbren Strahlennetze be- 
stehen auch aus der Gesamtheit der Treffgeraden zweier Strahlm, der 
„Bremiiittm*^ und heiSen hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch, je 
nachdem die Brennlinien reell getrennt (windschief) sind oder konjugiert 
komplex (zweiter Art) oder zusammenfsllen. Dnter den hyperbolischen 
Netzen sind die (^rechtwinkligen'^ mit rechtwinklig kreuzenden Brain- 
linien, unter den elliptischen die Umdrehungsnetze ausgezeichnet, deren 
Brennlinien den unendlich fernen Kugelkreis treffen. Die elliptisehen 
Netze haben zwei reelle ^otrope Strahlen (Anal<^e mit den Brenn- 
punkten einer EUipse).^') Die singuBb^n Strahlennetze sind die Strahlen 
eines Bündels oder Feldes. 

Die Strahlennetoe (oder „Netze") sind die einfachsten Strahlen- 
kongrueozm, und man kann trachten, [die Umgebung eines Strahles 

Ö6> a. a. 0. 8. 208. Comptes K. Bd. 13U, S. 1701 (1900). 

68) Wien« S. B. Bd. 96, II, 18S7. 59) Geom. d. Dynamen, S. 476. 
CO) Sturm, Liniengeom. I, S. 167. 
ei) Zindler, Liniengeom. Bd. U, § 34. 
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einer beliebigen Kongruenz dadurch aunähemU darzustoIIeTi, dnB man 
sie durch ein passend gewähltes Strahlennetz ersetat^') (Aualogon der 
Bertihrungsebene in der Fläcbentheorie). Zu diesem Zweck definieren 
wir: Zwei Strahlenkongruenzen hrrüliren einander in einem gemeinsamen 
Strahle wenn sie alle in ihnon onthnltenen ron x nuss^ohenden 
Richtungen dos Linienraunies gemein luiben. Es Imndelt sich darum, 
für einen Strahl .s einer Kongruenz die berührenden Netze anzugeben. 
Gewöhnlich hat uuiu diese Fmge minder L'^oau so formuliert: Zwei 
Genide iui/.ugeheu, die von allen Kongrueuzstrahlen der Umgebung 
von .s- geschnitten werden. Solche Gerade heißen LV/ ) der 
Umtiebung von « oder kiir/.er des Strahles 8ell)st Silioii Monge 
und Sturm ftindeu (1^ für Xormalenswsteme ein ]taar Breuulmien, die 
sie senkrecht zu s JHiuahineu. l'ür allgemeine Strahlensysteme unter- 
sucht Kummer^) die Querschnitte des uuigebenden unendlich dünnen 
Strahlenbündels und findet, daß sie sich in den Brennpunkten auf 
gerade Linien r«diisi«r<en. Da er xmr senkrechte Querschnitte des 
Bündels betrachtet, so erhilt auch er nur Brennlinien hi, h^, die anf 
s senkrecht stehn, und es hat sich bei einigen folgenden Aatoren die 
Meinung gebildet^ als ob dies eine wesentliche Eigenschaft brauchbarer 
Bminlinien wSre. TatsSchlidi kann man aber jede Gerade der Bttsdiel 
(Sf h^) und {$f b^) mit gleichem Recht als Brennlinie betrachten, wie 
Elein^), Weingarten^) und Matthiessen*^ klargestellt haben. 
Man kann die Sache piftzise so ansdracken: Man darf (Bezeichnungen 
wie in b) in den Büscheln {Q^ , E^) und {Q^ , £,) je einen Stmhl 
auBer s beliebig wählen. Diese beiden Strahlen bestimmen als Brenn- 
Unien ein Strahlennets^ das die Kongrumz berfthrt und man erhält so, 
alle berührenden Netze, deren es also oo' gibt.^^) Diese beiden Büschel 
heißen deshallt BrmuhüscheV^)\ ihre Strahlen sind lauter Brennlinien. 
Dasjenige berührende Netz, dessen Brennlinien auf ^' senkrecht stehn, 
möge Mmptnßtg des Strahles s heißen. Es ist für die Untersuchung 
der Umgebung von am bequemsten, obgleich es sonst unter den 
berühxenden Netzen, solange es sieh um „Eigenschaften erster Ordnung'")** 
handelt, nicht ausgezeichnet ist. Das Hauptnetz eines isotropen Strahles 

63) Klein, Math. Ann. Y, S. 280. 

ß3) Auch für die Gratlinien der Abwickelbaren wurde der Name ,,Breiualiniea*^ 
Bchon verwendet (Biauchi, Ann. di Mat. (2) XV). 64) a. a. 0. S. 222. 
Ü6; Math. Ann. V, S. 2811. U) J. f. Math. bd. 98. 

67) SchlOmflch« Zeitacbr. f. Math. Bd. 89, Sappl, und Acta math. IV. 

68) KkiD, a. a. 0. 6») Waelieh, Wiener 8. B. B4. 100, n. 

70) ..Eigcnaehalten n-ier Ordnung" mögen init Eoenige diejenigen heißen, 
die von fleii Ableitunpm l>is ein^chh'cßlich zur t?-ten Ordnung der Koordinaten 
nach den unabhilugigen Vcründerlicben abhiingen. 
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s ist ein ümdrelumgsnets. Ako lasBon sieh die Strahlen der Umgebung 
Ton s ennähernd nach koaxialen Umdrdtuiigshyperboloidea aDordnen. 

Ffir das Hattptneia ist der betradttete Stnhl 8 zugleich der 
Hauptatrahl (der die Brennlinien sMikrecht schneidet). Da die un- 
endlich ferne Gerade der auf $ senkrechten Stellung dem Hauptnets 
angehört, schneiden irgend zwei Ebenen dieser Stellung das Netz in 
affinen Feldern. Von hier aus hat Möbius^') die wesentlichsten 
Kesultate Kummers geometrisch abgeleitet. Ihm folgten Frischauf") 
und Zech"), der auch die konstruktive Seite der Theorie weiterführt, 
später Bobek.'*) Da zwei affine Felder durch drei Paare entsprechender 
Punkte liestimmt sind, so genügen zur Bestimmung eines „unendlich 
dünnen Strahlonbündol??" (Zech, a. a. 0.) außer dem Ausgangsstrahl 
nofh zwei Nachbarstraklen, m. a. ^\^ dunh xwei Richtungen ist die 
^'anze KichtuiiixsinMnnif]ffaltigkeit ciiHT Kongruenz bestimmt, was durch 
tlen analytisi-ht-n Uichtuii^'sbej^nnH' allerdings selbstverständlich wird. 
Auch \f;!nnheim hat eine konstruktive Theorie der unendlich dünnen 
Strahlenbüudel gt'geben. 

Geht man zu Eifjfcn.sehaften höherer Ordnung übtr, su kann man 
unter den berührenden Xetzen oder, was dasselbe sagen will, unter 
den Brennlinien ausgezeiclnu te finden: Solche sind die zu konjugierten 
Tangenten der Breimliächeu. Legt mau durch, sie schneidende Ebenen, 
80 verschwindet der Querschnitt des Bündels von der dritten Ordnung. 
Die beiden Begleitkomplexe (6, b) haben ein Strahlennetz gemein, 
dessen Brenidimen ausgeswiehnd» „HaupÜbremiliniMi'' dnd.^^) Wir 
erwähnen noch einige Ergebnisse von Koenigs^^): Betraditet man in 
einer Kongruena alle Regelflachen bestimmter Biditni^ durch einen 
Strahl 8f 80 erfüllen ihre Sdimiegungsregelscharen fttr s ein Strahlen- 
nets, das Sdmie^ttgsneU! der betreffenden Richtung. Die Schmiegungs- 
netze aller Biditungen Ton s bilden einen quadrattschen Komplex. 
Jeder lineare Komplex, der ein berOhrendes Stiahleonets einer Kon- 
gniena enthSlt, heifit ein herährender linearer Konnex. Wihlt man 
eine Kongruenzgerade g, eine Nachbargende dnen in 8 berOhrenden 
linearMi Komplex so verschwindet das Moment Ton g bezüglich 
ihrer in C coi\jugierten i. a. ron der vierten Ordnung. 



71) Geüm. Entwicklung der Eigenschaften aaendlich dfinoef StraUenbfiadel, 
Ber. d. B&ch». Ges. Btl 11, 1862 oder Ges. W. IV. 

72) Schlömüchs Zeitschr. i'. Math. Bd. 16. 73) Ebenda, Bd. 17. 
74) Wiener, S. B. B. 8S, U (1B81). U) Oto. dato. S. 279, if. 
7«) Ahrendt, Schlömilohs Zeitwhr. Bd. 96. 

77) WaelBch, Wiener S. B. Bd. 100, II» S. 164 and 16». 

78) Th^e, S. 100 ff. 
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8, Amiend ni}(fen mtf die geometrische Optik. Schon einige unter 
7 erwähnte Uiitersuchunifen (Matthiessen, Ahrendt) wurden in 
optischem Interesse iinttruonnnen. Wenn eine brccbende Fläche und 
ein unendlich dünnes Strahk-nbüiidel gegeben sind, so ergibt sich die 
für die Optik wichtige Aufgabe, das gebrochene Bündel zu finden. 
Diese Aufgabe konnte man tWr Kürze halber das „Problem von bturm" 
nennen, obgleich Sturm (1) nur die Normulenbündel betrachtet hat. 
Es wurde von ('. Xnuniann iu der Foim gelöst''*), daL'> das einfallende 
Bündel durch den Hanj)tstrahl und die beiden zu ihm uoruialeu Brenn- 
linien gegeben ist tind die aualo<jfpn Elemente des gebrochenen Bniidels 
gesucht werden. Eine geometrische Lösung stammt von Mannheim. '^^j 
Der Fall der Kni(elf!üche als brechender I^läche wurde eingehend von 
Keu.selr'*'), Lip])ii'li'*'\ Neumann**') untersucht. 

Das Theorem von Mains nnd Dnpin haben wir schon unter 1 er- 
wähnt. In neuerer Zeit haljen Ui baue ou r , Jamet"''), Gorton*®) 
und Biancbi'^'; Beweise daiiir gegeben; Demoulin hat es auf den 
Fall unendlich vieler brechender Flächen ausgedehnt**), d. h. auf stetig 
gekrümmte Lichtwege. Levi-Civita hat gezeigt**^): Die Eigenschaft^ 
ein Normalensystem zu sein ist die einzige für die Brechung invariante 
Eigenschaft. Zwei Kongruenzen, die beide Norm&ieukongraenzen sind 
oder beide nicht, sind immer durch eine endliche Anzahl von Brechungen 
auseinander ableitbar. Für Normalenkongmenzen genügt eine Brechung; 
für die anderen i. a. zwei; im letzteren Fall können zwei Hegeldächen 
d^ Kongruenzen beliebig strahlweiae einander zugeordnet werden. 

9. Die Begdfläaiien einer Konffruetus. Die Berührongsebenen von 
vier Kegelflächen einer Kongraenc durch denselben Strahl haben fttr 
alle Punkte des Strahls dasselbe Doppelverhaltais. 

a) Verfolgt man stets diejenigen Bichtungra in einer Kongraenz^ 
in denen P — > 0 ist, so erhält man die JbwidiäbareH der Kongraenz 
(vgl. 6, b). Ihre DifferenilalgleichQng für den Fall, daB die Kongraenz 
als Schnitt zweier Komplexe gegeben ist, hat Klein^^) aufgestellt. 

71)} Her d. sIUIik (.'ch. 3-2, l-SSO. 

sui Atti deilu An . (lei Lincei, 1885 — 86 uder Geom, einem. Ö. ööO, tf. 

»1) Pogg. Ann. d. Phys. u. Chemie, Bd. 130, 1807. 

82) WiAiier Denkflchr. Bd. SB, 1877. 

8S) Vgl Anm. 79. 04) J. de Math. (4), 7, S. lOS. 

So) Ann. d. la. fac. de sc. MRiseille, 1900. 86) Am. J. of. Math. XIII. 

H7; Vorl. üb. Diffcreutialgeom. § 143. Vgl. auch Bruns, Dm Bikoaal, Abh. 
d. süobs. Ges. XXI (IHUöl 

8s ComptoR K. lid. 129. HD) Atti della Acc. dei Lincei (5) 9, 1900. 

W) Der analoge Satz für allgemeine Kurveukongruenzen bei Darboux, Th. 
des surf. II, S. 3. 91) Math. Ann. V, S. m. 
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b) Verfolgt man etets diejenigen Richtungen in einer Kongruenz, 
in denen 8 ein Extrem ist, so erhilt man die Hai^ßtdten,") Dies 
sind also diejenigen Flächen, deren Zentralpunkt stets ein Grenzpunkt 
ist» m. a. W. deren Striktionslinie in der Grenzfliehe li^.*^ 

c) Verfolgt man stets diejenigen Richtungen, in denen P ein Ex- 
tram ist, so erlmlt man Begelflachen, die Krümmnng^lädien heißoi 
mögen, weü sie den Krttmmnngslinien der FlSchentheorie analog sind. 
Sie sind zugleich diejenigen, deren Striktionslinie in der Hittelfl&che 
liegt und mirden als solche (»rigate medief*) zuerst und &st gleich- 
zeitig von Burgatti**) und Cifarelli''^) eingeführt. 

Fflr die ParameterdarsteUung (5) der Kongruenzen findet man die 
Differentialgleichungen aller drei Flächennrten bei Zindler."^) 

d) Das berührende Hauptnetz hängt (abgesehen von seiner Lage 
im Räume) von zwei Konstanten ab, von denen (Vw eine bloß die Form 
des Netzes bestimmt (bei hyperbolischen Netzen der Winkel der Ikenn- 
linien), die andere die Größe (bei hyperbolischen Netzen der Abstand der 
Brennlinioii). Man kann also in einer Kongruenz Ro*rolflärhen kmi- 
staiiffr ( »ii/tbniitisffröße und kon.'<iiinfpr Umgehniffsform uutt'rsclu'iden. 
Die «T.steren sind zugleich diejenigen, für die in allen ihren Zeutral- 
punkteu die Kon{2T"enz «rleiclies Dichtigkeitsmaß hat. 

e) Unter dem Moment zweier Geniden versteht mau das l'rüdukt 
ihres kürzesten Abstand» und des biuus iliroy \N'iukel8. Wenn die 
Linieiikuordinaten einer Geraden als Funktionen eines Parameters 
etwa der Bogenläncre der sphärischen Ahliildunj^ gegebLii sind^ so kann 
man das Momuut J/ /.\vcier Xuchharuenidou der l\eu;elfläche als Funktion 
von t und ausdrücken. E.s versciiwiiidet von der zweiten Ordnung; 
bildet man also 



zwischen swei Strahlen der Regelflache, so erhalt man L a. einen 
endlichen Wert Sind zwei Strahlen einor Kongruenz gegeben, so kann 
man sich die Aufgabe stellen, sie dorch diej^iige Regelflache der 

92) Abweichend vom sonstigen Gebrauch versteht Kibaucour unter soifacet 
principales die Abwickelbaren (in der unter 46) genannten iSchrift). 

•8) s. B. Bianchi, Vorl. fibec Differentialgeom., § 139. 

94} Atti deUa Aco. dei linoei, (6), 8, 1898. 

95) Ann. di Mai. (3), 2, 1899. 96) Littieageom. fid. K, | 97, 28. 

ü7) Ziudler, a. a. 0. § 31. 

Die von Kummer eingetübrteu Flächen gieichen Dichtiglieitäinaßes 
(a. a. 0. S. 214) faMen aUe Paukte des Banmee sasauuneD, in denen das Steahlea- 
^rten ^^he Dichtigkeit hat. Alao liegt die Striktionslinie jeder Begelflftcbe 
konetanter UmgebungsgrftAe auf einer Flftche gleichen DichtigkeitemaBee. 
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KoDgraenz m Terbinden, fQr die J ein Minimutn wird. Analog me 
in dar Flächenilieorie nennt man non fiberbaupt jede R^;dfläebe der 
Kongruenz, fttr welebe die eiste Variation Ton J TerBcbwindet, nach 
Koenigs*") eine tfeodoHsdie Beffdfiäche. 

Dies« Begriff laßt rieh analog auf Komplexe und den ganzen 
Linienraum ausdehnen; z. B. und die gew9hnHchen Sohraubenflachen 
geodätische Regelföcben des Linienraumea.'^) 

f) Die R^elflachen einer liuenren Kongruenz und ihre Haupt- 
tangentenkurren wurden von Pittarelli untersueht. ^^'^ 

10* Bmmdere Kongrttengm. a) Isotrope Kongruenzen. Eine 
Kongruenz, die ans laater isotropen Strahlen (&) besteht^ heißt isotrcp. 

Für eine solche fallen beide Mäntel der Grenzflaohe in die BfitteUlache, 
II) der auch die Striktionslinien aller ihrer Begelflächen li^n.*^ Die 
Hauptflüchen und die KrümmungKflächen werden unbestimmt. Die 
Brennflüchen gehn durch den unendlich fernen Kugelkreis. Die Mittel- 
einhüllende einer isotropen Kongruenz ist eine Minimalfläche.***'') Um- 
gekehrt gehören so zu einer Minimalfläche oo^ isotrope Kongruenzen. *'^) 
Kennt man auf einer Kugel ein orthogonales isometrisches KurvenuetZy 
so kann man durch einp einfache Konstruktion daraus« eine isotrope 
i\()n<i7ueuz ableiten.^**") Eine solche ist durcli eine ihrer ffotjel flächen 
s^'lioii heRtimmt.^^^) Es gibt auch isotrope Umdrehungs- und Schraubungs- 
kongrueiizen. '^'i 

Ih Normiilenkongruenzen. Eine Kongruenz, die ans lauter 
Nornialstrahlen (5) besteht, heißt eine XornialmloiKjriu ii::, weil .sie das 
Nornialensystem von Oü' (parallelen") Flächen F ist. ihre BrennHäche 
(mit der die ürenzfliiche zusamnientallt ist die Zentraflacbe oder Evoluten- 
fläche (Ort der beiden Hauptkrüminungsmittelpunkto j jeder Fläche 
F. Die Gratlinien der Abwickelbaren sind geodätische Linien auf 
der Brenntlächu, weil aas G, b unmittelbar folgt^ daß ihre Schmiegungs- 
ehoie auf der Bremische senkreeht steht***') Die Aufgabe, aus einem 

99) These, S. H6 if. 100) Ebenda, S. 89. 

101) Ren<l. ileir Ac«-. dei Liricei in, 

102) Ribaucour in der unter 4ti; genannten Schrift. 

103) a. a. U., S 26 (auch Coaserat, M«Sm. de l'Ac. Toulouse, ('.<) 4, 1BÜ2). 

104) Bibattoour, ». a. 0. f 34. 105) a. a. 0. $ Vi. 

106) a. a. 0. 1 35. In dieser Schrift finden sieb noi h zahbciche Siltzc über 
ilen Zneamuienharirf d*'r inutrop^'n Kongrueusten mit den Minimalfiftdieii; vgL aaoh 
■eine Abhandlung im .1 de Math. (4) VII, 1891. 

107) Zindler, Liniengeom. Bd. II, § 29. 108) Kummer, a. a. 0. § 9. 
109) Schon Konge ksimte nach Knminer (a. a. 0. 8. SS9) diefsa Sab. 

Die Umkdunmg rflhrt von Beltrami ber (Ricerche <li AaaL sppHCf Gioni. dt 
^at. Bd. % und 8). 
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gegebenen Mantel der BrennflSche einer Normalenkougruenx den anderen 
an finde»; hat «chon Monge behandelt'**) nnd beaondere den Fall be< 
trachtet, daß der gegebene Mantel eine abwiekelbare Flüche iei. Die 
Normalenkongruenseen abwickelbarer Flachen untomnchen Sauseure"^) 
und Study. "*) Die Mitteleinhfillende einer Normalenkongraenz heifit 
anch Evdufeimittdfläehe jeder zur Eongra«us gehdiigen Orthogonal- 
fiiehe F. 

Die Normalenkongnienaen und auch aUgemebere Eongmenien 
worden vielfach im Zusammenhang und nach den Methoden der Fläehen- 
fheorie untersacht, namenÜich in Verbindung mit dem Problem der 
Biegui^ der Flftcheo. Dies überschreitet den Rahmen dieses Berichtee; 

es sei dalier nur braierkt, daß sieb eine gedrängte Übersicht alles 
Wesentlichen der erwähnten Theorien in Bianohis Vorlesungen fiber 

DiflFerentialgeometrie findet"*) 

e) Parabolische Kongruenzen. Es gibt Kongruenzen, doron 
sämtliche Strahlen purabolisch (5j sind, bei denen aLso beide Mäntel 
der Brennrtäche zusammenfallen.*'*) Sie heißen speziell oder fHimbolisch 
und bestehn aus dem einen System von Uaupttangenten derBrennÜiiche."^) 

Die Orensstreoke ist ^ ^ wenn K das Krümmungsmaß der Brenn* 

fläche ist. ''^) Die parabolischen Kongruenzen dritter Ordnung hat Fano 
untersacbf ') 

d) Die Kongruenzen, für die sowohl die Qrenzstrecke als die 
Brennstrecke konstant ist (erstere untersucht Bianchi"") und 

findet, daß die Hrenulliichen kunstantes Kniiiimuntfsmaii — * haben. Er 

nennt sie de.Mhail) ;).sr?f<7<>sj?/<äWsrA(? Kongruenzen und bestimmt diejenigen, 
die in einem linearen Komplex enthalten sind. 

e) Ein zyklisches System nennt Hibauco ii i J ein dieituch 
orthogonales Fläclieusysteni, bei dem die Trajektorien der einen Flüchen- 
schar Kreise sind. Eine Kongruenz, die tou den Achsen solcher Kreise 

110) In der f^urang, daß der eine Mantel der ZentraflSche einer Vlftehe ge- 
geben ist ' Joum. de I^c. polyt. Bd. 6, csh. IS, 1806); er kommt aof dne partielle 

Differentialgleicbuug erster nrdtnmg. 

111) Am. J. of Math. Bd. IB. IIS) Geom. d. Oynamen, S. 806. 
IIS) Kap IX— Xm. 

114) Kammer, a. a. 0. | 0, Schluß. 

115) Kleiu, Math. Ann. Y, S. 800. Eine Auiaitnng dieser Kongraeni^ bei 
Zindler, a. a 0 Aufg. 36. 

116) Bianchi, Vorl. Ober Differentialgeom. S. 267. 

117) Aiti della Acc. Torino, 87. 

118) Ann. di Hat (8) XT, 1$81. 
11») J. de Math. (4) 7, 8. 820. 
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gebildet wird, heißt gyklis^. Diese Kongruenzen sind Ton Bianchi'^ 
Co sserat und Tsitzeioa*") rtodierfe worden. 

t) Gaichard be&ßt sich mit den Kongruenzen, deren Mittelflache 
eine Ebene ist^^) und mit denjenigen, bei denen die Abwickelbaren 
sowohl auf der Mittelfläche als auch auf der MitteleinbüUcudtm kon- 
jugierte Kunren herausschneiden. Wenn diese beiden Flächen in «me 
zusammenfallen, so ist diese eine Minimalfläche und (lic Eongrueni be- 
steht aus ihren Normalen.'-*) Er untersucht auch die Kongruenzen, 
deren Abwickelbare auf den Brennflächen Krümmungslinien bestimmen. "'^^ 
Thybaut'^) und Bianchi'") untersacheu Kongruenzen, deren Brexm- 
flächen Minimalflächeu sind. 

11. Kongruenzen f die mü einer oder mehreren Flächen verbunden 
sind, a) Optische Achse eines Flächenpunktes heißt die Achse eines 
Umdrehungszylinders, der durch die Indikatrtr des Punktes cteht. Di»' 
optischen Arhsra aller Punkte einer Fläche bilden eine Kongruenz, 
die von Oosserat^^**) aufgestellt wurde. Wenn sie eine Nonnalen- 
kongruenz ist, so hat die gegebene Fläche konstantes Krümmungsmaß. 

b) Es seien die Strahlen einer KongruenT: eindeutig den Punkten 
einer Fläche zugeordnet, und jeder Strahl habe gegen die Berührungs- 
ebene des ihm zugeordneten Punktes eine teste Lage. Dann wird einer 
Biegung der Fläch«' eine soh*he der Kongruenz eutsprefhen, und man 
kann fragen, wiinn eine Normalenkoagruenz dabei wieder in eine solche 
tibergellt. *-•■) Dies geschieht vor allem, wenn jeder Strahl durch den 
ihm entsprechenden Punkt geht^*^) (Theorem von Beltrami) oder in 
der Berührungsebenc liegt (Theorem von Ribaucour). Außerdem ist 
es nur möglich, wenn die FBlche sidi auf eine BotationsflSehe ab* 
wickeln läßt, deren lonienelement auf eine bestimmte Form gebradit 
werden kann. Wenn in der Berflhrungsebene jedes FlSchenpnnktes 
«ine Oerade fest angenommen wird, hat Bianchi die Frage beant- 
wortef wann die EongruenE bei den Biegungen der Flache eine 

120) Ann. di Mat. (2) 18, 19. auch Vorl. üb. Differentialgeom. Kap. XDI. 

121) Ann. de la fac. de sc. Toulouse, VII. 

122) Ann. de. l'^c. norm. 3) IG, 1899. 123; Comptes Ii. lid. 114, S. 729. 
184} Ebenda, Bd. 118, S. 1484, 1891; Tgl. auch Petot, ebenda, Bd. 118, 8« 841. 
185) Ann. de Vtc. norm. (8), 6. 

126) Ann. de l'Ec. Norm (r . 14, auch Tbd«e, 1897. 

127) Ann. di Mat. (S) X, l.Mil 

128) Ann. de la fac. de sc. Toulouse, VIII, 1894. 
189} Dali' Aqua, Atti del Ist. Yen. Bd. 80, 1901. 
180) S. aneh Cifarelli, Qiom. di Mat. 80. 

lai) Rend. dell' Acc. dei Lincei (5) 9; vgl. auch Pneboreki, Samml. der 
Miit der math. Ges. in Charkow (8) 7, I9ü2. 
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Noruialenkongraeuz einer iMiuiuialääclie oder einer Flüclie konstanter 
Krämraang bleibt. 

c) Mit jeder FUche und oo' Sbrahlenkongruenzen dadurch ge- 
geben, daß durch jeden FÜchenpunkt ein Stanhl gehn mll^ dar nüt 
den Achsen dee ausgezeiehneten Trieders überall gleiche Winkel bildet.^ 
FaAt man einen bestimmten FlSebenpnnkt ins Auge, so bestimmt also 
jede G«Fade durch ihn eine solche Strahlenkongniemu Die Grensponkte 
dieser Terschiedenen Eongruensen auf den Strahlen des BOndeils biMen 
eine Flache Tierter Ordnung, die Brennpunkte eine solche dritter Ordnung. 

d) Wmn man jeden Puiüct einor Fliehe mit dem Pol seiner Be- 
rflhmngsebene in besag auf eine FISohe aweiter Ordnung verbindet, so 
erhilt man das Strahlensystem der fjpnjMvm NorfiMllieif*^\ seine 
Breonflfiche heißt „projektiTe Zentrafliehe". 

e) £ino Kongruenz kann als Tangentenkongrueuz einer Flache ge- 
geben sein; diesoi Ausgangspunkt haben Zeemann''^) und Waelsch 
genommen, der namentlich die zweiten Brennpunkte der Strahlen be- 
stimmt und LioQTillesche Flächen als Ausgangsflächen betrachtet.^*') 

f) Wenn zwei Flächen (ein- oder mehrdeutig) anfeinander bezogen 
sind, so ist durch die Verbindungslinien entsprechender Funkte eine 
Kongruenz definiert, deren Brennfläche Voss^^^) untersucht. 

Wilc/ynBki hptmchtet die Kongruenz aller Schmi^fungsregel- 
scbareti einer UegelÜäch& ''^^) 

12. Die Gleichungen von Cesiim und anderes. Zwischen den 
sechs Fuudamentalgrößen erster und zweiter Ordnung der Flächentheorie 
bestelm ))ekanntlich drei Beziehungen, die gewöhnlich als die Gleichungen 
von Cndaz/i hpzcicliTKH werdtn. Zwischen den Fun du mental großen 
Kummers, die in den Difl'ercntiülformen (4) in 2 anftreten, oder den 
äquivalenteu (»ebilden uuderer Darstellungen be??tchn analop; vier Be- 
aiehttugeui die zuerst von Cesaro^"^), später von Fibbi'^'j, Cifarelli'*®) 

l^H) Lilienthal, Matb. Ana. lid. 31, wo Uoäonders die von den Tangeateu 
der KfümmnngsUnieD gebildeten KongmenMii untexfacht werdea; Zeemann be« 
handelt die Frage, wann eine m> definierte Kongraeii« eine NonnaleBkongcaeDz 

Sit (Nieuw Arch. voor wiaknnde (2), i). 

13S) VoBS, Abh. d. Mfmchmr Akad. M. 1«. 1887. 
131) Nieuw Axcbief vor wiakuudü {2} 4, luoi). 

186) Wiener 8. B. Bd. 10«, 1898; vgl. auch Pell, Am. J. oT Ifath. Bd. SO, 1898. 

186) Halb. Ann. Bd. 80; vgl. anob Panelli, Mem. della Aoc. dei lineei (4) 

VI, 1890. 

187) Transact. of the. Ain Math. Soc. 4. 

180/ ßendic. dell' Acc. NapoU (2), Vlll (18'J4) oder Ocom. intnnseca (§ 215 
der dentechea Übenetxang); ubrigeoa dürften «ie in den allgemeineren Oleiehungen 
implisite enthalten lein, die £ut gleichseitig von Lilienthal fttr die Eurvea- 
#alnMb«>l«ht d. BnitMlim MMhMi.-VM«lBi«nae» XT. ^119/4. 14 
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und Bargatti'^') abgeleitet wurden. Letasterer xeigti daß zu gegebenen 
Fimdamfliitalgrößeu, wenn diese Besiehaiigen «fiült aind^ eine einzige 
Kongraenz gehört (abgesehen Ton ihrer Lage im Bamne); die Richtnngs- 
koBinns flinr Strahlen werden durch Riccatiedie Gleichungen ge- 
funden. 

Man kami eich die Aufgabe etellen, eine Kongruenz aus den ge- 
gebenen sphiriechen BÜdem tt) der abwiekelhaien Fliehen, ß) der 
Hauptfl&chen, y) der Erflmmungefläehen au finden. Du erste Problem 
ist Ton Ouichard"*) und Cosserat^^ behandelt worden^ das xweite 
TonBianchi*^), das dritte von Bnrgatti^^), alle drei tob Bisenhart.*^ 
Die Aufgabe, alle Fliehen au finden« auf denen die Abwickelbaren einer 
gegebeuen Kontinenz ein koi^ugiertes Sjstem herausschneiden, ist Ton 
Darboux'*^) gelöst worden, ebenso das inverse und einige yerwandte. 

Die Theorie der Btrahlenkongrneuzpn ist allgemeiner als die gante- 
Flächeutheorie (weil mit jeder Fläche ein Sfyeeielles Siralilensystem, das 
Normalensystem Terbunden ist), aber anderseits in der allgemeineren 
Theorie der Karrenkongmenzen enthalten, die von Darboux"*), 
LilienthaP"),Levi-Oivita»%Dair Aqua Eisenhart '^'^) (freilich 
nicht so ins einzelne wie die Theorie der ätrahlenkongraenzen) ent- 
wickelt wurde. 

IS. Arten vm Komplexsimhlm , SinyuluritäUmflüdie. Bei der 
(liffereutialgeometrischen Untersuchung der Linienkoiriplexe hat man 
folgende Darstellungen beuQtzt: Eine Gleichung zwischen homogenen 
(tetraedrischen oder rechtwinkligen) Plückerschen Linienkoordinaten: 



kangmenseii (Gnindl. einer Krömmungslebve der Kurveuscbaren, Leipzig 1896) ge- 
fnaden worden. 

139) u. iw. allgemciuer färKonKfuenzen in einem Raum konitentsr Krfiiominig, 
Ann. di'lln norm .Ii Pisa, VU 140 Ann. di Mat (») 2. 

141) Atti dt'lla Auo, dei Lmcei \b) h. 

142) Anu. de TEc. norm. (8) 6. 143) Ann. de la fa<.-. de sc. Toulouse, VLI. 
144) Tori, fiber DifferentisIgeoiD. f 146. 145) Vgl. ISS. 

146) Transact. of the Am. Malli. See. 8. 

147) Tbt'ori«' de^ surf. II, Kap, X.; s. Such Coiierat, a. a. 0. 

148'i Tht ririe des surf. II. 

UU; ürundlugen einer Krümmuugslehre der Kurveuttchureo, Leipzig, 1896. 
100) Atti della Acc. dei Liacei (6) Tm. 151) Amu di Mat. (8) 6. 
162) TzaasMt. of the Am. Hstb. 8oe. 4. 
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oder Ewiwhen Kleineehen Koordinaten 

(9) F{x,,..,,x^) = 0 
mit der Bedingung 

1 

oder zwischen irgend vier von einander uuubiiaugigen Koordinaten: 

(10) /•(«,,.,. i*J-0: 

oder die ^«mmeterdAietelliing'': 

(11) i>i ^M«, «^^), U = 1....6), 

wol)ei u, tv unabhängige Veriuiderliche sind und die Funktionen Pi 
identisch der Beziehung (8a) genfigen sollen. Bei (8) und (9) werden 
die Funktionen F als homogen (und ürreduzibel) vorausgesetzt (der 
Grad sei n), bei (11) können die p fSr projektive Eigenschaften te- 
traedrisehe Koordinaten sein, fQr metrische Eigenschaften ist es zweck- 
mäßig, sie als rechtwinklige homogene Plnekersche Koordinaten 
Torauszusetzen. Die Darstellnnoffn flO) tiiid (Iii sinrl insofern allge- 
meiner, als sie unmittelbar aiu'li traiiszeudente Linieiikomplexe umfasseu. 

VVf Tin für die Koordinaten p^ eines Komplexstrahles p bei (S) die 
Beziehung 

(12) ^F,F,^,^0, 

1 

bei (9) die fieanehung 

6 

(18) ^J^; = u 

erfÖllt ist, so heißt der Strahl p sinfffdär. sonst rnndär. Der Komplex- 
kegel eines V'unktes F auf einen Korapiexstraiii /> hat längs // eine 
Berilbnmgsebene ß\ bewe^ n\iin P auf p, so dreht sich bei einem 
regulären Strahl ß um p und das Ebenenbtlsehel ß '\9t fiir einen 
solchen zur Punktreiiie P projektiv, bildet also mit ihr eine Korre- 
lation um p.^^) 

Ist s ^ («J ein singuiurer Strahl, so setze man 

-F* 

i6S) Für quaUratiiiche Komplexe bei l'liiüker, Neue Ueoui., Art. 220 '1^8), 
aUgenfliner bei Paseh (Habilitaliooflicbrift, QieBeii, 1870% für die Dsarsfeelluag 
(10) bei Koenigk, Thtee« Aii 9». 

154) Faseh, J. f. Matli. Bd. 15. 
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•lann lassen sk-Ii die y,. vermfigre (12^ auch als Koordinaten eines 
Strahles q auffassen. .Tenachdem 7 mit s identisch ist oder nic-lit, heißt 
s ein „hÖhrrfr" oder ein ,,yeu'öhnli(h< r sinj^ulärer Strahl". Unter den 
ersteren sind die j,Doppchtra}dm^' die einfachsten, in letzterem Fall 
schneiden sich s und q in einem Punkte »S, bestiiniiu n also auch eine 
Ebene 0, die zu ,<? gehörige „sitif/ulärc Ebene", wahrem 1 S der zu s ge- 
h^irige ,fS{nfftilärc l'unld'' heißt. Kin höherer singulärer Strahl i^t für die 
Kompiexkegel aller seiner Punkte Doppelstrahl (Hückkehrstrahl, mehr- 
facher Stmhl), ein gewöhnlicher singulärer Strahl nur für den Künif)lex- 
kegel von 6'; dual ist ein gewöhnlicher singulärer Strahl nur für die 
Komplex kurve von <f eine Doppeltangente. Allen Ebenen des Büschels 
/3 (mit Ausnahme von c) ist S als Berühroogspunkt ihier Komplex- 
knrven mit s zugeordnet (analog dual). 

Die singulären Strahlen eines Komplexes bilden , wenn nicht aUe 
Strahlen aingulär sind^^), eine Kongruenz (Schnitt von (8) und (12)), 
die „Sinffularitätejikon^ruenz^*. Die von den singulären Ebenen umhüllte 
Fläche ist mit dem Ort der eingularen PuriKt' identisch'^'*) und heißt 
„SingularWitenfUichf^. Sie wurde nach symbolischen Methoden von 
Clebsch^'^^) dargestellt und ist der eine Mantel der Brennfläche der 
SiDgalaritatenkongruenz; der andere Mantel heißt „akjsessorisdte Flache* 
Die beid<m Punkte, in denen ein gewöhnlicher singulärer SizaU s die 
Breunfl&che berflhrt, sind harmonisch getrennt von den beiden Punkten, 
in denen die Kompiexkurre der zugehörigen Ebene 0 Ton s ab Doppel* 
iangente berührt ,wird.^^) Die Singularitatenfiache der quadratischen 
Komplexe ist i a» eine Kummersche Flache (vierten Grades) mit 
16 Knotenpunkten und wurde Ton PlQcker^^, Klein*^)i Rohn^*'), 
Beye'**) untersucht. Ihre mannigfachen Ausartungen f&r die 48 Arten 
quadratischer Komplexe hat Weiler^**) angegeben. 

155) Dieser Fall tritt nur ein, wiiui lier Komplex aus den Tangenten einer 
Fläche oder den Sekanten einer Kurve beutebt; die analytischen Kennzeichen 
hierfür haben Caylej (toll. P. Yol* IV., Kx. 3SA u. SM oder Quart. J. t. III} imd 
Klein (Math. Ann. Y) angegeben. Mit der Fandamentslform (Ausdraok des 
Momentes zweier Nacbbarstrahlen] slngal&rer Komplexe h^aftt sich Koenigs, 
Cotnptes R. Bd. 100, S. 847 

156) Für quadratische Komplexe hei Plücker, N. G com. Art. 320, allgemeinef 
bei Pasch, Habil. -Schrift und genauer J. f. Math. Bd. 76. 

167) Gütt. Nachr. 1B72 und Math. Ann. V. 
ifiS) PftBch, S, t Math. Bd. 76, S. 164. 

159) N. Geom. S. 307 iF. 

160) Math. Ann. II, S. 21.S ff.; V, S. «98 ff.; OMt. Nachr. 1671. 

101 Math Ann. Bd. 15 und 18. 

162) J. f. Math, Bd. 97. 

16S) Math. Ann. Bd. 7; vgl. auch Segre, Math. Ann. Bd. 23. 
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14. Dk ümffdmng emes Ktmplexsirahles, heriätrmdelhieaire Komplexe. 
Da in 6iii«iii Eomplaz tod einem Strahl nnr oo* Richtangen an^gehn 
(Z), muß swiaehen den dm Riehinngskooidinaten g, «e, P eine Beaehung 
beetehn; ne woide zuerst von Koenige gefunden^*^) und iSßt neh bei 
paasender Wahl des EooTdinatenayatems so eehreiben: 

(14) r sigu — m. ("» coüit.) 

Aua dieser Gleichung kann man eine anschauliche Yorstellnng toh der 
Verteilung der Eomplexstrahlem in der Umgebung eines xeguBbren oder 
gewdhnHohen amgnlaren {m » 0) Strahles gewinnen.***) Die üm- 
gebtmgoi aller EomplezstnJikn, fttr welche im dasselbe Yoneicben hat, 
sind einander im selben Sinne ähnlich, wie man bei der konformen 
Abbildung von Ähnlidikeit in den kleinsten Teilen spricht. Die Be< 
redmung der „ümgebungsgröße'' m findet sich bei Zindler.^^') 

Jeder Komplex, der Ton p ansehend dieselben Fortschreitungs- 
richtnngen enthält wie der gegebene^ heißt hmütrend. Ein Strahl hat 
oo^ berührende lineare Komplexe, die ein Komplexbüschel ^^ bilden''^'); 
das zugehörige Strahlennetz ist für einen regulären Strahl parabolisch 
(hat zusarampnfallende Brpnnlinien), für einen jC^e wohnlichen sinj^lärpn 
Strahl werden alU; iH rulirciiden linearen Komplexe singulär und ihre 
Achsen bilden das Strahlenbüschel (S. f> ' 

Die UmyebuDg eine« rejjuläreu Strahiesi für (Ii** DHrstellungsforra 
(11) uiitt r>urli[ Zin dler mit Hilfe eines abbikleiiden Ktgeischnitt- 
büschds, das sieh auü der Darstellung den NCrieiluiigsparameters 1' als 
Quotienten zweier temärer f|nadratischer Differentialformen ergibt. 
Jeder Komplex des Büücheb ist für o^j^ Richtungen des Komjjlexes 
oskulierend, d. h. er enthält die Schmiegunj^shyperholoide aller Kegel- 
flächen des Komplexes^ die in einer solchen iiiLhiuag von p ausgehn.''") 

15. Ausgeeeichntie l(iclituu(jrn in rinnn KomplcT. Unter den 
Richtungen, die in einem Konijilex von einem Strahl RMSfTt4iu, gibt es 
ausgezeichnete, zunächst die drei zu einander seiikrechtea Haupt- 
rhhtunßt n, für welche das Büschel 93' berührender Komplexe, das einer 
K ach bargeraden einer solchen Richtung entspricht, mit ^ einen 

164) Thtae, Art 47. 

166) Zindler, Terh. des m. intern. HnthemsAiker-KiMigr., 1904 oder Linien- 
geom. Bd. II, § 41. 

166) Liniengeom. Bd II, § 42. 167 Plürkor. N Oeom. Art. 800. 
168} Plücker, a. a 0.; Klein, iMath. Ann. V, S. 286 tf. 

169) Idaiengeom. Bd. II. § 48 ; daselbet, S 67, eine Methode »ir Untersuehnng 
der ümgilMiiv dnei Doppdstnlils. 

170) Koenige, Thise, Art 61. 
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Komplex, einen „Hmp&cmnplex^^ gemein hfti*'^) Verfolgt umoi 
«ine Hauptrichtnngy so gelangt ma& sa eiiwr BBmptfläiM des Komplexes. 
Eb gibt auf einem Komplexstamhl p vier Punkte , für deren Komplez- 
kegel p ein Wendestrahl isi*^*) Durdi Verfolgung der entsprechenden 
ffWmderiditiin^^ gelangt man zu ausgeseichneten ahwiokelbaren 
Flicfaen des Komplexes den „Weindeßäehaif*, Andere ausgezeichnete 
Richtungen und lineare Riehtungsbftschel (S) hat Zindler"^} an- 
gegeben, darunter das isotrope Bichtungsbflsohe), dessen Richtungen so 
liegen, wie in der Umgebung eines isotropen Kongruenzstrsliles. 

16, IK/ferentol^istcAiiii^ eines Komplesw; owsgetMnek Ztr^ 
Ugwngen, iäne in / homogene DifiiBrentia^leidiung 

(15) Sl{x, //, z: /. II, /) = 0, 

wobei X, t/, z als Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen t ge- 
dacht sind und die Striche Ableitungen nach t bedeuten, heiBt nach 
Lie"') eine Mongesche Gleichung. Wenn insbesondere F in a;', y', z 
linear ist, erhalten wir (nach Multiplikation mit dt) eine totale Differential- 
gleichung; die auch Pfaffsche Gleichimg heißt. Wenn ein Funktionen 
tripel X, y, z der Oleichniig flo) genii^., so heißt dip entsprechende 
Kurve eine Inte^alkurve der Mougeschen Uleifhnng. Diese selbst be- 
stimmt für jeden Punkt des Raumes finen Eiementarkegpl. d h Pinen 
Kegel von FortRchreitungsrichtnn^rn, di*' für dip [nte*jr!ilkii i v^n durch 
diesen Punkt daselbst vurgeseiiriobeu sind. Zu jedem Lmieukoiuplex 
gehört eine Mongeeche Gleichung: £s sei 

die Gleichung eines algebraischen Komplexe« in rechtwinUigen homo> 
genen FlflclEerschen Koordinaten^ nämlich 

Pi - M - fff^tf 
Dann lautet die zugehörige Mongesche Gleichung: 

(16) J (x'f y', i\ ye — «y, ) « 0. 

Aber nmgekehrt gehört zu einer Mongeechen Gleichung nur dann ein 
Komplex, wenn unter ihren Integralkurven oo' Gerade vorkommen. 
Die Bedingung dafür ist eben die, dafl sich die Mongesche Gleichung 

171j Klein, Math. Ann. V, S. 271; Koeuiga, Theiie, Art. 92 f. 
172j Voss, Math. Aon. IX. 178) Koenigs, Thtse, Art. 96. 
174) Liniengeoin. Bd. U« 1 48. 
176) Geom. d. BerfihrniigitEanflf. S. 178. 
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«iif ^ Form (16) bringen Mßt, vrobei F eine homogene FnnkHon sein 
mnft."*) Die Theorie der Linienkomplexe steht «aoh mit der Theorie 
der partieUen Differantialgleichuiigen erster Ordnung in Zneammeohnng; 
hierftber Teigleiche mu Lie^*^) oder JesBOp.^^ 

Mit der Aufbuehnng der paraboÜMshen Kongruenzen einee Kom- 
plexes befaßt eich Klein."*) Die Fm^e nach den Normalenkongraenaen 
eÜMS Komplexes wurde schon von Malus (in etwM anderer Form) 
aufgeworfen und von Transon***) wieder aufgenommen. Die Frage 
nach den isotropen Kongmeosen eineft Komplexes behandelt Cosserat^''^) 
und fährt sie anf die £Vage surfick, ob zwei gewisse partielle Differential- 
gleichungen eine gemeinsame Losung haben. Dasselbe Problem führt 
bei der Darstellung (11) auf eine totale Differentialgleichung'^^», deren 
Integrierbarkeit zugleich über die Mögliclikeit entscheidet, den Komplex 
in isotrope Kongruen7f»n m /j'rletrcn Das Strahlciigewindc enthalt 
keine ieotrope Kongruenz; seine Normalenkongruenzeu tindet Picard.'**) 

IT. Begdfiäckm und Kurven eines Kom^dexes. Eine Kurve, deren 
«amtliche Tangenten einem Komplex angehören, heißt eine Kurve des 
Komplwes. Die Tangenten selbst bilden eine abwickelbare Fläche dea 
Komplexes. AUe Komplexkurven mit einem gemeinsamen Linien- 
■dement haben daselbst die Bertthrungsebene des KomplexkegelB dieses 
Elementes als gemeinsame Schmiegungsebeue^'^^), alle Kurven eines 
Nullsystems (Strahlengewindes), die durch denselben Punkt gehii, haben 
<lort gleiche Torsion. '^'^) Hei Komplexen höheren (irades hat Deraoulin 
Komplexkurven mit einem gemeinsamen Linienelement betrachtet**^ 
und gefunden, daß zwischen ibrpr KrHrnniung und Torsion im Punkte 
ilieees Elementes eine liueaie Bezieiiung besteht. 



176) Lie. a. a. o. S. -l.'.i f. 

177} a. a. U. AbscfaD. 11, Kap. 1 u. Abschu. III. 

178) A tceatiie od the Line CktAplez, Cambridge, 1909, Chap. 18. 

179) Math. Ann. Bd. T, 8. S90$ daselbst in der Anm. der Anteil Lies an 
-diesem Problem, über die parabolischen Kouf^nenzen de« Strahlengpwinde» v^'l. 
Lie, Christ. Vidensk. Forh. 18H'2: Peter, Dissort. Leipzig 1896 (oder Arohiv for 
üaih. og NatiUTT. 17) uad Lagaliy, Dias. Münchea li>08. 

180) ?gL 1. 181) J. de rtc. polyt. eah. 88» t. 22 (1861). 

189) Tonkniae, Uim. (9) IT (1899). 188) Ziadler, Liaiengeon. Bd. U, | 49. 
184) Thfese, Art. 21 (1«77). 

186) Lie, Christ. Viticnsik. Vorh l^Tl oder (ioom d Henlhningstraiisf f 3(lS. 

186) Lie, Cbrist Videosk. Vorh. 1883 oder Geom. d. Berühraagstranat. 8. 281; 
diesen Sata bonfÜBb Mehmke rar üntemnhuug der Tonion der BauDkurven 
•dritter Ordneng (Hitt. d. math.>natanr. YeraiBH in WflrttemlMfg, IV, 1891). 

187) Comptes R. Bd. 124 (Mai 1897). S. 107T( der enttpEMliettde Sefta io dar 
^aoB. d. BerOhnrngstranaf. S. 808 ist unrichtig. 
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Ifan kaiuL ron einer Integralkurre einer Mongeaehen Gleichung 
(16) Terlangen, daO sie in jedem ihrer Punkte eine geringere Krflmmnng 
haben eoll als alle anderen sie daselbit berührenden Iniegralkonren. 
Eine solche Ennre heiBt eine f^geradesk Linie" der Mongeaehen 
Qleichimg. ^^^) Die Aufgabe, iwiachen swei Punkten det Baumea die 
kflraeate Integrulkurre einer gegebenen Mongeaehen Gleiehimg zu finden, 
führt nidit immer auf eine geradeete Linie; denn es gibt oo* kfiraeeie, 
aber nur oo' geradeete Linien. Becht deutlich wird der Unterschied 
im Falle der Linienkompleze, wo die Geraden sngleich die Geradeaten 
sind. Die kürzesten Linien des Strahlengewindea hat Liebmann"*) 
untersuchi Dieses Beispiel hat l&r die Yaiiationareclmimg InteieMe, 
indem es den einfachsten anschauliehen Fall darstellt, wo eine Neben- 
bedingung in Form einer nicht int^ierbaren totalen Differentialgleichiing 
auitailt. 

Die HegelÜächeu (samt ihren llaupttantfeutenliiiieu i und Kurven 
eines Straklengcwintles untorsuclit Picard er fiiidi't u. a., daß die 
Undulationspunkte einer si)lcben Kurve zugleich Wendepunkte sind^**) 
und bestimmt alle im Gewinde eutlialtenen Regelflächen mit algebraischen 
Haiipttangenteukurven. Die algebraiHclien Kur\'en eines Nnllsystoms 
behandelt auch Steinmetz. ^^'j Die Kurven des tetruedraleu Komplexen 
bestimmt Lie.^") 

18. DU TranrfomuUkm von Lie.^^) Seien die Gleichungen einer 
Oeraden 

fB^x — Q, se^y — 6 

und die einer Kugdl 

(ap - «7 -f - y j + (4f - - B,\ 

so kann man r, s, 6 als Koordinaten der Geraden und y\ z, R als 
Koordinaten der Kugd betrachten. Indem man die GroBen des einen 
Quadrupels irgend welchen Funktionen des anderen gleichsetzt, erhalt 



188) Für Pfaifsche Gleichungeu (,,Pankt-Ebeiieii8jäteiue "; hat Voss (Math. 
Aull. Bd, 2S> die Di£ferentialgeometrie entwickelt. 

189) Math. Ann. Bd. 6S (1899). 

190) Thdte, 1877; Tgl. auch Yof«, Math. Ann. Bd. 12 u. Lie, ib. Bd. ft, 
ß. 179. 

19r. a a O S 7 

192) a. a. O. S. aü. 

193) Am. J. of Math. Bd. 14, 1H92. 

194) Geom. d. BerOhrungstranst'. S. 3S6. 

196) Vgl. auch Klein, Yoil. ttbor hOhero Geom.; Lie und Scbeffers, 
Oe<Mn. d. BeriUuningitnuiBf. Kap. 10| JetBop, Line Compl«, Chap. XIT. 
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man eine Abbüdniig der Sngelnuuuiigfaltigketi auf den Linienrauin. 
Um eine auBgeseiebnete Abbildung zu erbalten, aetet Lie^*") 

= ? + = P — *' = ö — r, ± J2 — -f r; 

also: 

9^iix-^iy), S''i(x-iy), o-i(/±Ä), r--i(/ + ü). 

Jeder Geraden enteprieht eine Engel, einer Kugel enteprecben swei 
Qerade. Den Geraden einea Strablenbflechels entsprechen Engeln, die 
sieh in einem Punkte berfibren^*^), einem f^ehenelement alao wieder 
ein solebea. Ein» Blacbe f entapriebt eine andere F, vl aw. entapreohen 
den Hauptbangenten von f diejenigen im eniepreehenden Flaehenetement 
berfikrendeu Kugeln, welche die HauptkrümmungsbalbmMSer als Radien 
Laben (die „Ilauptkugeln^'). ^*^) Einer Regelfläche entspricht eine Kugel- 
Enveloppe (Röhrenfläcbe), insbesondere ein» r Haupttangentenkurve von 
f und der zugehörigen abwickelbaren Fläche eine solche Röhrenfläche^ 
welche F längs einer Krttmmungslinie berührt. Man kann also sagen, 
daß die Haupttangenteukurven in die Erdmmungslinien abgebildet 
werden. 

Diese Transformation wurde zur Untersnchung der TTaupttanjxenten- 
kurven der Kuniincrsclien FläehH aiiw-wendet ) und /.ur Üntersuchun«; 
der Flächen mit spliärisohen Krüiiiinimg8linien*'^j; sie wnrdf» von 
l)iip(»rc(|**'i und Bricard*') verallgemeinert; es können nüniiich den 
Geraden diejenigen Flüchen zweiter Ordnnng /.ugeurdnet werden, die 
einer fest«n solchen Flache (anstatt dem unendlich ierneu Kugeikreis) 
umechrieben sind. L)ie Liesche Transformation ist eine Berührungs- 
transformatiüij ; eine andere solche, bei der Normalenkongruenzen in- 
einander Übergehn, findet (iourset*'*) 

196) Matti. Ann. V, 8. 171. 

197) a. a. 0. S. 172. 

198) a. a. 0. S. 177. 

199) Lie, ft, a O S 17S. Kloin. Gött. N. 1^71. 
aOUj Lagaily, Dies. Müucbeu, iyü8. 

SOI) Boll, de la 6oe. matb. de Fhuoe, Bd. «7. 
SOSO -Ann. (4) V, 1906. 

908) Comptw R. Bd m. 
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K. Th. Vahlk.v : Üb«r Steiigkeii uud Mettbarkeii. 



Ober Stetigkeit und Meßbarkeit. 

Von K. Th. Yahlen in Grei&waid. 

Aus Hilberts Grundlagen der Geometrie" peht hervor, daß man 
bei der Bei^rüuduiig der projektiven Geometrie die Annahme der 
Dedeki nd scheu Stetigkeit durch das nach Veronese in ihr enthaltene, 
weniger fordernde archimedische Axiom der Meßbarkeit ersetzen kami. 
In meiner „Abstrakten Geometrie'^ habe ich gezeigt, daß auch das 
Axiom Her Meßbarkeit nocli mehr enthält, als für den angegebenen 
Zweck erforderlich ist, und habe den für diesen Zweck notwendigen 
und hinreichenden „GrundRutz der relativen Dichte" eugeführt. Ob- 
gleich damit die Stetigkeit für die Hauptzwecke meines Buche« in 
den Hintergrund tritt, schim es mir doch von Interesse dieselbe in 
ihre Bestandteile zu zerlegen, von denen der eine: die Meßbarkeit 
bereits bekannt ist; den andern will ich vorläuiig „reine Stetigkeit^ 
nennen. Es hätte sich nun auch die ,^ine Stetigkeit^ zur Begründung 
der projektiyen Geometrie geeigpiet zeigen können. Nachdem ich mich 
von dem Clegenteil flberzeugl hatte, habe ich mieh in Hinblick auf 
die ffeometriadtm Ziele meines Bnohes bei den oni^mHgthm Beaehnngen 
der reinen Stetigkeit zur Dedekindschen, zur Veroneseiehen nnd 
an den Axiomen der Arithmetik nicht weiter aufgehalten. Aach leidet 
meine Definition der reinen Stetigkeit an einem formalen Mangel 
I>er8elbe ist zwar leicht zn beseitigen» hat aber zu MißTerat&ndniasea 
geführt, die ich hier in Kürze aufklaren will. 

Meine Definition der Stetigkeit hat zu lauten: 
(1) Eine linear geordnete Menge M heiftt stetig, wenn jedes dnich 
Ordnungsbeziehungen (teils Ton der Form teils von der 

Form h*)) in bezug auf Dinge a, 6, . . . Ton M definierbare 
Ding X ein Ding you M ist. 

1) In deu geometrischen Teilen meines BuchcH wird nicht rn'ni\ flondem 
l>pdekind8che Ptotif»keit verwendet. Im arithuietischen Teile i^ind tlie wenigen 
SiU/e, welche sick aul rtine Stetigkeit beziehen, trotz der maugelhatlen DefinitioD 
nii-bt mißzuverstehcn ; auch kommen diese Sätze in den geometrischen Teilen 
nicht BOT Anwendung. Mein Buch leidet daher keineiwegi, wie Heir SehSaflie« 
(p. 31) meint, an einem „primripiellen Ifangel, der im sritibmetiBchen, wie im gee- 
metriBohen Teil die Folgerichtigkeit der Entwicklungen vielfach stdrt/' Msn 
kann alles auf reine Stetigkeit nezü*:lieht> weglassen, nnd eti bleiben für die pro- 
jektive Geometrie drei, für die hyperbolische Geometrie zwei, für die übrigen 
Geometrien je eine strengt* i>egrüuduug übrig. 

2) Durch den eingeklammerten Zusatz wird der formiJe Mangel beseitigt. — 
Wenn ich (t. e. p. 9 Anmk.) sagte, meine Stetigkeit BÜmm« mit der von Teroaese 
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Diese Definitioii ist in folgenden Fonnen auf Qrappen und Zahlen- 
Systeme sn flbertragen: 

(3) Bine linear geordnete Oiuppe G lieißt stetig, wenn jedes durch 

Ordnungshesiehangen (usw.) in Beugung anf Blemmte a, hf . . » 

▼on G definierhare EtanaU ein Element Ton G ist. 
(3) Ein linear geordnetes Zahlensystem S hdftt stetig^ wenn jede durch 

Ordnnngübeuebongen (nsw.) in Besiehnng auf Zahlen . . 

Ton 8 definierbare Zahl eine Zahl ron S ist. 

Demnach stimmt meine Definition (1) mit der von Zahlmsystem«! 
auf Mengen sinngemifi fibertragenen Dedekindsehen inhaltlieh Qhecein. 
Aber die Definitionen (2) und (3) sind von ihr yersehieden, da dieselben 
Lfieken zulassen und a. B. bei den Yerones eschen nioht*meßbaraL 

Zahlen aj^ + -} (ce < ^ < • • ... alle reellen Zahlen) 

zutreflüm. 

Übrigens genflgt die bloße Abwesenheit von Lfieken nicht, um ein 
nach (2) oder (3) stetiges System zu einem meBbaren zu machen; viel- 
mehr sind hierzu außer einigen Yerknüpfiingsariomen noch weitere 
arithmetische Axiome notwendig. Ich komme hierauf bei anderer 
Gelegenheit ausführlich zurück. 

Greifs wald, Februar ld06. 



Paradozien der M ongeiilelire. 

Von A. KoBSELT in Plauen L V. 

Der Auikats ,,Qber die logischen Paradoxien der Mengenlehre" Ton 
He/m Seh5nflies im Torigen Hefte gibt mir zu folgenden Be- 
merkungen Anlaß. 

B^nffe (oder Vorstellungen flberhanpt), für die dar Saig des Wider' 
s|WiMcA«f wnagif sind sairohl Gegenstand als WXfsmUtd der BetraMung. 

Denn ebm um diese ihre Beaehaffenheit festausteilen, muß man 
die Yontellungen haben, sie ahm betrachten. Will man etwa beweisen, 

überein, so konnte damit nur die Übertragung meiner DeUnition auf Gruppen 
(•. oben (2)) gemdnt Bein, da die Teroaetesche Stetigkeit sich ebeafalli nur auf 
Sjitmie mit Additi<m uad Subtiaktion betiebt. Die« ging euch daniu hervor, 

daß BpJlter von mir alH stetig bezeichnete Sjeteme nur VoronoBesche Stetigkeit 
l><»«it7(»n Wenn ich ferner sagte, „diese Stetigkeit ist verni hioilen von derienigeu 
Dedekinda, welche die Meßbarkeit mit umfaßt'', so hatte ich dabei uittürlich, 
de bai Mengen von Meßbarkeit keine Hede ist, nur den üblichen Aueapruch der 
Dedekändichen Stetigkeit tSt Zahlentjfsteme im Auge« die alao nur mit der 
übertngimg mmner Definition auf ZaUenqreteine oben (S)) vergliehwi werden kann. 



Digitized by Google 



Ä. Kühsklt: 



daB es kein reguläres euküdisches Siebenfladi gibt, oder daß die 
Gleicliiuig a^ + y" + ^~0fiClrn^2 keine gansialilige Lösung liat, so 
muß man die imaginüren (widenpruchsrollen, sieh widerstreitenden) 
Vorstellimgen: reguläres euklidisches Siebenfach, ganzzahlige Lösung 
der Gleichung + + ^ — 0 betraehien. Solehe Beweise kommen 
auf jeder höheren Stufe der Mathematik vor. 

Richtig ist nur: wenn man einmal die Leerheit einer Vorstellung a 
erkannt hat, wird man keinen Satz „es sei ein .r ein (iegenstand 
von rt" mehr als Prämisse beimtzeu, denn daraus ließen sich nicht mir 
die gerade gewünschten, sondern jeder beliebige Satz ableiten. So ist 
z. B. der Satz: 

wenn 2 • 2 5 int, so gibt es Hexen, 

eine Wahrheit, ja ttberhaupt jeder Satz: 

aus a folgt h, 

falls a ein gegenstandsloser oder falsi-her Satz ist. Man muß sich nur 
hüten, aus dem letzteren Satze zu folgern: 

also ist b wahr. 

Gewisse Sätze und Vorstellungen \\ ird man unmittelbar als gegen- 
ständlich anerkennen müssen (z. B. dip Sclihißregel Barbara), denn mit 
irgend etwjis Gegebenem muß jeder Beweis beginnen. Welcher Mathe- 
matiker wird Heinen Reweisen immer die \'orausset/.ung hinzufügen: 
„falU es Wahrheit und Beweise von Wahrheiten überhaupt gibt''? 

Das Russellsche Parodoxon scheint jetzt manche Mathematiker so 
eingeschüchtert zu haben, wie früher die Frage: was ist Wahrheit? 
manche IMiiiosophen. Was beweist es denn eigentlich? Nichts weiter, 
als daß mit «^'ner VorstelluuLi; a nicht immer auch die Vorstellung 
„Allheit, liibe.t,'nÜ, GesamthiMt der gegenständlich oder gar wider- 
spruchsfrei (Bolzano sagt dafür realj zu sein braucht. Das ist aber 
nicht mit allen Vorstellungen der Fall, kann uns also nicht an der 
Verwendung der Begriffe „etwas", „das All" hindern, wie Hilbert 
glaubt. Wenn der Begriff „etwas überhaupt" nicht mehr als g^en' 
atändlicb gelten sollte, so wäre es mit jedem Denkzosammenhang 
vorbei. In unzähligen Fällen läßt er sich gar nicht nmgehen. Das» 
selbe gilt von der Vorstellung „Allheit von — 

Es gibt M^irheUen, die sich selhsi als Glied etOhalten. 

Eine solche Menge ist z. B. gleich „das All''. Aber auch die Toik 
lyAll'' Terschiedene Menge M mit folgenden Beschaffenheiten: 

k) M umfaßt gewisse zwei Gegenstände^ z. B. diesen meinen Feder- 
halter und diese Lampe; 
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ß) werden raehrere GogeustiuHle von Jf umfaßt, 80 gilt dasselb« 

voll dem Iiibe«ri*ilV dieser (Te<xou8t;'mde: 
y) M ^^ ird vou ailea Mengen umfaßt^ die die BeschaÜeuheiteu a) ß) 

haben. 

gebort hierher. In der Vorstellung dieser Menge 31 finde ich iceinen 
Widerspruch. Daß sie bisher nicht vorgekommen ist und vielleicht 
•neb nicht viel Folgerungen gestattet^ ist kein Grund, ihre Vontellung 
ni rerbi4»tea. Ihre Auffassung;, wie aucii die Betrachtung einer noch 
00 seltsamen Vorstellung; dient jedenfalls dasa, unsere Einsickt in den 
Zosammenhang der Wahrheiten zu vermehren. 

Man wird künftig gewöhnliche, sich selbst nicht umfassende nnd 
u^ewöhnliche, sich selbst umfaffiende Mehrheiten unterscheiden. 

Daß „die zu einer Menge zusammengefaßten Elemente begrifflich 
iBTanaot bleiben^ ist ein dunkler Ausdruck, der Yielleicht so zu deuten 
iat: bfldet man eine Menge durch Aufzählung ihrer Glieder (extensiv), 
io hat man Ton jedem derselben eine Einzelrorstellung, in deren Inhalt 
die TorsteUong dieser EinzelTorstellnng nicht auftritt Man hat ron 
jedem Elemente eine Yoistellui^ mit einer endliehen bestimmten An- 
zthl Ton Bestandteilen. Anders ist es, wenn eine Menge begriffUeh 
(intensiT) bestimmt wird. Wer yon i^der Anzahl der Menschen im 
Jtbie 1905^ spricht, bildet sich nicht 1500 Millionen Einzelrorstellnngen. 
Nor bei dieser Art der Bestimmung können Widersprüche ent- 
liehen. 

Keine Definition wird mit der Klausel rersehen: ,,&lls die ein- 
gefilhrte Yorstellnng widerspruchsfrei ist'*, vielmehr werden einige Be- 
griffe sofort an sich selbst als gegenstandlich eingesehen, von anderen 
wird dies mit Hilfe d«r ersteren bewiesen. Nur soll man nicht glauben, 
daß die Definition einer Vorstellung schon deren Gegenständlichkeit 
verbQfge. Der Mathematiker kommt so zu der der Kantschm ent- 
gegengesetzten Überzeugung, daß „Gegenständlichkeit^ ebensogut eine 
Beschaffenheit einer Vonstellung ist wie andere auch. 

Deshalb ist es ganz willkürlich und aussichtslos, die Begriffe 
„alles" und .,nichts'" von der Betrachtung ausschließen zu wollen, weil 
>ie „nicht Gecrenstaud logischer ( )perationt'n sein könnon". Das wird 
schon durch den Umstand widerlegt, daß sie überhaupt gedacht werden 
und daß sie in den Werken der exakten Logik von Peano und 
Schroeder uiibezwei feibare und unersetzliche Dienste leisten Warum 
sollte es auch nicht niedrigste und {löchste Vorstellungen geben? Oder 
nian lege uns erst einen klaren Jiegriti" von „logischen Operationen" vor. 

Hilberts Versuch (Verh. tles zweiten intern. Math. Kongr lOOf), 
B. 174j, diese \ orstelluugeu zu umgehen, arbeitet mit Erschleichungen. 
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Wie bisher werden auch in Zukunft die Logiker und Mathematiker 
mit einer auRiriau Anzahl von Schlü.>^seii operieren; iiui-iere beschränkte 
menschliche Xatiir liibi aus mii- solche Vorstellungen und Sätze aut- 
fassen, die endlich vieh^ liestandteile haben. Herr Schoen flies ver- 
wechselt hier wohl eme \ urstellung von unendlich vielen Gegen- 
ständen mit einer unendlichen Vorstellung^ und einen Schluß über ,Jeflen*' 
dieser Gegenstände mit einer unendlichen Alenge von Sätzen liher «iie 
einzelnen (Gegenstände Nicht in der ( unmöglichen) Auffindung unend- 
licher Seil 1 11 L' ketten . .•sondern in »Icr Entdeckung rj'Mier Bekn-iff"e oder 
VorBtellungen überhaupt mit unenillieh vielen (iegeuständeu besteht 
eine Bereicherung der logischen Methoden. 

Daß, faÜB S^y iy^, " ' • " „Bewegimgeu'^ and 

Sttt — 8|. S^. * • * fif^ • * • 

eine l — l -deutige Transformation ist, auch S,., eine „Bewegung** aei^ 
kann ich nicht für evident halten. Waram soll sich jS« auch in jener 
Qrappe befinden, die Hilbert ^Bewegungsgruppe" nennt V Der Satz 
ist wahracbeinlich falsch, oder er gibt eine Einschränkung des schon 
festgefletsten Begriffs ,,Bewegang^. Überhaupt leidet die Hilbertsche 
Behandlung von ^^Bewegung" (Math. Ann. 56) an logischen Ifiuigeln« 
die mit einiger, aber nieht mit der möglichen logischen Scharfe Herr 
Wilson (the so^called foundations of geometry, Archiv fftr Math, und 
Physik III, ti) angegeben hat. 

Damach kann ich in dem Rasselischen Paradozon keine Ursache 
zom Zweifel an den Grundwahrheiten der Mengenlehre finden. Wohl 
aber sind ihre abgeleiteten Sätze bis jetat zum Teil nxigexillgend be* 
wiesen, insbesondere die Sätze über Summen, Produkte und Potenzen 
-von Miichtigkeiten\), soweit man, wie in den deutschen Darstellungen, 
die mathematische Logik beiseite lafit. Es wird nämlich immer Ton 
„einer Kardinalzahl (Mächtigkeit) a**j Ton der „Summe mehrerer An* 
zahlen" usw. gesprochen, ohne daß man die Vorstellung „Kardinalzahl" 
definiert. D«ul die Aussage: ^,gewi0se Mengen haben dieselbe Machtig« 
keit wie eine Menge n, wenn die Glieder jeder derselben mit den 
Gliedern von a 1— 1-deutig paarbar sind", erfcU&rt nidit das Wort 
„Mächtigkeit", sondern den Sinn einer ganzen Redensart, Ton der das 
Wort „Mächtigkeit*' nur ein Teil ist. So wird auch in der Geometrie, 
wenn man streng verfährt, nicht die Vorstellung „unendlich femer 
Tunkt", sondern der Satz: „mehrere Gerade liaben einen unendlich 
fernen Punkt gemein" defiiniert. 

' 1) Bolzano aagt fiii- Mächtigkeit: Weite einer Vorstellung. 
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Nur wenn man mit Ruiaell sagt: Anzahl der Menge a hdßt die 
Allheit der Mengen, die „gleiche Anzahl mit a haben", hat man eine 
Deutung des Wortes „Auxahl''. Die Beweise jener Satce bedfiifen 
dann aber einer Umgestaltimg. 

Nadi dem biiher Geeagtot ist der Cantorsche Saia: 
zu jedem bibegriffe a gibt es einen Inbegriff von höherer Hichtigkeit 

und sein Beweis falsch, denn beide Tersageu für a = das All. Ob der 

eingeeehränktere Satz: 

zu jedem vom All verschiedenen LnbegriÜe gibt es einen ebeul'alls 
▼om All yerschiedenen Inbegriff höherer Mächtigkeit 

wiibr ist, scheint mir nocli recht der Prüfung l)i*«llirftig und würdig 
zu sein. 



Bemerkimg zu W. Wien: über die partiellen Differential- 
gleichimgeü der mathematisclien Physik. 

Von E. Haentzschbl in Berlin. 

Am Schlüsse seines im Januarheft dieses Bandes abgedruckten 
Referates (S. 51) fordert Herr W. Wien zur Berechnung hdlhhmver- 
fff^tfer Reihen tXir die Fttnhfionen des dliptisciten Zjflinders auf, die uaek 
Herrn Thome sich in der Form 



darstellen würden. Ich möchte dazu bemerken, daß ich diese Aufgabe 
in zweifacher Hinsicht gelöst habe. 

Erstens in der von Herrn Wien auf IS. 4'.) in der Fuünote selbst 
angeführten Programniabhandhing der 3. stlultiscben höheren Bürger- 
schule (3, Realschule) /.u Berlin, Ostern IsSlt; I'iogramm Nr. 10t>. 
Dort stelle ich zwei vi»ii cinaTuIiT m-^iliiMnir FuiHlunientalsystfme von 
integralen auf, weicht* rotenzreiheii enthalten, die nach IVden/.en von 

bea. fortschreiten; das aweite partikuläre Int^pul besitst in 

jedem Falle eine logarithmische Unstetigkeit. Die Untersudinng habe 
ich in solcher Allgemeinheit geftthrt, daB sie die Bessel^en Funkfwnen 
als Grenss&ll in sich schließt^ und für diese swei neue, bis dahin un- 
bekannte asymptotische Reihen liefert. Sollte eine gewisse Konstante 
Tersehwinden und dadurch die logaritfamtsehe Unstetigkeit ans der 
Darstellung heransfaUen, so entsteht ein Fnndamenialsystem von In- 
tegralen, das im Qrenaftlle der Be$8el9chen Ftmkiionm mit dem von 
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Poisson übereinftimmt, in dem die Integrale sieh in gcschloBtener 
Fom darstellen leasen. 

Zu/eUens liabe ich, angeregt dorcli eine Arbeit des Herrn H. Bruns 
in den Astron. Nachrichten, gleiehzeitig eine andere Dantellnng der 
Funktionen deB dUpÜadim ZjiMan gegeben, indem ich durch Ein- 
fuhren der Variable 

die Differentialgleichung in die merkwürdige, in Besiehung auf ^'^^ 
sich selbst reziproke Form brachte 

% [t — )' + «•] ' - «• 

Die Integrale haben die Form 

- c"4r, q: « « e «« J?¥(») + % - 

und stellen zwei verschiedene Fnndamentalsysteme dar mit logarith- 
mischer Unstetigkeit. Für = 0 fällt dieselbe heraus und führt auf 
zwei Thomesrhfi Normalintc'ixrale. Für n = 0 erhält man wieder die 
Jiessefsrhr Tyan.<z<^H({<t)ir mit dem sehon oben fTir B = 0 churakteri 
sierten Poi ssouschen Fall. Ich lialip dipse Entwickelungen, die ich 
schon 1887 Krouecker übergab, 1S'J3 im 5. Teil (S. 94 — 134) meiner 
Studien über die llcduhtinn der Potcntiidgleichunn anf fjefcöhtUidie 
Di/ferentialfjf*icln(iifjen. Berlin, G. Beinier, veriitVentliclit, deren 6. Teil 
(S. 135— 18U; die aus der Untersuchung der DiÖ'erentialgleichung 

' <jt 

herrorgehendeii Heineschcn Fmtktionen , einschließlich der hyper- 
Besselschen Transzendente enthält, und auch diese teils durch ge- 
schlossene Integrale, teils durch halbkonTergente oder asymptotische 
Aeihen zur Dantellung bringt. 
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Zur Statistik des mathematischen Studiums. 

Die Zahl der Studierenden der Mathematik an den preuBiselieii 
OniTCinitäteii betrag in nmder Zahl im Sommenemester 
1901 1902 1903 1904 1905 
1000 1200 1420 1440 1510.') 
Sie iffc slio im letcten Jakre wiederum gewmchaen. Dagegen begannen 
die allgemeinen Anasiehten aieh mehr und mehr zn TeneUeehtem. 
Ein Hangel an Lehrktilten ist hochatemi noch teOweiae Torhanden. 
Tonnsaicbtlich wird er sn der Zeii> in der die jetit vorhandenen Stn- 
dioenden in den Schnldienat eintreten können, üheraU geadiwunden 
aeia. Nor der Floß, in dem sich die ünterrichtareform angenblioklieh 
befindet» erachweri es, ein sicheres -Urteil hierfiber abzugeben. Immer- 
hin hilt aieh die atatiatiaohe Eommieaion der Dentachen Hathematiker- 
Tereinigimg fBr Terpfliditety ihre firflhere Waranng in dem Sinne zu 
wiederholen, daß die blofie Anaaieht, in Efirae znr Anatellung zu ge- 
langen, niemanden som Studtnm der Mathematik bestimmen sollte. 
Wer ans solchen äußerlichen Motiven das mathematische Lehrfach er- 
greift, wird zweifellos Enttäuschungen erfiEÜiren. 

Die allgemeine Situation geht deutlicher aus folgenden Ziffern her- 
Tor, die zeigen, daß die Zahl der Probandeii und Seminaristen schon 
jetzt dem normuitii IjLiluri' in jeder HinsiL-ht entspnciit. Am 1. Mai 
190l\ iyu3, 1904, 1906 gab es an den höheren Unterichtsanstalten 
Preußens*) 1902 1903 1904 1905 

SemmarmitirUeder 41; 4 82; 17 107; 29 141; 23 

Prübandeii 32; 11 42; 4 78; 20 112; 25 

Anstelhm^rsfähi}j:e Kandidaten 16; 5 12; 3 5 23; 6 . 

Em dauerndes Anwachsen dieser Zahlen ist für die nächsten Jahre 
mit Bestimmtheit zu erwarten. 

Für dieselben Jahre betrug in Preußen die Zahl der 
Neuanstellongen 39; 19 Ol; 16 49; 14 Ol: 21 

Ansscheiduigen aus dem Amt 40; 4 26; 13 43; 9 39; 7 . 

Die Zahl der Seminaristen und Probanden iat also achon erheblich 
größer ab die hSehste Zahl der Keuanstellungen» die die letzten Jahre 
aufweisen. Dieses Yerhiiltnia wird sich immer weiter in der gleichen 
ODgQnstigen Biehtung ▼eraehieben. 

1) Die Zäliluug erstreckt hkü nur auf diejeuigen, die die deutsche Staats- 
iBg^drigkeit besitzen. Sie kann immerhin um einige Prozente ungenau sein. 

>} Die sweite Zahl beriebt aieh anf di^eoigen, die in der Mathematik die 
trittbeitthigimg nur Ittr die iweite Stufe beritsen. 

JkiiMtoUbl «. DMtidMD MatfaMk'YeMliarrag- XV. H«ftS/4. 16 
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Hitteilungen und Nachricliteii. 

Geeignete Mitteilnogeit wizd der Heransgeber stete mit grfifitem Danke entgegen- 
nehmen. 

L AkadooüeiL ÖesellsoluifteiL Veroiiugnui^diL Vorsamioliuigen. 

y«iiiideni]igML Im FersonalbMtande der Deuta^tfiML liatliieiitaAikir- 

Vereinigoiig. febraar 1806. 

Neu aufgenommen als Ifitglieder: 

Dr. JohannesMollerup, Assistent an der Techmvdien Hochschule, KopenhageiL 
Seminar-Froiessor Gjula Lechnitzky, Maramarosssiget (Ungarn). 

Gestorben: 

Stammer, W., FkofeBsor, Düsseldorf, 

Ausgetreten: 

Westphal, A., Frofessor, AbteilungSTontelier am k. Geodfttisdien Ltstitut^ 
Potsdam. 

Adressenänderungen: 

Gardinaal, J., Professor a. d. Teohn. Hoehscimle, Delfb, Oude Delft 47. 
Czuber, E. TT.Tt., Prof. a. d. Techn. Hochschule Wien XIII, Auhofttr. 34. 
Dohmen, F. J. , Dr., Austin, Texas, Wbitos Avenue. 1013, 
Engel, F., Professor a. d. Universität, Ureifswald, Arndtstr. 11. 
Frobenius, G., Professor a. d. ünivers. Berlin; Charlottenburg, Leibnizstr. 83. 
Gibsou, G. A., Professor am Glasgow and West of Scotland Technical 

College, Glasgow, Sandyfoid Plaee 8. 
Herberich, G., Dr., k. Inspektor der städtischen höheren Hftdchensdiule, 

Nürnberg, Am Maxfeld 11. 
Jirgensen, N., Mng. sc, a. d Nordisk Livsforsikrings A.-S. af 1897, jKopen> 

hacren, Kongens Nytorv H. 
^yleiber, J., Hauptlohrer a. d. Handelsschule, München, Thierschstr. 21. 
Müller, Hans, Dr., Göttingeu, Nikolausbergerweg 49. 
6 tei nits , E., Professor, Dosent a.d. Techn. Hochsch., Berlin W 50, Naehodstr. 38. 
Vries, H. de, Professor a. d. Tedm. Hochscb., Delft, Oranjeplantage 39. 
White, H., Professor a. d. Vassar College, Poughkeepsie, X. Y. 
^Vollet'/, K., Profppsor am Max-iTnili;ni'i Gymn., Wien TX. Por/ellangasse 21. 
Worra, H., Oberlehrer a. d. itirstcuschule, Meißen, Freiheit 16. 

Berliner Mathematisclie Gesellsoliaft. Sitzung am Mittwodt den 
28. Februar 1906. Fuchs: X%cr lineare DiflFerentialgleichungen ^. Ord- 
nung mit nur wesentlich singulüreu SteUen. — J olles: Die Fokaltheorie 
der linearen Kongruenz. — Haentzschel: Über die Genauigkeit geoipetrischer 
Eonstroktionen. SWemg am Mütwach dm 98, Män 1906: Hessenberg, 
Über die Projektion des xilmnlichen Punktgitters — Valentin, Bewns ^ 
GoldbacLsch« n Satzes. — Denizot, Zur Kritik der Theorie des Foucanlt- 
schen Pendels. 

Kathematlaehea gr&nsehen ra Karkrnhe i. B. VortrSge im 
Wintersemester 1905A)6; 7. November 1905: Ludwig, Über Fhotogram- 
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metrie. — 28. November 1905: Krazer, Über komplexe Multiplikatiou. — 
12. Desember 1905: Sclinr: Über die Bewegtmg des starren KOrpers. < — 
9. Januar lf<06: Winkelmann, Über die Stabilität eines rotierenden 
Körpers. '23. Januar 1906: Sievcking, Über die Geschwindigkeit der 
Rftntgpn-Strahlen. — G. Fobruar 1906: Tolle, Tnipnlspaar, Trnsrbeits- und 
Spaimungsellipsoid. — 20. Februar 1906: Ueun, Lber augenübert« Differeu- 
tiatbn und Litegration. — 6. Mars 1906: Faber, Über die Genauigkeit 
logarithndieber Becbnnngen. 

Mathematlaolie Sektion der Behlealaoheii OeseUMdiafl für vateas 

ländisolie Kultur. Sitzw q // 19. F<hrnar 1906:"^ ogt^ D«r P^ilttgoreische 
Lehrsatz in der ältesten Geometrie der Indier. — Rosanes, Eine analjtisch- 

geom4?triscbe Bemerkung. 

San Franoieco Section of the American Matiiematical Society. 
Die neunte ordentliche Verüaininluug der genaunten Sektion wurde am 
34. Februar 1906 in der Stanford üniyersitftt abgehalten. Folgende Vor- 
trige wurden gehalten: J. II. McDonald, The theory of the reduction of 
hyperelliptic infcprals of thp tirst kiiul and of penn«! 2 to PÜiptic integrals 
br a franstoniiiitioii of tlie n\h ordt-r: W. A. Manniii j^', On mnltiply 
trausitive groups; A. Hanum, A new kind of congrueuce-group and its 
applieation to the group of isonnorphinnB of anjabelian group; D.N. Lehmer, 
Oll tLf orderly listing of substitutions; D. N. Lebmer, Note on the valueg 
of of givpn nodulus whicli g-ive maximum or ininiimiin values to the 
modulus of a givt-ii rational integral function off; K. K AlL-irdiee, Note 
on Legendre's equation; E. J. Wilczynski, Outline oi a projective 
diffnrential geometry of cunred enrPacee; E. T. Bell, Hethod of dealing 
with the Problems connected witb juime numbers; T. M. Putnara, Theorems 
on perftct nuinliors; J. H. McDonald, A method of simultanrnns appro- 
ximation to two con.secutivf roots of an aigpbraic pqtiatinn of degree n 
all of whose rooti> are real; J. H. McDonald, liemark on the calculation 
of roots of Bossel lunctions; M. W. Ha s kell, On eoUineations; G. A. If iiier, 
Gronps in which every snbgroup f)f composite order is invariant, and a 
new chapter in friponometry; G. A. Miller, The groups which eontain 
exactly thirteen Operators of order 2. — Die nächste Versammlung der 
Section wird am 29. September 1906 in der Universität von Oalifornien 
stattfinden. G. A. Uillbr. 

Seontaxy of the Section. 
The Missouri Society of teachors of mathematics. Die zweite 
Versammlung dieser Gesellschaft fand am 27, — 28. Dezemhcr I9().') in 
JeffersoD City statt. Folgende Vortrüge wurden gehalten: Dean, Maxima 
and Minima; Glenn, Ijaboratory meüiods in algebra teaohing; Wilson, 
The treatment of limits in elementar} meti'j. Femer fand eine Di»- 
knssion statt über die Frage: What shuuld iie tanfilif in arithmetic? — Es 
wir«! eine Erweitennii: dor Gesellschaft in der Weise geplant, daß sie auch 
die Lehrer der exakten Wissenschaften des Staates Missouri umfassen soll. 

The British Association for the advanoement of soienoe wird 
ihre diesjährige Taguug am 1. August in York beginnen; sie feiert gleich- 
seitig ihr 75jSbriges Bestehen. Der Ptttsident der gesamten Association ist 
P^fessor Ray Lanhester, während die Sektion A (Mathematik und 

16» 
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Physik) unter dem Yonit« Ton Prinapal E, H. Griffitka ftebt, dem ab 
ViseprSaideaten Forsytk und Callendar zur Seite steken. 

Intematioiiale Aasonlation der Akademien. Eine Sitzung des 
Komitees der intemationalen Aasoaation der Akademien wird am 30. ttoi 
d. J. in Wien abgehalten werden. 



2. Prelflftoi^gaben und gekrönte Freissohrifteiu 

(Vaoat.) 



3. Hoohsekalnackriokten. 

TTnhrenritilt Stiafibiug. In der math. mid natnrwiee. Faknlttt der 

üniTersitftt Straßburg haben wftkreud dos Studienjahres 1905 — OG Im 

Sommor 15. im Winter 16, iin gtinzeii 151 Doktoi-promotionen stattgefuudca, 
darunter 8 mit mathematischen und 2 mit physikalischen Dissertationen. 

Universität Padua. An der hiesigen Universität beabsichtigt Professor 
A. Fevaro von nun an regelmäßig jährlich Vorlesungen fiber die Geschichte 

der Mathematik /.n halten. 

TJniversität Upsala. Währ» nd der drei Jahre von 1903 bis 1905 
fanden tolgende Promotionen auf mathematischem Gebiete statt: B. Lindgren, 
Sur («Le cat» d'exccption de M. Picard» dans la theorie des i'ouctions 
entiiares (1903). — F. Lnndberg, I. Approximerad framstftUning af 
aannolikfaetefonktionen. — IL Äterförsäkring af Kollektimsker (1903). — 
G. Tegengren, BestUmning af ett enkelt Sammanhängande Ifinimalyt- 
stycke (1904). — H. v. Zeipel. Kecherches snr les Solution« p<'riodiqiiee 
de la troisieme sorto dans le probleme dis tiois corps (^iüUij. — 
SS. Johansson, Über die üniformisierung Biemannscher Fläcbeu mit end> 
lieber Anzahl Windungspunkte (l9i>/'>). 

Vorlesungen über Physik an der Columbia Universität in New 
York hält zur Zeit Hendrik Antoou Lorentz, Professor der mathe- 
matischen Physik an der üniversitftt Leiden, über die Theorie der ESlektronen 
und ihre Anwendungen auf die Erscheinungen des Lichts und der strahlenden 

W firme. Die Vorträge behandeln: Die allgemeinen Grundlagen? die Theorie 
«Irr tVeii ii Elt'kirorien; EmissioTi und Absorption dov Wäimc: Don Z^f^nian 
EÜekt; Die Ausbreitung des Lichts in pondeial)len Körpern; optische Er- 
scheinungen in bewegten Systemen. — Für das Jahr 1906/7 sind Professor 
Joseph Larmor in Cambridge and Professor 0. Lummer in Breslau 
eingeladen worden, Vorlesnngen an der Colnmbia ÜniyersitSt xn halten. 

Verseiolinis der für das Somxnersemester 1806 angekündigten 
Yorlesangen Uber die mathemafelBOhen WiemiiBCdkaftaii* 

Berlin« Schwärs« Elementargeometrische Behandlung einiger Aufgaben des 

Maximums (2); Theorie der analytincljon Funktionen II (4); Über krumme Flächen 
und Kurven doppelter Krümmung' 1 ; Seminar; Kolloquien. — Frobenins, 
Theorie der Determinanten i^4); Seminar, — Schottky, Differentialrechuung (4); 
Übungen dam; Abelsche und Thetafunktionen (2); Seminar. — Hettner, Wiüii* 
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»cheinlichkeiterecbnung [2). — Knoblaach, Anwendungen dni- elliptiachen Funk- 
tioiien (4); Aittljtifelie Geometrie (4); Theorie der Strableiuysteme (1). — Landau» 
Cber den Picardgehen Satz (2). — Schur, Iniegralrecbnong (4); Übungen daiu. — 
Lehraann-Fil h^s, Analytische Mechanik (4). — Ff^rster, Geschichte dpr alten 
Astronomie (2); Theorie und Kritik der Zeitmessung (2); Fehlerthoorie im Liebte 
der AitroBomie (1). — Battechinger, Mechanik des Himmels^ neuere Theorien (8); 
Sbriihtiin^' und Gebtaudi der Planeteniafehi. — Struve, Sphärische Astro- 
nomie I (2i; ühnn^en. — Marcuse, Theorie und Anwendung at»trononn(*clier Iii- 
Btromente; Kinfubrung in die astronomiscbe Geographie und fi^physik. — Eisten- 
part, Gemeinvertt&ndliche HimmeUknnde; EinfBhning in die astronomische 
Chmnologie. — Scheiner, üher die Temperatur <kr Sonne; AstarophysikaliBehes 
Kolloquium. Hei inert, Gradiiiossungen; Theorie der Kn-^enprojektionen. — 
Flam k, System der •rfflamten Pbysik (4); Übungen. — K rigai- Menzel, Theo- 
retische Physik IV (4;. — War bürg, Ausgewühlte Kapitel aus der theoretischen 
Fbyttk (sy — Drnde, Physikalisches Kolloquium. — Neesen, Grundlafipen der 
Ballistik (-J). — Weinstein, Kinetische Gastheorie (8). — Aschkinass, Die 
Radioaktivität (1). — Valentiner, Vektorentheorie mit besonderer Berücksichtigung 
ihrar Anwendung in der theoretischen Physik (Ij. — Martens, Theorie und An- 
wendung optiseher Instrumente (1). — Orflneisen, Hydrodjnaniik reibender 
Flüssigkeiten (1). — Slaby, Funkentelegrapliie (2 - (iehrcke, Theorie der 
Wechselströme (1). — Meyer, Ausgewählte Kapitel der technischen Mechanik (2). — 
T. Ihering, Maschinenkunde mit Übungen (4;. — Hörnstein, Übungen in Her- 
stdlong und Gebrauch physikatischer Unterrichtsapparate U). 

Bonn. Study, Analytische Creometrie II (Projektive Geometrie) (3); Ein- 
Intnag in die Invariantenfheorie fS); Saninar. — Kowalewski, EinfBbrung in die 
ZiUeniheorie (2); Differentialrechnung und Elemente der Integralrechnung (4); 
Übanpen dazu; Krititfche ülierniclit ülier die neueren Ergebnisse der Men-jenlehre (1); 
Seminar. — London, Dareteileude Geometrie mit Zeichenübungen (4); Theotie 
dtt ilHptiBehen Funktionen (4); Seminar. — Kästner, Theorie und Praxis der 
•itnoomischen Instrumente (8); Astronomisches Kolloquium. — MOnnichmeyer« 
OeoprnphiscliH Ort^bestimnniDp^en (2). — Kayser, Phvsikaliaches Kolloiiuiuni (2\ — 
Kaufmann, Theorie der Wärme (.4); Übungen dazu. — Eversheim, Die elek- 
tnsche Energie bei wissenschaftlichen Arbeiten, ihre Messung und Yerteilung (1); 
Die mektriaitli ale Licht- und Kraftquelle <1). — PfUger, Elektromagnetische 
Wellen (1). ^ En c herer, Über die Elektronentheorie (1). 

■inater. Killing, Analytische Geometrie I (4); Übungen dazu (1^; Algebra (4); 

nhorseiuinar v Lilien th al , Different und Integralreclmung I ;4 Krummtings- 
theorie der Kurven und Flächen (4); Oberseminar. — Dehn, Mechanik I i^4); 
Cbangen dazu (1); Analysis situs (2). — Plaßmann, Methode der kleinsten 
Qoedrate (8); Die Fizsteme (S); Gescfalcbte der Astronomie (1); Übungen im Be- 
obachten. — Heydweiller, Elementar-mathemati:^( he Ergänzungen zur Experi- 
meritalphysik (l). — Konen, Einleitung in die theoretische Fiiysik (3); Übungen 
däxu i^lj; Übungen in Demonstrationsversucheu (4); Theoretiücb -physikalische 
Übungen Ar Yorgesehrittene. 

Stattgart. Mehmke, Dantdlende Geometrie mit Übungen; Analytische 
Xedtealk mit Übungen; Seminar. — Reuschle, Analytische Geometrie der Ebene 

mit Übnngen; Differential- und Integralrechnung mit ü'lnnip-pn ; Seminar. — 
Wölffino;, Funktionentheorie II; Variationsrechnung. — Brctschueider, liepe- 
titioueu m niederer Mathematik. — Stüblor, Kinematik mit Übungen; Mathe- 
natisclie Geogtaphie. — Roth, PenpdrtiTe. — Weyrauch, iänleitnng in die 

mathematische Theorie der Elaatizitilt. — Autenrieth, Technische Mechanik. — 
Hammer, Praktische Geometrie; (""Lungen dazu; Ausgleichii?H'srt*fhnung. — 
Uohenner, Trigonometrische Übungen; Astronomische Zeit- und direkte geo- 
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graphische Ortsbestimmung ; Katadtcrmesdungen; C bangen cor praktischen Geonietrie. 
— Koch, TbeoretUche Phjaik ^^ang, Elektromagnetisches Feld II. 

Tharandt. Weinmeister, lufinitesiniabrechnung mit Übungen I; Infinitesimal- 
recbung mit Übungen H; Mechanik. — Kunze, Vermessungskunde; MeMbungen; 
Planseiohnen. 



4 PvnonaliiaQhxiQhtaii. 

BmenttiucMi« AuMicduniiiBea usw.: 

Professor Dr. Anding an der üniTersit&t MUnchen wurde tvm Dirslctor der 

Sternwarte in Gotha ernannt. 
Dr. G. Bagnera, ao. Prufessor der Analjsis an der Universitftt Messina, 

wnmlp zum o. Professor da.selhst ernannt. 
Dr. G. Bisoncini wurde zum Dozenten der Mechanik an der Universität 
Boin enuuuit. 

Dr. G. Bortolotti, ao. Professor an der UniTersitit Uodeu, wurde zum 

0. Professor daselbsi miüinnt. 
Professor Dr. H. Bruns, Direktor der Sternwart»- iu Leipzig, wurde von der 
Akademie der Wissenschaften in Berlin lum korrespondierenden Mit- 
gliede ernannt. 

Professor W. N. Campbell von der Lick Sternwarte erhielt die goldene 
Medaille der Royal Astronomical Society fiir siAnt- UatersachnngeB Aber 
die Bewegung der Stf^rne in der Richtung d*'r Sehiinie, 

Dr. H. S. Davis, Astronom von Internationalen Brei ton -Observatorium in 
Gaitbenlnirg, ist von seiner Stellnng zurlU^getreten. 

Dr. Q. Fnbriori wurde tum ao. Professor der hVlieren Analjsis an der 
Universität Catania enianut. 

Dr. P. Outhniek in Botbkamp wurde zum Obsenrator an der Königl. Stern- 
warte in Berlin emaaut. 

Dr. G. Huber, ao. Fkofewor der Mathematik an der üniTOisitftt Bern, 
wurde xum o. Firofessor daselbst ernannt. 

E. Lemoyne, Privatgelehrter in Paris, ist sum Bitter der EhiWegioa er- 
nannt worden. 

Dr. Herbert R. Morgan, K»'cbuer am ü. S. Naval Observatoxy in Washing- 
ton, wurde sum Professor der Astronomie und Direktor der Morrison- 
Sternwarte in Glasgow, Mo., ernannt 

Professor Dr. Richard Müller gibt mit Ende des Wintersemesters seine 
J'iitigkeit als Pnvat(lo?!rnt der Matbematik an der Technischen Hoch- 
schule zu Chariottenburg auf. 

Professor Dr. C. Neumaun au der Uuiversit&t Leipzig ist für das Sommer- 
semester beurlaubt worden. 

Professor J. M. Poirce an der Harvard Universität beabsichtigt, von seiner 
Stelliincr zurückzutreten; er wirkt seit 1854 an der Harvard Universität. 

Professor Dr Pickering, Direktor der Sternwarte iu Cambrid«rp, Mass., 
wurde von der Akademie der Wissenschaften in Berlin zum korre- 
spondierenden Mitgliede ernannt. 

Dr. C. W. Pritchett, Professor der Astronomie und DirdctM' der Morrison* 
Sternwarte in Glasgow, Mo., ist von seiner Stellung zurückgetreten. 
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Dr. M. Reiß II er wurde zum ao. Professor der Mechanik an der Teclmischea 

Hoch^hule zu Cliarlotteubiug eruauut. 
Dr. Frank £. Boss von der Caxnegie-Ixntitatiott wurde nun Astronomen 

der Breiienststiott Qaitharsbitrg ernannt. 
Dr, W, Schlink, Privatdozent au der Technischen Hochschule in Danustadt, 

wurde /um ao. Professor für Mechanik an der Technischen Hochschule 

in Brauuächweig ernannt. 
ProlVbSor Dr. H. von Seeliger, Direktor der Sternwarte in München* 

Bogenhausen, wurde von der Akademie der Wissenschaften in Berlin 

mm korreepoodierenden Mitgliede emanntb 
Dr. 0. S. Stets on an der ÜniTernt&t m. SyzMiue wurde zum ao. Plrofsssor 

äi-T Matliematik daselbst anannt. 
£rofe^or C. A. Vtin Velzer an d<»r Universität von Wisconsin wird zum 

1. Juli 1906 sich von seiner Tätigkeit zurückziehen und in den Kuhe- 

stand treten. 

Btofestor Dr. A. Wangerin an der üniveraitit Halle wurde mm PMsidenien 
der EaieerL Leopoldimseh^CaroIiniMhen Deatwdieo Akademie der Natur- 
forscher in Halle a. S. gewählt. 

Pirofessor E. T. Whittaker in Cambridge wurde zum Professor der Astro- 
nomie am Trinity College in Dahlin und zom Bojal Astronomer of 
Ireland »Tnaunt. 

Dr. E. B. Wilson wurde zum ao. Proiessor der Mathemauk au der Yale 

UniTenitftt ernannt. 
Dr. C. T. Wisselingh in Amsterdam wurde zum Professor der Mathematik 

«n der Universitftt Groningen ernannt. 

SabiUtettonMi: 

Dr. M. Großmann habilitierte sich als Privatdozent der Mathematik an 

der Universität Basel. 
Beal^chulprofessor M. N. Vanecfk hat sich im 1' r böhmischen Technischen 

Uoc-bschule in Frag als Privatdozent der Matliematik habilitiert. 
Oberlehrer Dr. Georg Wallenberg habilitierte sich an der Technischen 

Hochsdiule in Gharlottenburg als Privatdozent fttr reine Mathematik. 

OestorlMii: 

Professor Dr. S. P. Langley, Direktor des Astrophysical Laboratory und 
Sekretär der Smithsonian Institution in Washington, ist am 27. Februar 

d. J. im Alter von 72 Jahren gestorben. 
Dr. H. Lorherp, ao. Professor der Physik an der Universität Bonn, ist 

infolge eiues Unglücksfalls gestorben. 
Geheimer Ilat Professor Dr. Bauer ist am 3. April d. J. uacli läugerem 

Leiden im Alter von 86 Jahren zu Mitndben gestorben. 



&. VennisohtM. 

Franklin -Feier. Die zweihundertste Wiederkehr des Geburtstages 
von Benjamin Franklin wird in den Tagen vom 17. — 20. April d. J. 

TAH der American Philosophical Society in Pliiladdphia festlich begangen 
Werden. l)er Feier liegt folgendes Programm zugrunde: Am 17. April 
^ er^iiiiuluug zum Empiaug der Delegierten und der Adressen; am 18. April 
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SitniBg flir die Übeirddrang too Scimften ttber FhmUin, Voiirftge von 

Nichols über Franklins Untersuchimgeil Uber Elektrisittt und von H utherford 
über moderne Theorien der Elektrizität nnd ihre Beziehung zu der Frauklinseben 
Theorie; am 19. April Ehrenpromotionen seitens der ' Universität vou 
Peusylvauia und Feier am Grabe Franklins, abends allgemeiner Empfang; 
am 20. Apfil Vortrlge TOn FurnesB Aber Franklm als Bflrger und Philamtlixop, 
von Eliot über Franklin als Drucker und Philosoph, von Cboate Uber 
B^ruddin als Staatsmann nnd Diplomat. Abends Bankett. 

Ein Ztüranfteprogramm der Vereammlung Deutscher Philologen 
und Schulmänner. In einer Schrift: „Schlußrede der 48. Versammlung 
Deutscher Philologen und Schulmänner nebst einem Zukunftsprogramm'^, die 
im Verlage von B. G. Teubner auch 8q[»arat als Sonderabdraek an» den 
neuen Jahrbüchern fttr das kla.ssische Altertum, Geschichte und DeutsdiM 
Tjiterrttur (VIII. Jahrgang 1906) erschienen ist, lieM Professor Paul 
VVeudland hervor, daß die Organisation des PliiloldgentaiZP.s oiner Reform 
bedarf, wenn anders die Versammlimg nicht au Bedeutung verliereu wilL 
Das ist auch in verschiedenen Resolutionen zum Ansdmek gekommen, die 
in den Sektionen gefafit wurden. Von besonderer Bedeutung war die 
Resulution der j-Hdapo^ischen Sektion: ,rDie piidagdgisflie Sektion erklfirt 
es für wünschenswert, dali auf künftipf'Ti Vcrsfimmlangen in noch stärkerem 
Miiüu, silü es erfreulicherweise hchuu in Hamburg geschehen ist, Gelegenheit 
gegebm werde, den Gedank^iaustansdi iwischen Ldirem der UniTersitftt nnd 
der höheren Lehranstalten Aber die gemeinsamen Inter Oio e p zn pflegen.^' — 
Um nun alle SLhwierigkfiten 7u ttbf^rwinden und die padaofogische Sektion 
aus der Konkurrenz der aiulern Sektionen herauszuheben, zugleich um 
der Philologenversammlung in Zukuutt üire Bedeutung im geistigen Leben 
zu sidieni, entwickelt Wendland folgenden Plan fftr die kttnftigen Ver- 
sainmlnngen: 1. Tag, Eröffnungsrede, Sektionssitzungen; 2. Tag, Sektionen; 
Plenum ..Oeistrswissenschaften*'; 3. Tag, Sektionen: Plenum „Naturwissen- 
schaften und Mathematik*'; 4. Tat', Sektionen: Plenum „Kelijjionsunterricht", 
Schlußrede. — Durch diesen Vorschlag würden die Sektionen an Öpiel- 
ramn gewinnen nnd die pädagogischen Fragen wflrden im Plenum behandelt 
werden, wo wesentlich über die Didaktik der Wiasenschafteu, das Gleich" 
gewicht der Lehrfächer, das Verhältnis von Universität und Schule zu 
beraten wäre. Fs würde bei Ausführung dieses Proi?ramms die Philologen- 
Versammlung auch für die Mathematiker von größerer Bedeutung als jetzt, 
nnd so mochte man wtosohen, daS die Anregung von Wendland nicht 
spurlos vorübergehe. — Unter den FM)blenien, die für die Mathematik 
und die Naiurwisst nschaflen im Rahmen dieses groBen Programms /u be- 
handeln wären, fi\hrt Wendland nach F. Klein folgende auf: Berück- 
sichtigung der besondem Bedingungen der heutigen Kultur? Der modernen 
wissensohaftliehen Fortschritte? Bedeutung der streng wiBsenschaftlichen 
Briadsion Ar die Schule. Untersidiied zwisäien systematisoher nnd „metho* 
discher" Lehrweise. Gleichmaß in der Entwicklung des logischen und an- 
schaulichen Denkens. — Wie v*»reini<jt sich im mafhnnat'^r}i. ft Unterri( lite 
die Wahrung des formalbiidendeu Wertes mit der Anpassung au die Be- 
dürfnisse des Lebens? Pflege der mathematischen Exekutive (numerisches 
Bechnen, Hessen, Zeichnen). Wie weit geharen die Elemente der Fiinkti<«Bldire 
und der Infinitssiinalreehnung auf die Schule, nnd wie sind sie in den flbrigen 
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Lehritüff ein/,iiarl)eitt'n? • — Welches Lehr/iel dos nntunrisftensch(ifl!ic/iiii 
rnt^^rrichts würde den Interessen der allgemeinen Bildung, andererseits dem 
liedürinis der mannigtacheu späteren Berufsstudien am meisten entsprechen? 
Entwicklung des BeobachtongäTermögens und des induktiven Denkens. 
Nut»» der Schflleipraktika und ihre On^puiisatioii. ZweelcinftBige Einriehtong 
der Sammlnngen von Apparaten und Anschauungsmitteln. Spezifische Bedeutung 
der biologischen Fächer für die Scbule. Was gehört von Hjglene an die 
Schule, und wie ist der Unterricht zu emöglichen V — Stellung von ATuflip- 
iiiatik und Naturwissenschait zur Philosophie. — Fenenkurse und Auffrischuugä- 
aemester für die Lehrer usw. usw. — Auch unter den als „Allgemeine Fragen" 
beieieluieten Problemen liefinden sich nicht wenige, die für die Mathematiker 
an Schulen und üniTeorsittten von Interesse sind. Es mag hier mit diesem 
ffinweise sein Bewenden haben, indem betreffs n&herer Einzelheiten auf die 
erwihnte Schrift verwiesen wird. 

Mathematische Modelle. 

H. Wieners Sammlung mathematischor Modelle. 1. Ebene Ge- 
InUe. — 2. Ebenflächige ßaumgebilde. — 3. Flächen 2. Ordnung. — 
4. Dreh- und S^hruibenflBdien. — 5. Baumkurven. Bis jetst 59 Modelle. 
Laiptig, B. G. Teubner. 

Die Forderung größerer AnscfiaulichkHt des mathematisohen Schul- und 
Hochschulunterrichts läßt sich ohne geeignete Lehrmittel nur unvollkommen 
frfflllen. Wenn unter diesen die j^cometrischen Modelle als wirksarn<^to An- 
si hauungsmittel auerkaunt sind, so ist doch zu betonen, d:iß ilire Vei wend- 
barkeit an gewisse Bedingungen geknüpft iät: vor allem müssen sie wiik- 
Uch ans dem Bedürfius des Ünkmehi» hervorgegangen sein, femer sdlen 
Iis durch EmfodAmi *mä ÜbersUMidAeU dbu VersUndnis und durch 
MamtigfMgkeÜ das Interesse des Lernenden wachrufen, und endlich können 
sie nur in der Hand eines Lehrers von Nutzen sein, der Aber Art und üm- 
fang ürrir Vtricfuditng genau Bescheid weiß. 

Solche Erwägungen haben zur Herausgabe der „Sammlung mathe- 
matischer Modelle" und der dazu gehörigen „Abhandlungen" (siehe unten) 
geflifartk 

Während die su erstrebende Einfachheit zumeist von der Auswahl des 

geometrischen Stoflfes abhängt, wird die Übersichtlichkeit durch die Art der 
Darstellung bedingt. So verdienen Modelle aus Dralit und Fäden den Vor- 
zug vor Papp- und Gipsmodellen; es "ind deshalb von den Vielflachen die 
Kauten dargestellt, und es erscheinen krumme Flächen nicht als überilächen 
Tsn Körpern, sondern als erzeugt tou überdeckenden Linien. Die dadurch 
cnmchte TÖllige Durduichtigkeit kommt dann auch der geforderten Ifonnig^ 
ülJtigkeit zugute, da ein durchsichtiges Modell, von verschiedenen Seiten 
ans betrachtet, sich in wechselnden Formen stets deutlich projiziert. 

Die größten Mannigfaltigkeiten bioton ^fodelle, die in ihren Teilen be- 
weglich sind, weil sie nicht eine, honderu unendlich viele Flachen in stetigem 
Ubergange darstellen. Es seien hier hervorgehoben die geradlinigen Flächen 
2. 0. als Fadenmodelle, dieselben Flachen als Stabmodelle (nach 0. Henrid), 
die in einer konfokalen Schar bewfglieh rind, und endlich cUe durch Drahte 
kreise dargestellten FlBdien 2. 0. mit Ereissehnitten. Die Beweglichkeit 
der genannten Fadenmodelle ist dabei nicht durch angehängte Gewichte, 
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flimdeni dnrdi glndtbMbande Fadenlftngen entelt, wlhnnd ftlr die be- 
weglichen Diahtmodelle eine eigene Gelenkverbändimg kumstniiert wnxde 

{H. Wieners geschränktes Verbindungsgelenk, D. R. 6. M.), die das Kugel- 
gelenk durch Leichtigkeit der HersteUang und durch einen unbegrenzten 
Ausschlag übertrifft. 

Der Lehre rom Projizieren, die «m meisten rar Schnluiig des An- 
sehanangSTennSgenB beitrigt, gehlSren die einfaehsten und wieder die ver- 
wickeltsten und inhaltreichsten Modelle der Sammlung an; jene (wie das 
des drehbaren Kreises oder der Sinuslinio) erläutcru dif^ ei'ifsirhfn (h^sff/f* 
der Projektion, diebe veranschaulichen die verwickelten Verhältuiäse, die beim 
Abbilden von Flachen, insbesondere bei verschwindenden und verdeokten 
Umrissen, avftrelen* Die in der FUchentheorie als wichtig erkannten 
Asymptotenlinien (Hanpttangentenlinien) erhalten hierdnrch eine allgemeinere 
Bedeutung, und die Modelle dienen so nicht nur dem geometrischen Unter- 
richt, sondern /.eif^en sich als ein allgemein bildendes Element, indem sie 
den Formensinn wecken uud zu tiben geeignet sind. 

Die „Sammlnng^ mmfaßt bis jettt 69 Ifodelle in adit Bdhen, Aub> 
fBhrlicheres sehe man weiter unten in der Bespreohnng des „Verseiehnissei^. 

Yaneldhiiis msttMvuaitiadiar Ifodella» bearbeitet von H. Wiener 
(H. Wieners Sammlung mathematisdier Modelle). Leipsig 1905, D. O. 
Teubner. 

Das „Verzeichnis" enthält von den Modellen der „Sammlung'' eiue 
systematische Aufzählung und neben den Angaben über Art der Herstellung, 
Gfröfie und Preis eine kurse, durdi viele Figuren unterstatste Besdureibung, 
sowie Bemerkongen Aber ihre Handhabung. Außerdem gibt es Wissenschaft* 

liehe ErlfSuterungen, die für die fünf ersten HHihen Icürxer jypfaßt sind, da 
hier die „Abhandlungen"' das Nötige bieten, die aber ausführlicher auf die 
Theorie der Kreisschnitte der Flächen 2. 0. und auf die Dreh- und Schrauben- 
flftohen (insbesondere die Asymptotoilinien der letsteren) eingehen, und die 
schließlich auf eine neue Ableitung der Singalaritlten der Raumkurven hin- 
weisen. Das Verzeichnis wird auf Verlangen von der Verlagsbuchhandlung 
B. G. Tenliner in Leipzip. Toststr. kostent'r^'i znj^esandt. 

Näheres über dieae Modelle entnehme mau aua der folgenden Übersicht: 



H* 'Wieners Sammlung mathematischer MoieUe« 

69 Modelle mit allem Zubehör JC 1900.— 
Daraus: Ebene Gebilde. 

L Beihe. 7 Dtahtmodelle inm Frojisieren. JC 66. — 

Daraua einzeln: 

1. Quadrat JL 6.— 12. RechtwinkHligf Hyperbel. 

2. Itegelmäßigea Fünfeck. . „ 9. — Dazu Drehkopt' 
8. Re^lmäßigea Sechaeok . „ 7.— 

11. Kreia mit Quadrat . . . „ 10. — 
DazuDrehachacmitDrebkopf „ 8.50 



13. Parabel 
21. Sinualinie 



JC 16 — 

„ 2.40 

>» 7.60 

„ 7.50 



Ebenfläcbige Kaumgebilde. 
H Beihe. 6 Drahtmodelle der regelmUigen Vielflache. JC 60.— 

Daraus einzeln: 



101 Tetraeder 
102. Würfel. 
106. Oktaeder 



7.— 
„ 11- 



l(U. Dodekaeder 
1U5. Ikosaeder. 



16. 
„ 16. 
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III. Reibe. 6 DrahtmodeUe mit Fäden: Höhere regelmäßige Vieläache. Regel« 
miBige iftumltelie YklstiAlileii. JL 
DwiiiiB einzeln: 

114. Ikosaeder mit Dodekaeder JIL 24.— 
116. R^teI]itiftiimL86<totmlil 12.— 
116 nc^elm.xfti]iiil.F8iilk6]iii- 

20.- 



111. Wäzfel mit 2 Tetr. and 

Okt JL 1«.— 

III Dodekaedermit;') Würfeln „ 20.*- 
III DodekMdermitlfiokaeder 24. — 



strahl 

FliirliPn 2 Orilnunpf. 

IV. Keihe. 6 DrahtmodeUe der Flächen 2. U. in Haaptachnitten. JC 90.— 

Darana emadn: 

401. Kugel (vgl 407,711.66016) JL 10.— 404. F'.inöchaliges Hyperboloid JL 20.— 

402 Ellip.-ioid „ 10.— 405, Elliptisches Paraboloid . ^ 8.— 

403. Zweischal. Hyperboloid . „ 20.— I 406. Hyperbol. Paraboloid . „ 28.— 

T. Reihe. 6 bewegliche Modelle der RegelAächen 2. 0. JL 210.— 

• Daraus einzeln: 

b) Stabmodelld: 



a) FadenmodoUe : 

411. Bewegliches einscbaliges 
Dreh-Hyperboloid . . . 

412. Bewegliches hyperboli« 
fchea Paraboloid. . . . 



421. Bewegliches einschaliges 
JL 35.— Hyperboloid JL 36. — 

422. Dieselbe aneh nun Um- 

4&. — stülpen ^ 25,— 

423. Bewegliches einschaliges 
Dreh-Hyperboloid . . . ,» 86. — 

424. Beweglichem hyperboU* 
sches Furabüloid . . . „ w'i. — 

VI. Keihe. 6 bewegliche Drahtmodelle dex Flächen 2. 0. in Kreiaschnitten. 

JL 266.— 
Daraus einseln: 

JL 42.— 429. Bewegl. Kegel (doppelt). JL 48.— 

42.— 430. Bewegl. ellipt. Zylinder. „ 40.— 
Nr. 427, 42H, 429, gemeSneam 

Tjeweglich „ 125. — 



42.'). Bewegl. EUipsoid . . . 

426. Bewegl. ellipt. Paraboloid 

427. BeweffL eiiiachal. Hyper- 
boloid 

420. BeweffL zweischal. Hyper- 
boloid 



»» 



42.— 
42.— 



429 a. Bewegl. Kegel (einfach) 



24.— 



Dreb' und Sehranbenfl&eben. 
Vn. Reibe. 6 Drahtmodelle von Dreh- und Schraabenfl&oben. JL, 626.— 

Mit EinschluB von 512 a .iL 686.— 

Darauri eiti^ielQ: 

407. Kugel mitParallelkieiaeii JL 18.— 1 514. Sebiefe geaebloes. Regel- 

„ 60. — I Schraubenfläche . . . 175. — 



501. Ereisring 

m. Dxne 

511 WendeUOelie . . . . 
512». Anaeobnitt der vorigen. 



« 55.- 
„ 100.— 
« 10.- 



515. Sohiauben-Röhrenfläche . „ 120.— 
Galgen für dia beiden leisten 

Modelle „ liftO 



Raumkurven. 

THI. Reihe. 16 FadenmodeUe der Singularitftten von Raumlcnrren. JL 660. — 

Daraus je 4 Modelle: ' Einzeln: 



Nr. i»2l 822j323 324,326 826 327,328 je ^ÄL 40.— 



Nr 321. 822, 823, 824 zus. JL löü.— 
Nr HJj. 32»), 327, 328 „ „ 165.— 
Nr. 329, 330, 331, 332 „ „ 175.— Nr. l829ijtö0|a&l|aS2 383i884t5S5imi je „ 45.— 
Sr 333, 334, 330, 33Ü „175.— ' « I l I « i l > J 

Abhandlnngen zur Sammlimg mathematischer Modelle, heraus- 
gegeben von Hcrniaun Wiener, lu zwanglosen Heften. 1. Hell (unter 
der Presse). Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Inhalt: Abhandlungen von H. Wiener. Vorbemerkung. Nr. 1. Über ma- 

tlipraaH«rhe Modelle und ihre Verwendung im Unterricht. Nr. 2. Zur Projektion 
«iuiger ebenen Figuren. Nr. 3. Die ö regelmäßigen Vielflacbe P lato na, ß«gel- 
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mäßigkeit in einer Gruppe. Xr. 4. Regelmäßige Yiektrahlen and geschloesMie 
Spiegelsysteme. Nr. 5. Die regelmäßigen Vielflache fPlatons, Keplers und 
Poinsots), abgeleitet ans ihrer Gmppe. Nr. G. Wie Böllen Flächen, inBlteRondere 
die der 2. 0., >,'»>/.fi<hnet werden? Nr. 7. Über Flächen '2. (> ■. I. Reelle und 
ideelle Achsen und iScheitel der Fliiehen 2. 0. Ima^nnäre Fliiclien. Ii. Erzeugung 
der Kurven und Flücheu 2. 0. im Gebiet der aflinen Abbilduuf^'en. Nr. 8. Be- 
wegliehe Fadenmodelle der Regelflächen 2. O. mit gleichbleibeudeii Padenlängen. 
Nr. 9. Bewegliche Stabmodelie zur Übeifühning einer Fläche 2. O. in konfokale 
Flächen. 

Die „AbbandluDgen" geben ztmächst dem Lehrer alles das an die Hand, 

was zum erfolgreichen Gebrauch der Modelle nötig ist: Anleitangen zur 
Handhabung und Hinweise auf die Verwendbarkeit im Cntcrricht, auf die- 
jenigen mathematischen SätzOf die durch sie erläutert werden können, und 
auf die einschlägige Litexatur. Aufietdem bieten adton die einft^heren der 
Modelle Anla0 au «genen Untersuclinngen. Der Begriff der Abbildungen 
und ihrer Gnqp]>en, der neuerdings immer mehr in den Vordergrund geo- 
metrischer Betrachtungen tritt, wird (in Nr. 5) zu Huer neuen Ableitung 
der rogelmüßigeu Vielflaehe benützt, wobei sich die zwei letzten Platon- 
ischen und die vier höheren regelmäßigen Yielfl&cho (abgesehen von der 
dualen Zuordnung) bo in Paare ordnen, daß die beiden Vielfladie eines 
Paares einheitlich und ^rruppentheoretisrli nicht unterscheidbar auftreten. 
Auch üh(T Flüelicii (). waren längere Ausführnntren (Abb. Nr. 7) niiti^. 
um darauf hiniiuwei&eu, daß die Darstelhui^ mittels der Hauptschnitte, wie 
in der analytischen, so auch in der reiu geometrischen Einführung die ge- 
eignetste sei; freilich mu6 man sieb dann toü dem Tielfaoh ermfldenden 
Formalisnms der projektiven Greometrie frw machen und die affine Ab- 
bildung ;ils Grundlage wählen, die vermöge ihrer Anschaulichkeit das Wesent- 
liche besser hervortreten läßt. Man gelangt so zu einer elementaren Theorie 
dieser Flächen, die zugleich einfache Konstruktionen ihrer Punkte und Be- 
rBhrebeoen lief^. 

So sollen die Abhandinngen vrie die ^lodelle selbst, dem anschaulichen 
Denken immer mehr Einfranr^ yprschaffen helfen, aber über dies liinau'^ auf 
scharte L.'e<»nietrisr)ie Bt gritlsbilduug und Anwendung zweckentsprechender und 
reiner Methoden hinweisen. 
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Kewton die GrandlAge für eine mathmnatisdie Thmrie d«r Bewegongs- 

erschcinungen geschaffen war. Es ist bekannt, daB Newton selbst die 
Optik in Gestalt der Emissioustheorip als einen Zwei" dor Mechanik be- 
bandelt hat, und wenn auch später diese Theorie 2ugimstca der Undulations- 
theone aufgegeben werden niuüte, su verstand man doch auch die letztere 
znitidist rein medumisoli, indem man eich den Afher wie eine elastiMlie 
Flüssigkeit schwingend vorstellte. Eine Neubelebung erfuhr die mechanisti- 
sche Yorstellungsweise, als mit dor Entdefkung des Energiogosetzes die 
erkannte Äquivalenz von Wärme und Arbeit r!ie Vermutung nahe legte, 
daß die Wärme eine reine Bewegimgserscbemuiig und die Temperatur eines 
Körpers dvrdi die lebendige Kreft der unregelmäßig bewegten Holekttle m 
messen sei. Aber nur in der kinetischen Gastheorie, deren Hypothesen so 
besonders einfath sind, ist eine solche ZorückfUhrang der thermischen Vor- 
gänge auf mechanische bis zu einem gewissen Grade gelungen, bei den 
festen Körpern und den Flüssigkeiten ist sie bisher noch in ziemlich unvoU- 
konimenen Anfängen stecken geblielien. 

Die Schwierigkeiten, die sich der exakten Durchführung der Molekular- 
hypotbeso entgegenstellen, sind von zweierlei Art. Einmal entsteht die 
physikalische l^Vage: wie sollen wir uns die Beschaffenheit der kleinsten 
materiellen Teile vorstellen und welche Wirkuugsgesetze den zwischen ihnen 
wuicendeii Kiftften zoschreiben, um einen bMtimniten Ansats für die Bech- 
nang ro gewinnen? Es ist klar, daft wir uns hier mit ziemlidi rohoi 
Annäherungen, mit unvollkommenen Bildern begnügen können, sofern nur 
zu erwarten steht, daß die hierbei begangenen Fehler ohne wej^entlichen 
EinÜuß auf die Ges&mterscheinung sein werden. So begnügt man sich in 
der Gasthmrie meist mit der Yontollimg elastischer Stöße swiscben nnftoh 
geformten fwten KOrpwn in der Annahme, daß das wahre Wirkungsgesets 
der zwischen den Molekülen wirkenden Kräfte bei der kurzen Dauer der 
Einwirkung nur unwesentlich in Betracht kommen werde. Aber jetzt be- 
ginnt eine weitere, die mathematische Aufgabe, auf Grund unserer physi- 
kalischen Hypothesen die zusammengesetzten Vorgänge zu beredmen, die in 
den gesamten Molekfllsystumen, d. h. in den unserer B«obaditnng sagtagHcben 
Körpern unter den gemachten Annahmen stattfinden wüi-denj damit wir in 
der Lage sind, die so berechneten Vorgänge mit der Erfahrung zu vergleicVien 
und daraus Rückschlüsse auf die Berechtigung unserer Annahmen zu ziehen. 
Bedenkt man nun, welche außerordentlichen Schwierigkeiten schon der ein- 
fache Fall der drei nach dem Newtonseben Gesetze bewegten Himmels- 
körper den Astronomen bietet, so erscheint es fast vermessen, die Bewegungs- 
vorgänge in einem aus vielen Billionen von Molekülen zusammenge»;etzten 
Systeme bereehnen zu wollen. Doch aucii hier bietet sich eine bedeutende 
Erleichterung. Es ist ja weder uütw«'Ddig noch auch wünschenswert, den 
Weg jedes einzelnen Teilchens zn Terfolgen, sondern es genügt, die in 
ihrer Gesamtheit geltenden Gesctzmiißigfcdteii an erforsdien. Wir braueben 
weder den genauen .\nfangszustand zu kennen, der uns durch messeiido 
Bcobaclituug doch niemals gegeben wenlen kann, Jioch aucli den genauen End- 
zustand zu berechnen. Vieiraehr kumiut es uur daraui au, aus eiuem uur iu ganz 
rohen Umrissen bestimmten Anfangszostande auf das Eintreten eines ebenso 
roh bestimmten Endzustandes zu schließen und dabei von allen singulären 
und wegen ihrer relativen Kleinheit und Seltenheit in der großen Masse 
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TenchwindMaden EinzelTorgSogeii abtuseheB. Hau muß ndt einem Worte 

die Mechanik der Molekfile nicht individuell sondern statistitth botrnb«!!. 
Nicht dit' Tiewegung cirif's iin/A-liun Teilchens ist zu bestimmen, sondern 
die VeriinderuDg gewisser Funktionen, die von unzählig vielen .solchen Teil- 
chen abhängen, und auch hier nur die durchschnittliche oder wahrscheinliche 
Änderung für alle mKgUchen mit dem beobachtbaren physikaliscbeD Anfangs- 
instande vertrftgliohen Positionen. Bei dieser statistischen Betrachtungsweise 
ist auch anzunehmen, daß unsere Hypothesen üher Gestalt und I^eschatTenheit 
der Moleküle und ihre Wirkungsgesetze nur teilweise zum Ausdruck kommen 
und daß spez.iellere Vorstellungen für die Beantwortung vieler Fragen sich 
als nnnütig erweisen. Freilicb mflssen Grondligen nnd Methoden dieser 
^statistisohen Medhanik" zuerst bekannt sein, es muß möglich sein, ohne 
willkürliche und zweifelhafte Hypothesen die Massenerscheinungen in mecha- 
nischen Systemen mit sehr viel Freiheitsgraden unter Beschränkung auf 
eine plausible Wahrscheinlichkeit ebenso sicher zu bestimmen \de vermöge 
der reinen Mechanik die Vorgänge in einem eiiiselnen System mit einer 
beeohrlnkten Zahl yon Fireiheitegraden» 

Solcher Methoden hat man sich natürlich in der Gastheorie immer be- 
dient. Aber die Art und Weise, wie man die in allen Richtunpren durch- 
einander fliegenden Moleküle durch Gruppen von mittlerer Beschatlenheit 
ersetcte, wie man die Verteilung der Geschwindigkeiten nach dem Maxwell- 
sdien Gesetie zu begrOnden und die Wahrsdieinliehkeitsreehnung auf die 
mittlere ATiaalil und den Effekt der ZusamnuntttOße anzuwenden suchte, 
war nicht immer ein wandsfrei. Auch bezogen sich alle diese Methoden 
meist auf den speziellen nur in der Gastheorie vorliegenden Fall eines 
Systems von geradlinig bewegten Teilchen und waren somit auf die Theorie 
der Flfissigkeitm nnd festsn KOrper nidit ohne weiteres anwendbar. Es 
besteht also gewiß ein Bedflrfiiis, die Grundlagen dw statistischen Mechanik 
unabhüngig von ihrem Anwpndun]?'Rgel)iet^? anf streng mathematischer Grund- 
lage zu entwickeln, und dies ist eben die Autgabe, die der jüngst ver- 
storbene große amerikanische Physiker sich in seinem hier vorliegenden letzten 
Werke gesteUt hat, am hiermit der kinetischen Theorie einen &hnliohen Dienst 
TO leisten, wie er ihn in seinen grundlegenden „Thermodynamischen Studien** 
der phänomenologischen Thermochemie erwiesen hat. Das heluindelte Problem 
bietet in neuester Zeit noch ein erhöhtos Tntoresse: seitdem m:\n liegonncn hat. 
auch die Elektrizität atomistisch auf/uta£>sen, wird mau aucii in der Theorie 
der bewegten „Elektronen" statistische Methoden nicht entbehren kOnnen. 

Ebenso wenig wie Maxwell') hei der Untersnchnng der intramole- 
kularen Bewegung legt Gibbs seiner Theorie eine speziellere Molokular- 
vor^tellting zugrunde, sondern ausschließlich die allgemeine Form der 
dynamischen Gleichungen, welche für ein System von n Freiheitsgraden 
unter der Einwirkung von inneren Potentialkdlften in der Hamiltonschen 
Form geschrieben werden kdnnen: 

W dt dpr ^* dt rq,' 

wo g^, ... dio Koordinaten, p^. p., ■ . . die Tmiiulse fmoineuta) 
und f die Gesamtenergie des Systemes bedeutet. Die Koordinaten für sich 

1) Maxwell, Osmbr. Ttans. 19 (1879), p. 647; Fapers S, p. 718. 
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bestimmen die Konfiguration, die Tmpulsp den GesohwindigkeitszustÄnd, 
beide zuä&mmen die „Phaae^' des Systems für eiueu variableu Zeitpunkt t. 
Durch die Aafangsphue zur Zeit fo ist mm die Phase zn jed^ anderen 
2at t und damit die ganze Bewegung des Systems rollstindig bestimmt. 

UBt man also die Anfangsphase variieren innerhalb eines gewissen 2n- 

dimensionalen Oe^if^fps^ (^q, so variiei-t uuch die Phase 7ä\v Zeit /j innerhalb 
eines entsprechenden Gebietes fii, und nach einem bekannten Satze von 

LiouTille hat das 2Mibfihe Integral . - J*äpi.,dp^äqi*,äq^f das von 

dar Wahl des Kowdinateosystemes vnabhSngig ist uid als „Phasenausr 
dehnong" (eztension-in-phase) bezeichnet wird, tüi beide Gebiet« ff^ und 
denselben Wert, d. h. es ist für bewegte Systeme in der Zeit konstant. 
Dieser Sit« wird bezeichnet als der „Satz von der Erhaltimr^ der Phasen- 
aasd' hnung" und ist für alles Folgende von ^'rundlpgender Bedeutun<T. 
Anstatt eines einfachen äystemes denken wir uns eine große Zahl von 
Systemen mit Terschiedenen Anfaug&phasen in der Weise verteilt , daß der 
Qiiotient ans der Anzahl der Systsme, die sidi innerhalb eines Gebietes g be- 
finden, durch die Ausdehnung dieses Gebietes bei entsprechender Verkleinerung 
einer Grenze I) zustrebt, die im allgemeinen eine Funktion der Phase (/), q) 
ist und als „Phasendicht«" (densitr-in-phase) bezeichnet winl. Der Quotient P 
dieser Pbasendichte dureh di»» Anzahl N aller ttberhaujit betrachteten 
Systeme heißt der „Wahrschemliciikeitskoeffizient'' (^coetücient üf probality), 
fkflBsn natOrliofaer Logarithmus i} ist der „Wahzseheinlicbkeitsezponan^ 
(index of probality), nnd der Ausdruck Pdpi . . dq^ ^ ^ dp^ . , dq^ stellt 
den Wert der Wahrscheinlichlveit dar, daß ein gegebenes System nch 
z^\ischen ilen durch das Dififerentialprodukt angedeuteten Phasengrenzen 
betindft. Denken wir uns nun ein beliebiges System f^deichzeitig mit den 
anderen Systernen, die von benachliarten Phasen ausgehen, gemäß den Be- 
wegungsgleiehuugen verändert, so muß dabei mit der Phasenausdehnung 
«od der Anzahl der Systeme auch die Fhasendichte D und daher auch P 
mid 1) nngrtbidert bleiben, bt also die Phasendichte zn einer beUebigen 
Zeit t als Funktion der Phase (p, q) gegeben, so ist für die betrachtete 
fOpsamtheit" (ensemble) die „Phasen Verteilung" (distribution-in-plmsf^ ) für 
jede andere Zeit t bestimmt vermöge der partiellen Differentialgleichung 

ofler 

'^^Kdpt dqi dqidpj' 

die sk die „Grandgleichung der statistischen Mechanik** bezeichnet werden 

ksoiL Her bedeutet -^y oder genauer (^^^ j die zeitliche VerSnderung 

TOQ D für konstante g, d. h. an einer bestimmten Stelle des Phasen- 
rsomes. Die Fhasendichte bleibt an jeder Stelle (jp, q) ungeändert: 

I j^J -»0, wenn die rechte Seite der letzten Gleichuug verschwindet, 

nnd in diesem Falle sagen wir, unsere Gesamtheit sei in „statistischem 
Gleichgewicht" (Statistical equilibrium). Dies wird insbesoiidi-re dann ein- 
treten, wenu die Phasendichte kou^staut oder eine Funktion der Gesamt- 
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«neigte ist Ob eine Gesamtiieit in statistiacbem Gleicbgewichfe iit oder 
nicht, hangt demnach nicht Ton der Beschaffenheit der einxelnen Sjiteme 

seihet ah, sondern ledi^ch von der willkürlich angenommenen anfftngllohen 

Phasen vprtr^ilung, d. h. von der Anzahl der Systeme, d^e wir von jedem 
Phasenolcment aus ihre Bewegung benimien lassen. Die in einem einzelnen 
Systeme stattfindenden Vorgänge sind daher ganz unabhängig davon, ob das 
betrachtete System einer in statistischem Gleichgewichte stehenden Gesamthnt 
angeh&rt odw nicht. Zar Erleichterung der meisten üntersoohungen wird 
es sweckm&ßig sein, Verteilungen in statistischem Gleichgewichte TorsagB- 
weise zu betrachten, und es bietet sich eine weitere Vereinfachung, wenn 
wir die Phasendichte l^ontinuierlich nach 0 abnehmen lassen, während die 
Koordinaten und Impulse P ins Unendliche wachsen. B»ndpu Forderungen 
genügt eine Verteilung, in welcher der Wahrschciniichkeitsexponent eine 
lineare Funktion der Energie ist: ^ 

f^^logP=,^t:^* oder P — = c"^«" , 

wo i|< und 0 Konstanten sind und als Funktion von $ so zu hestimmen 
ist, daft die Gesamtwahrscheinlichkeit, d. h« das Integral 

./' — « 

* rfi>, . . dq^ , 

über alle möglichen Phasen his ins Fnendlicho erstreckt, den Wert 1 hat 
Eine solche Verteilung bezeichnet Gibbs als eine „kanonische" und be- 
schränkt seine weiteren Untersuchungen zumeist auf solche Gesamtheiten. 
Die Analogie «ner hanonisehen Vorteilung mit dem Maxwellschen Ter> 
teilungsgesetze in der Gastheorie ist unmittelbar einleuchtend, nur handelt 
es sich hier nicht um verschiedene Teilchen desselben Systems, sondern um 
lauter voneinander unabhängige Systeme. Speziell für solche kanonischen 
Verteilungen werden nun „Durchschnittswerte^ d. h. Integrale der Form 

..lue ® dp^ . . dq^ 

für ver<:chiedene Phasenfuuktiuuen n sowie ihre ,, mittleren Fehler'" d, h. ihre 
durchschnittlichen Abweichungen vom Durchschnittswerte berechnet 

Die für eine kanomadie Verteilung chamkteristische Konstante, den 
„Verteilangsmodttl" 0, betrachtet Qibbs in seiner Analogie mit der Tem- 
peratur eines thennischen Systems. Werden nämlich zwei kanonische Ge- 
samtheiten zu einer dritten Gesamtheit in der Weise vereinigt, daß der 
WnhrschpinlifhkeitRkoeffiziont des Gesamtsystems durch das Produkt PjPj 
der briden gegebenen Koettizienten für dieselbe Phase dargesttdlt wird, so 
ist die entstehende Gesamtheit wieder eine kanonische, also in statiütischem 
Gleichgewichte, wenn die Verteilungsmoduln 0, und der baden Geismt* 
heiten gleidi sind, ebenso wie iwei thermisdie Systeme nur dann miteinander 
im Gleichgewichte sein können, wenn ihre Temperaturen gleich sind. Denkt 
man sich femer den Veileilungsmodul 0 einer kanonischen Gesamthtit 
varüt it, bptrnfhtnt also eine kontinuierliche Schar solcher Gesamtheiten mit 
verschiedenen Moduln, so ändert sich auch 1/7 und ergibt für die Durchschnitts* 
werte £ und i] der Energie und des Wahrscheinlichkeitsexponenten die 
Beziehung . 1^ _ t _ 
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Werden gleichzeitig auch die f,äußeren Koordinaten^^ verändert, d. h. die 
Parameter o^, o,, . . ., welche in dem Aasdmcke « der Gesamtenergie 
•ifier den Koordioatoi und Impnlsen p, g als Vwlnderliohe auftreten, 
lodiB sie Ittr alle Systeme einer einzigen Oosamtheit dieselben Werte, fttr 

jede veränderte Gessmtlieit aber andere Werte habt'ti, so kommen noch 
weitore Glieder hinza, welche die Durchschnittswerte der ,|ftaBerea Krttfte*^ 

Ä.^ — S^- . — . ^ , . darstellen und mit iL, Am, . • . bezeichnet 

werden mOgen, und wir erhalten die Formefai 

= ijd$ — Aida^ — Ä^da^ — ••• 

oder wegen dt^ — d t — d(Oti) schließlich 

(114) dl — - Odii — Ä^^dOi — vljf/rij — . . . 

ganz analog der Differentialbeziehung des zweiten Hauptsatzes, wenn B der 
Temperatur, t der Energie und ^ der negativen Entropie entspricht. Diese 
Analogie bleibt aber rein äuBerÜch und kann ans keine Aufklärung Ober 
den meehaniscben Charakter der themiodTnaniisoben Gleichung bieten. Denn 
die GrSfie y), der Durchschnittswert des WahrscbeinlicbkeitsecqMnenten, ist 
gar keine Eigenschaft der einzelnen mechanischen Systeme, auch keine 
durchsi hnittHehc Eigenschaft, welche das allen Gemeinsame oder Vorwiegende 
zum Aufdruck bringen könnte, sondern sie hSngt wie der Wahrscbeinlich- 
keitsexponent selbst ausschließlich von der willkürlichen anülnglichen Phasen- 
TMtolung ab, wibrend die Entropie eines Systems do(di immer durdi die 
Nator dieses einaelnen Systems selbst bestimmt snn mnfi. Ebensowenig 
kann das Glied Odri im eigentlichen Sinne die übergehende Wärme reprä- 
sentieren, da es sieb lediglich auf eine Veränderung der Pbasenverteilung, 
auf den Übergang zu einer neuen ( Jesamtboit, gar nicht auf eine Wechsel- 
wirkung der Systeme mit der Auüonwelt bezieht. Will man in einwand^- 
freier Weise die Eigeuäübuften eine«» mecbauiscben Syätemä ätatistiscb 
vntRsncbea, so mnfi man immer die Geeamiheit beibehalten nnd nur inner- 
halb dieser Gesamtheit die Isdenmgen der Dnrehsohnittswerte bestimmen. 
Dtrnn das einzelne System in seinem durchschnittlichen oder wahrschein- 
lichen Verhalten, nicht eine zwischen solchen Systemen %\illkürlieh festgesetzte 
Beziehung sollte doch das mechanische Analogou eines physikalisch ver- 
Iflderten Naturkörpers darstellen. 

Im 10. Kapitel untersucht der Verfasser eine andere Analogie mit 
BOfe der „mikrokanoniscben Phaamiverteilung", d. k. einer PhasenTerteUang, 
in weicher alle Systeme die gleiche Energie haben, und die auch als ein 
OmufsU einer kanonisohen Gesamtheit aufgefaßt werden kann, indem man 

d«n Ansdrack i| » 6 — fOr sehr große Werte ron o als Wahr- 

tiMilicbkeitsexponenten ansetst Jedem Energiewerte e entqpricbt nun 
ein bestimmter Wert des im 8. Kapitel eingefllbxten Integrales 

erstreckt Aber alle Phasen mit einer Energie <e. Somit ist T", die Pha^en- 
aoadehnung unter einer Energiegrenze c, sowie auch der abgeleitete Wert 

9"* log — eine Funktion Ton $ und den äußeren Koordinaten Oj, . 
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also koBBtftttt in jeder mikrokaiiolUlohtn Geramtheit Beniebnet nuui mm 

mit -^■i^ ^isw. die in der mikrokaooitischen Gesamtheit genommenetl 

Diirchscbnittswerte der äuBeren Kräfte, so gelangt man lu der Gleichung 

(418) ds-^e-^'Fdlogr — J^l.da, -iiTl.da, , 



welohe wieder der Glridrang des zweiten thetmodynamischen Hanpsaties 
entspxieht, wenn e~9V ^ F/^- die Temperator nnd logF die Entropie 



repiisentiert Diese xweite Analogie wtsprii^t nun schmi sehr viel 
einem wirklichen Naturvorgange, da alle hisr Torkommenden GrOfien wirk- 
liche Eigenschaften der einzelnen Systeme sind, bestimmt durch den Aus- 
dmck, welcher die Energie als Funktion der äußeren und inneren Koordinaten 
und der Impulse darstellt Bezeichnet man femer mit die kinetische 
Energie des Systems, so gilt flir ihren Duxehsehmttswert in der mikro- 
kanonischen Geeamfheit die Besiehnng 

(^"V 

es wird also wie in der kinetischi^n Oastheorie die lebendige Kraft der 
bewegten Teilchen ein Analogon der Temperatur. Dagegen gilt £&r solche 
mikrokanottiscihai Gesamllittten nicht allgemein das Analogon des Satses, 
daß iwei Körpw von gleidier Temperatur yereinigt wieder ein System von 

derselben Temperatur ergeben. 

Einen wesentlichpn Restandteil der Tlieorif bildet das 12. Kapitel, in 
welchem die Bewegung der Sy8t«me und Gesamtheiten in langen Zeiten 
nntersncht wird. Ans dem Gesetze von der Erhaltung der Phasenauadehnung 
wird der Sats von Poinoar^ hergeleitet, daß ein innerhalb endlidher 
Grenzen eingeaddossenes und sich selbst überlassenes, nur den Hamilton- 
sehen Gleichungen folgeudes mechanischos System im Poissonscben Sinne 
stabil ist. Betrachten wir nämlich ein beliebig kleuies Gebiet g von 
Anfangsphasen von endlicher Phasenausdehnung, so wird wenigstens ein 
Teil, sqgar der grOßto dieser Phasen na«^ Ablauf einer beliehig langen 
Zeit T, wenn auch nicht genau in die Anfangsphase, so doch in dasselbe 
Gebiet znri^ckkehren , die Bowrcrun^ wird also für den tibemiegenden 
Teil der Phasen einen quabiperiudibcben Charakter luibtn. Somit steht 
nicht zu erwarten, daß sich bei Bewegungen dieser Art eine Tendenz nach 
irgend einem Endrastande geltend madien werde. Gleichwohl versndit der 
Verfasser ein solches Verhalten wenigstens wahrscheinlich, plausibel zu 
machen, inicm or seinen (ipsamtbeiten, sofern sio nicht schon in statistischem 
Gleichgewichte sind, eine Tendenz nach «incni Endzustände statistischen 
Gleicbgewichti^s zuschreiben möchte. Für den Jr'all des statistischen Gleich- 
gewichtes ist nnn, wie im elften Kapitel gezeigt wird, der durchschnitt- 
liche Wahrscheinlichkeitsex])oncnt ^ kleiner ids bei jeder anderen Verieilnng. 
Es müßte sich also der Wert 7; mit nnbpcrrcnzt wachsender Zeit seiner 
unteren Cren/u i/q beliebig näliern. \)vm gegenüber steht aber die Tat- 
sache, datt der Wahrscheinlichkeit^cxponent, welcher der jeweiligen Phase 
eines bewegton Systemes entspricht, nnd damit anch der mittlere Wabr- 
soheinlichkeitsexponent der ganzen Gesamtheit auf Grund des Gesetzes 
von der Erhaltung der Phasendichte von der Zeit unabhängig, eine Kon- 
stante ist. Hier sucht sich nun der Verfasser durch Umdeutung und Aua- 
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logie zn helfen. Er denkt sich in einagn gescUoSBaien Baun xwei niehi- 

diffundierbare inkompressible Flüssigkeiten von gleicher hydrodynamischer 
Beschaffenheit, eine gefärbte und rine ungerärbte, durcheinander gerührt. 
Dann wird nach einiger Zeit, im allgemeinen wunigsteos, eine nahezu 
homogene Jftschang entsteiheii, obwohl jedes Flfissigkeitateildien nach wie 
TW «itweder der dnen oder der andeiMi CTteaigkeit angehören mn0, die 
Diiditiglieit des Farbstoffes also in jedem kleinsten Teilehen, dieselbe ge- 
blieben ist. Das mittlere Quadrat diet^er Dichte, das im Falle wahrer 
Homogenität »eiuuu Minimalwert annehmen müßte, wird al^ dai^selbe bein 
wie am Anfang, wenn die Dichte in jedem Augenblicke du»h unbegrenzte 
V«rkleinerang des Yolnmenelementes bestimmt wird. Bere<^net man da- 
gegen die mittlere IMchte ftr «idliche wenn auch heliehig kleine Volumen- 
plrmfTit»-, die nach einer gewissen Zeit eine prroße Men<re verschiedenartiger 
Flüssigkeitsteilcheo enthalten werden, so erscheint die so bestimmte Dichte 
im Endzustande nahezu homogun, und ihr mittleres Quadrat hat gegen den 
Anfiuigszustand abgenommen. In analoger Weise glaubt der Verfasser 
durch Vertauschung der beiden Grenzübei]^nge der Folgerung von der 
Konstanz des mittleren "WalirsuheiulichkeitseTponenten entgehen zu können, 
indem er uuht ohne Bereelitigung der betrachteten Bcwegimg in dem Sinne 
„Instabilität" zuschreibt, daß im ailgemeinen anfangs benachbarte Phasen sich 
im Lanfe der Zeit immer weiter voneinandm' entfernen und anfangs ge- 
trennte sieh nShem werden. Diese Analogie ist aber iirefHhreDd. In dem 
vorliegenden Beispiele liandelt es sich wesentlich um einen Gegensats 
zwi'^'-lien kontinuierlicher \ind dislcontinnierlicher Dichtiakeitsverteilung. Eine 
aniaugs vorhandene Diskoutmuitiitsflücht» vuu beäciirauktcr Ausdehnung 
wird durch fortgesetzte Bewegung in eine sehwammartig verwickelte Flüche 
von ungeheurer Ausdehnung auseinaoder gezogen und über den ganien 
Baum verbreitet, sodaß jeder nicht allzu kleine Raumteil schroffe Übergänge 
von der einen in die andere Flüssigkeit in sich enthält, seine mittlere 
Dichtigkeit aber von der des benachbarten nur unbedeutend abweicht. Es 
wird also durch das Umrühren die Inhomogenitftt ans dem Qrofien ins 
Kleine flbertragen, irthrend ihre durch das mittlere Quadrat der Farbstoff- 
dichte gemessene Gesamtgröße ungeSuderi bleibt. Von einem solchen Gegen- 
satz zwischen kontinuierlichen und diskontinuierlichen DiehtigkeitsUnderungen 
ist aber bei den von Gibbs betrachteten Gesamtheiten durchaus nicht die 
Bede. Vielmehr wird die Fbasendiehte von vornherein als eine stetig» 
Funktion des Ortes im Phasemwime avfgefafit, und es liegt kein Grund 
vor, anzunehmen, daß sie in den kleinsten Teilchen immer inhomogener 
werden sollte, um in den gr(5ßeren Teilen im Mittel homogener werden zu 
können. Daß sich der Verfasser jede Phasen au sdehnung bei der Ursprünge 
liehen EinfO^hrung der Phasendichte nicht stetig sondern dwdi eine endliche 
wenn auch sehr große Zahl von Byvtemen erfBllt denkt, tut nichts sur 
Sache, da dies an&ngs w> gut wie apiter gelten müßte, seine Formeln 
wenigstens haben es nur mit einer im allgemeinen stetigen Phasenverteilung 
zu tun. Aus der oben zitierten (Irundgleichung (21 ) der statistischen Mechanik 

folgt mathematisch streng, daß auch i) » log ^ der Differentialgleichung 
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und daher f . . fij(lj\ dq^ eine Bewegungsinvariante ist, d. h. ij = const., 
und dies gilt ganz unabhängig vom Koordinaten Hv.slem, mag man die 
Yolumenelemente ursprünglich größer oder kleiner wählen, die Pha^endichk 
durdi dan einen oder den anderen Orenxftbergang bestimmen. 

Wire es aber andi gelungen, dureb geeignete ürndeutung des Didi%> 
keltsbegriffes das gewünschte Resultat am endelen, so sttnde es doflb jeden- 
falls im Widerspruche mit den anfangs gegebenen Onmdgloichungen, d. h. 
mit der gesamten vorher entwickelten Theorie. Man müßte geradezu von 
vorn anfangen und eine neue Theorie begründen, in welcher der Satz von 
der Herstellung des statistischen Gleichgewichtes gelten könnte. Gans un- 
statthaft ist es aber« wie der Yerfksser es im folgenden Kapitel tut, FonnelD 
der alten und der neuen Tluorio zn kombinieren, indem er z. B. in (462) die 
Annahme ^^'^ ^ zu den Folgerungen aus früheren Entwicklungen hiazit- 
fügt. Mit widersprechenden Voraussetzungen kann man freilich alles be- 
weisen, was man will, beweist aber damit in Wirklichkeit nur die ün- 
zulässigkeit eines sülcheu Verfahrens. Aber noch ein Weiteres hätte ich 
gegen ^e Formel (462) einmwenden. Angenommen selbst, es wire be- 
wiesen, daB 1} mit der Zeit seinem Minimalwerte snstrebte, so mftfite dies^ 
wie der Verfasser selbst zugibt (Gibbs, p. 150, deutsche Bearbeitung 
S. 153) fllr al>nehiin'n(l(> Zeiltm ebenso gut gj'Hen wie für wachsende, und die 
Grenzwerte fiir / ^ und für / = — wilron dieselben. Dann i^t 

aber völlig willkürlich, oin«"r Zeit /" f' elnvn Wert t/"<C '/ zuzusehr-iben. 
ebenso gut köimte man umgekehrt verfahren; denn welcher der beiden Zu- 
stande, der frühere oder der spätere, dem Grenzsnstande nfther liegt, ist 
ellgemein nidit va entscheiden. Bs gelten eben hier dieselben £inwinde 
wie gegen das Boltxmannsche i/- Theorem, und es sei mir daher gestattet, 
auf die prinzipielle S' itp tli-ser früher von mir erörterten Frage hier noch 
mit einigen Worten ^iurückzukommen. 

Daß aus den Prinzipien der statistischen Mechanik, die auch ich för 
die einzig zuverlässige Grundlage solcher Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen 
Uber dynamische Systeme halte, die bestandige Zunahme irgend einer Fhasen- 
funktion im Sinne des zweiten Hauptsatzes weder bewiesen noch auch wahr- 
scheinlich gemacht werden kann, habe ich schon im Jahre 1896 mit Hilfe des 
Liouvilleschen und des Poincarescben Satz''s nachgewiesen*) und (\u-sen 
Beweis dann IHUD nach verschiedenen Richtungen ergänzt.*) Es sei Tümlioh 
G irgend ein „invariantes Gebiet" im Phasenraume, d. h. ein solches, aus 
welchem vermöge der Grundgleichungen weder Systeme austreten noch ein- 
treten können, s. B. eines, d&fl durch irgend welche Energiegrenzen t und t" 
bestimmt ist, und es sei u irgend eine eindeutige Phasenfunktion. Dann 
wird dl I für das Gebiet Q- genommene Durchschnittswert in der Gibbsscben 



und ist von der Zeit unabhängig. Somit erhalten wir, weil die Phasen' 
Wahrscheinlichkeit Pdpi . . dq^ eine Bewegungsinvariante ist, 



Bezeichnung 





1) Zermolo, Ann. d. Phjs. 67 (1H96) S. 48&. 
i) Zermelo, Fbya. Ztaehr. 1 (1900) S. S17. 
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d. K die Funktion u wird im lietnu:liteten Gebiete im Durcbsclmilt weder 
zunehmen noch abnehmen, sondern beides wird gleich wahrscheinlich sein. 
Dasselbe ergibt sich aber auch, wenn G kein invariantes Gebiet, sondern 
ein in zwei Grenzen u' und u" der betrachteten Phasenfunktion u ein- 
geschlossener Bereich ist.^) Dafi ich in meiner damaligen Darstellung der 
Knfiiclihwt halber P = 1 angenommen hatte, ist f&r die Beweiaftthmog 
Klbst völlig unwesenÜUch. Meine Argtunentation richtete sich nun auch 
ftgen das Boltxmannsche ZT- Theorem, d. h. gegen die Behauptung, daB 
die von Boltzmann in die Gastheorie eingeführte Funktion // (Boltz- 
raann, Vorlesungen über Gastheorio I § 5, 6\ welche ebenso wie das 
Gibbssche ^ im wesentlichen den Logarithmus der Phasenwahrscheinlichkeit 
duildlt und dar Xbitni|äe «itei«edien soll, bestlndig almehmen mILne. In 
der nek hieraus entwickelnden Polemik') ▼orsnchte dann Boltzmann das 
H-Theorem zu retten, indem er seiner J7-Knrve nicht mehr einen wesentlich 
ahst^^i(.reii*1en , sondern einen im allgemeinen gleichförmigen Verlauf parallel 
zur ^A' hsp znsplineli, wobei die hin tind wieder auftretenden „Buckel" 
um su st'llt-uer sfiü sollen, je ^fröüer sie sind. Mag liiermit auch dem 
iliainiai weile von H entsprechend die überwiegende Wahrscheinlichkeit der 
Xaxwellschen Verteilung plansihel gemacht werden, so kann ich doeh in 
einen solchen nahetn symmetrischen Verlauft der Knrre eine wirkliche 
Analogie nr LmTenibilitKt der NatorrorgSnge keineswegs erblicken, und 

wdchen Anspradi auf AQgemeingttltigkeit dann die Ungleidiung -^^ ^ O 

noch liaben soll, ist mir unverständlich geblieben. Weder die Boltz- 
mannsehen noch die Gibbssdien Reduktionen haben meine Überseugmig 

erschüttern können, daß eine kinetisdie Wärmetheorie auch im Sinne der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung sich nur dann mit dem zweiten Hauptsatze wird 
vereinigen lassen, wenn man sich entschließt, an Stelle der Hamiltonschen 
Bewf-gungsgleichungen solche Differentialgleichungen zugrunde zu legen, welche 
liää Prinzip der Irreversibilität bereits in sich enthalten. 

Die AnsAhrungeu des 18. Xs|iiteU, in dem die Wirkung venehiedener 
iufierer Erhflfisse auf Systeme und Gesamtheiten untersudit wird, beruhen 
nun großenteils auf den im 12. Kapitel gewonnenen Ergebnissen und sind 
daher nach den vorstehenden Ausführungen nicht frei von inneren Wider- 
sprüchen. Es wird angenommen, daß eine desamtheit, werii' einmal dnrrli 
äußere Einflüsse ihr statistisches Gleichgewicht gestört ist, uiueriiiilb emor 
gewissen Zeit wieder zu einem solchen Gleichgewichte zurückkehren werde, 
und bieraas werden dann in Verbindung mit den sonst abgeleiteton Be* 
flekungen Ungleichungen gewonnen, die den tirnmodynamisdun su ent- 
sprechen scheinen. Im letzten Kapitel werden endlich die allgemelaen 
Betrachtungen spezialisirt auf Sy^temf von Molekülen verschiedener Gattungen, 
in welchen gegenseitige ümsetzungeu zwischen den verschiedenen Gattungen 
stattfinden können. Auch solche Gesamtheiten denkt Gibbs sich kanonisch 
Terteilt mit einem Wahrscheinlichkeitsexponenten der Form 

(503) H - g +^^^+^ + '^An-' , 

1^ Zermelo, Phys. Ztachr. 1 S. SIU. 

2 lioltsmann,Ann.d.Phy8. 67 (1896) S. 778; ibid. 60 (1897) S. 892. Zeriuolo, 
d. Phyi. 69 (1896) a 793, Tgl. auch Boltsmann, fin^kL d. math. Wiu. V. 8. 
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wo die Zahlen Vj , , , . die Anzahlen für die verschiedenen Partikel- 
gattungen und Slj fij, (i^j . . (i^ Konstanten bezeichnen. Aus diesem 
Ansatz ergeben sich dann wieder Gleichgewichtsbedinguiigen wie die folgende 

(632) dW^HdO +^lHdvi —^Ä^^ » 

die df>r thermodjnamischen analog ist, wenn 0 der Temperatur, — H der 

Entropie und W = € -j- OH der freien Energie entspricht. Es ist aber 
phynkalisch nicht reeht einzusehen, wie denn das ehennaebe Oleiehgewidit 
der einzelnen Sjuteme mit dem atatistiflchm Gleicbgewichie ganzer Qesamt» 
heiten zuzammenUbigen soll. Aneh beruht die formale Analogie mit den 

thermodynamischen Gleichungen zum großen Teile nur auf der zu diesem 
Zwecke gewählten Form des Wahrscheinlichkeitserponenten. Ich kann 
daher auch hier nicht zugeben^ daß wir von solclien Analogien einen 
tielercn Einblick in das Wesen der chemischen Umsetzungen und ihr^r 
Oleichgewiebtsbedingungen zu erwarten bitten. 

änige weitere in dem beeproebenen Werke mehr nebenslohliob be- 
handelte Gegenstände will ich zum ScblnflSe noch kurz erwähnen: im 
2. Kapitel die Auwendung dos Gesetzes von der Erhaltung der Phasen- 
ausdehnung auf die „Fehlertheorie", wo aber itn wesentlichen nur der Begriff, 
nicht die „Erhaltung" der Phaseuausdehuung benutzt wird, die Frage also 
nicht eigentlich der statistischen Mechanik angehört, und im 3. Kapitel die 
Anwendung desselben Ptinzips auf die Integration der Bewegungsgleichungen 
mit Hilfe des f,letBten Multiplikators", fEb- die aber statt Jacobis ,.Vor- 
lesimgen über Dynamik" eine viel spätere Arbeit von Boltzmann als Quelle 
zitiert wird. Besonders verdienstvoll sin 1 'Vv T'Titersuchnnfren des 7. Kapitels, 
wo die Berechnung einer großen Zahl von Durcliselmittswerten ausgeführt 
und Methoden zu ihrer Fort.'^et/.uug angegeben werden. Hervorzuheben ist 
dabei die eingehende Berücksichiigung der „mittleren Fehler**, deren Ab- 
sebtttznng allein uns gelegentlich berechtigen kann, die in der tJntersadiung 
vorkommenden Größen statistisch durch ihre Durchschnittswerte zu ersetzen. 
Interessant ist auch das 1 1. Kapitel, in dem eine Reihe von Sätzen über Maximums« 
und Minimumseigenschaften verschiedener Verteilungen entwiekelt werden. — 

In seinem Vorworte bekennt der Verfa.sser, er versuche nicht, die Ge- 
heimnisse der Natur zu erklären, sondern wolle sich mit dem bescheideneren 
Ziele begnügen, die einfachstNi Sitae einw Disziplin zu entwiökeln, die einer 
künftigen mediamschen NaturerUttrung als Grundlage dienen kitaine. Auf 
diesem Gebiete sei auch schon jetzt ein sieheres Fortschreiten mSglidi, 
während einer eingehenden Durchführung der Molekularhypothese zur Zeit 
nneh unttberw-indliche SebwierifrVeilPn entgegenständen. Hat ihn hei der 
Verfolgung liieses Zieles sein leMiaties Interesse fflr die Sache auch ge- 
legentlich verleitet, die selbstgest^kteu Grenzen zu überschreiten und dem 
LTtnm zu Terfallen, so kann doeb das Untemehm«i selbst , mit dem der 
boi^Terdiente Forsoher seine Lebensarbeit bMcUossen hat, nur als gelangen 
lietrachtet werden. Wo immer man stalii3ti.scher und wabrBcbeinlichkeits- 
theoretischer Betrachtungen in der Mechanik bedarf, wird man nicht umhin 
können, sich zuniichst mit dem Gihbsschen Werke vertraut zu machen and 
aut den hier gelegten Grundlagen weiterzubauen. 

Göttingen. £. Zbrmelo. 
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H. A. Loraita, Abluuidliiiigen Uber theoreticohe Fhyiik. In swei 

Bänden. Erster Band. Erste Liefenmg. Mit 8 FigmVB im T«zt [298 8.] 
gr. 8". Leii)zig 1906, B. G. Teubner. 

Auf den Vorschlag des Herrn Verlpgfirs m einem Nendruelc meiner 
Abhandlungen über theoretische Phjsik bin ich gem^ wenn auch nicht ohne 
Zaudern eingegangen. Entscheidend war dabei ftbr mich die JBrwftgung, 
da0 idi bierin AnlaB finden wfirde, meine Arbeiten einer grflndlichen Sichtnng 
und Bevision nt imtendeben, diegenigen, die mir wertlos scheineni gans 
wegztilassen, das Übrige aber von mancher ünvollst&ndigkeit und sonstigen 
M&ngeln 2U befreien and so umzugestalten, daß der Zusammenhang besser her- 
vortreten wüi'de. Indem ich mich nun bemüht habe, Inhalt und Form tunlichst 
cn verbeflsem, habe ich m gldcher Zeit eine gewisse Einheit sn erreichen 
gesucht. Zu diesem letzteren Zwecke bin ich vielfach von der chronologischen 
Folge, in der ilie ALliandlunjEren prscbienen sind, abgewichen und habe ich 
an vielen Stellen die mathematische Bezeichnung^wcisc jrcandcrt; anch habe 
ich hie und da Neues hiuzugefügt und einige AHikel aufgeuoiumen, die von 
meinen Vorlesungen herrfihren. Das bmtte Gewand der drei Sprach» bitte 
ich den Leser gfttigst ta entschnldigen. Wir HoUKnder sind nun einmal 
«reriötijrt. wenn Tvir nns an der gemeinsamen wi^senschaitlichen Arbeit der 
Völker beteiligen wollen, in fremden Spraclieu zu schreiben, und so habe 
ich es eben, je nach Umst&nden, bald iu der einen, bald in der anderen 
Tersneht. Zu der übrasetBOngsaibeit, die der Gebraudi einer einzigen Spradie 
erfordert bitte, fehlte mir die Zeit; auch wSre die Mflhe wohl flbedlflasig 
gewesen. 

Ijeiden. H. A. Lobektk. 

J. Thomae, Qrundrifl einer analytischen Geometrie der Ebene. 

Mit 8 Figuren im Text. [X u. 183 S.] gr. 8. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Es ist mit großer Freude zu begrüßen, daß der Verfasser sich ent- 
schlossen hat, diesen Ornndrili, den er seit einer Reihe von Jahren seiner 
Vorlesung zugrunde legt, zu verüffeutlichen. Die reiche pädagogische Er- 
ihhnmg einw langjährigen Doiententtttigkeit hat der DarsteUnng den Stempel 
aufgedrückt. Es ist so ein Buch entstanden, das man wirklich jedem 
jungen Studierenden nir Einführung tmliedenklioli empfehlen kann und das 
genau an der Stelle einsetzend, wo der Öchui Unterricht uufeohört hat, ihn 
auf interessanten Pfaden in die wesentlichen Ideen der analytischen und 
projektiven Geometrie Muftthrt. 

Der Kursus beginnt mit einer analytischen Einleitung, in der die tun- 
dameutalen BegritTe des Doy>pelverhRltnisses und der Projektivitiit aiiseinander- 
gesetzi werden. Dann wird die Geometrie in der Geraden und im Strahien- 
büschel behandelt. Es folgt ein Abschnitt Uber Punktkoordinaten in der 
Ebraei) in dem bis zum Satz des Desatgues gegangen wird. Kach Möglich» 
keit werden schon hier, wie andi q^ter Anwendungen auf Binzelaui|piben 
gemacht. Es sind hier, wie im größten Teil des Buches gewöhnliche 
Carte«?ische Koordinat«n gebraucht, was in Hinblick auf Anfänger sehr an- 
gebracht ist, die im Anfange ihrer Studien auf der Universität schon so 
mit der Aneignung des unumg&ngliohMi FormaUsmus belastet tiiid, daft man 
nicht unbedingt NdtigM snnldist Termeiden sollte, znmal da es später 
mUhelos nachgeholt wird. 
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Sdir anregend ist di« nachfolgeade AnaeinuidenetaEtmg über Dnaütftt 

und LmieiiK I Hnaten, welche mit einer räumlicliou ^'oometrischen Kon- 
stniktion (ler Vfrwniultschaft beginnt'nd zu der allgonieinen analytischen 
Formulierung aufsteigt und in dem für die lebendige Frische des Stils ebenso 
wie ftlr die Sache charakteristischen Ausspruch giptelt; „Die Fuoktions- 
seiehm sind GefUße, die wmi andern Wein liefern, wenn man sie am 
«tHahn anzapft, ab am xyHabn." Es folgt nun ein Abschnitt über den 
Kreis, bemerkenswert durch schöne Anwendungen (z. B. Bestimmung des 
Ortes gleicher scheinbarer Größe zweier Strecken, Apollon:s( hes Problem, 
Mal£attis Problem). Nachdem man so annehmen kann, Uali die neuen 
Metboden dem Studiereiiden yertraat sind, wird das neue Slflmiittel der 
Determinanten eingeführt, wobei eine BeschrSnknng anf die Determinanten 
dritten Grades stattfindet Die dann behandelte Klassifikation der Kegel- 
schnitte und Bestimmung der Hauptachsen wird durch ein numerisches Bei- 
spiel erläutert. Hiemach wird die projektive Erzeugung der Eegelficbnitte 
gelehrt und die PobrMitheorie behandelt, Audi über Kegelschnittbütdiel 
wird der gnmdlegende Sats abgeleitet. Endlich wird die Lehre too der 
Dualit&t noch einmal an der Hand der Polarentbeorie erläutert und an- 
gewendet. Es folgt endlieh die Definition der Dreieckskoordinaten und die 
Behandlung der ebenen Koüineation. Ein besonderer Wert ist im ganzen 
Buche auf die Konstruktion der behandelten Gebilde gelegt Diese Seite 
wird bei den jungen Stadiermden besondere Gegenliebe finden, die geradezu 
ein Bedürfnis empfinden, sioh die neuen VorsteOmDgen auf diese Weise zu 
eigen zu machen. Die vom Verfasser ausgesprochene Hoffnung, daß er 
diesen das Studium und Verständnis der analytiiichen und projektiven Geo- 
metrie erleichtern wird, wird sich gewiß eifüllen. 

Halle a/S. Felix Berxsteix. 

L. Heffter und C. Köhler, Lehrbuch der analytischen Goometrie. 
Erster Band. Geometrie in den Gruudgeijiideu erster Stute und in der 
Ebene. Mit 136 Figuren im Text [XVI u. 526 S.] gr. 6. Leipzig und 
Berlin 1905, B. G. Teobner. 

Wenn man die große Weiterentwicklung, welche die analytische (Jeo- 
metrie im 19. Jahrhundert unter dem Eintluü der projektiven Ideen ge- 
nommen, in ihren wichtigsten Zügen eliarakterisieren will, so dürfte man 
etwa die iolgeuden Momente hervorheben. Der analytische Apparat wurde 
durch die Erfindung der Determinanten, der sidi das Studium der Invari- 
anten anschloß, von JacuLi, Hesse, Clebsch, Sylvester, Cayley u. a. ver« 
vollkommnet. Die von Möbius und Hesse hefrnnnene Einführung allgemeiner 
Koordinaten wurde von IMiicker dnrrh die Einführung eines beliebigen 
analytischen Gebildes als Kaumelements zu höchster Vollendung ge- 
bracht vdA damit zugleich die Deutung analytischer Bedehungen in der 
Geometrie mit einem Schlage ebenso venielfacht, wie die analytische For^ 
mulierung geometrisiher Tatsachen. Zugleich lag in dem Prinzip der 
Wechsel des Raumelements die allgemeinste Auffassung des von 
Poncelet und Gergonne begründeten Prinzips der Dualität. Von Poncelet, 
Laguerre und endlich tob Cayley geschah dann durch EinAIhrung des 
Kugelkreises der Schritt, die Metrik in das projektive System ainsuordnen, 
indem die metrischen Beriehangen als projektive Benehungen aum Kugel- 
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kruM hergeleitet wnrden. Volle Klarheit fiber die prinapielle Klassifiziemng 

der verschiedenen geometrischen Eigenschaften der Figuren sowie über den 
Aafbau der entsprechenden Geometrie gab dann die von Klein und Lie 
b«grimdete Theorie der geometrischen Gruppen. Die bei den Transforma- 
tionftn der Gruppe oder einer ihrer Untergruppe invarianten Bigmschaften 
der Fignren steÜen ikli, wie F. Klein dies vor allem ausf&hrt, aU Be- 
Behlingen swiedien den Invarianten der betreffenden Gruppen heraus und 
gewinnen in diesen einfarhstpn analytischen Ausdruck Endlit-h strebt die 
neuere Entwickelnng der Geometrie dahin, die Tragweite einer geometrischen 
Entwickelung dadurch zu erweitem, dafi sie als Konsequens eines Axiome n- 
syatems beetammter Art hingeatellt wird, welehes in den allenrereohieden« 
st^ geometrischen Gebilden gedeut«>t, denselben logischen Inhalt in dem 
geometrisch verschicdcnfn fTewand»' darstellt. So hatte Übrigens BChon 
GergOQue die Begründung des DualitäUjprinzips geleistet. 

Man muB diese ganae Entwickelnng vor Augen haben, uro zu verstehen, 
wie groß der Ahstand swisehen den Lehrhttchem und der fortsohreitenden 
Wissenschaft geworden ist. Jeder Versuch, denselben zu verringern, muß 
dahnr mit Froudeu begrüßt werden. In dieser Richtung haben sich die 
Verfasser L. Htttter und C. KT) hier dps vorliegenden Lehrbuchs ein großes 
Verdienst ei-worbeu. Analysieren wir nun im einzelnen den vuu üiuen ein- 
geeehlagenen Gang. 

Die Verfasser haben es besonders ah ihre Aufgabe betraehtet, die 
strenge Scheidung der Geometrien, welche durch F. Klein vorgenommfm 
ist, auszubanen und elementar darzustellen. Sic sind dabei von der pro- 
jektiv reellen Gruppe ausgegangen uud sind dann durch Auszeichnung der 
nnendlioh fernen Elemente zur Parallelmetrik, durch Auszeidmung der 
Kreispunkte zur Orthagonalmetrik odw gewOhnlidien Metrik übergegangen. 

Es hütte im Sinne ihres Programmes gelegen, diesen Weg /ugleich so 
zurückzulegen, daß sie für jede Geometrie zuniichsf das cliaraktcristische 
Axiomeusystem aufgestellt hätten uud darauf die betreffende analytische 
Entwickdung gestlitst hitten. Indessen schien ihnen dieser Weg einer in- 
dependenten Begründung der projektiven Geometrie, wie sie zuerst F. Klein 
anstrebte, zn alistrakt, und sie habi-n sich die Inkonsequenz gestattet, den 
metrischen Begriff der Strecke vorauszusetzen. 

Inzwischen ist der zweite Band der Enzyklopädie der Elementar- 
matbematik von Weher und Wellstein emhienen, in dem Wellstein 
lüch der gleidien Aufgabe unterzogen hat, und es scheint mir, dafi es 
Wellstein überraschend gelungen ist, einen zugleich elementaren und 
strengen Aufbau der projektiven Geometrie im hier geforderten Sinne zu 
geben, indem er aus den ebenen projektiven Axiomen die nötigen Kon- 
ftniktionsBL herleitet, die das projektive Beehnen mit Doppelverhftltnissen 
hegrOnden. Wie dem «oeh sei, jeden&Us ftthrt der W^ der yerfluser 
schnell in raedias res der analytischen Formeln, und hier werden mit großer 
Eleganz und Sorgfalt die grundlegenden Sätze fiber Punktepaare, Involu- 
tionen, Büschel von Punktepaaren hergeleitet, wobei stets genau zwischen 
projektiTen und affinen Eigenschaften unterschieden wird. Analog wird dann 
dir Bflaehel hehandelt und auf den eharakteristisehen Untersohied des 
Fehlens der affinen Besiehung, aher des Vorhandenseins der orthogonal«! 
Beziehung hingewiesen. 
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Diese Gegenstände machen den Inhalt des Iten Abscbiiitts aus, der 
sich mit den HrundgeLildru Itcr Stufe besehAfÜgt nnd in vieler Hinaicbt 
einen vorbereitenden Charakter trügt. 

Ben Kern des Buches bildet der zweite Abschnitt, der nun in ganz 
analoger Folge die Geometrie in den Gnindgebflden aweiter Btofe, amdhAst 
die Geometrie der Ebene behandelt 

Die Betrachtung ist so gegliedert, daß erst die projektive Geo- 
mffrifi mit den charakteristischen Doppel verbsltniskoordinaten, dann die 
affine l>eouietrie mit den als Hessescbe Koordinaten bezeichneten Ab- 
stondsTerhlltniakoordinaten, endltdi die ftqniforme oder gewöhnliolie Qeo« 
metrie mit den ttblichen Koordlnatensyatemen abgehandelt «IrdL Hierim 
ist im ganzen das geometrische Gebilde durch das einmal gewählte Koordi- 
natensystem definiert. Der P'ückersclie Gesichtspunkt der mehrfachen 
geometrischen Deutung derseibeu Formel tritt, obgleich der Beweis des 
Dualit&tsgesetzes durchaus auf die Analogie dar Formeln gegründet wird, 
etwas mehr snrficlc, als man wOnsehen mttchte. Der Gergonnesche Gedanken» 
gang ist zwar in der Einleitung angedeutet, aber da es sich nm eine volle 
Durch flihrun«^ nach der Seite der axiomatisi li^n fJmndlegung nicht handelt, 
so dient er mehr als heuristische (Tberlegimg, denn als Beweis des Duali- 
tätsprinzips. In Hinsieht der Plückerschen Gedanken dürfte der noch 
ausstehende Band reichliche Gelegenheit za weiterer AnsfOhrang bieten. 
Interessant ist die DorchfUhrimg (l*'s Beweises des Staudtschen Satzes, 
daß jede kollineare Beziehnnsj zwfMer elxMini Felder auch projektiv ist. 

Auf die allgemeinen Ausführungen folo-en die projektiven Eigenschaften 
der Kurven IL Ordnung und II. Klasse, suwi« die projeklive Einteilung der 
Kegelsdmitte, woran sich eine Darstellung der projektiTen Eigenschaften des 
Eegelschnittbüscliels und der Kegelschnittschar ansdiließt. Es folgen dann 
in pleielier Anonlnung die nfTinen und die fiqniformen Eigenscliaften dieser 
Gebilde, insliesondere sind die lirennpunktsei^'enschaften der Kegelschnitte 
auf Grund der Betrachtung der vom Kegelschnitt und dem absoluten Ge- 
bilde bestimmten Kegelsdmittschar hergeleitet Es ist selbstTeistftndlidv 
dafi die Verfasser, die vor allem einen wissenschaftlich grundlegenden Ge- 
danken znr vollen Klarheit bringen wollten, mancherlei weggelassen haben, 
am liedauerlichsten ist es, daü die Geometrie der reziproken Kadien sehr kurz 
behandelt worden ist. Im Sinne der Verfasser wäre es gewesen, das Ver- 
hftltnis der reellen projektivoi Gntppe inneriialb d«* komplexen projektiTen 
Gruppe ein wenig zu erOrtMn; spielt doch das ImaginSre natnrgemlfi eine 
so groBi; Bolle, daB auch die imaginftre Transformation eine Erörterung 
verdient. 

Die Darstellung ist durchweg präris, elegant und gut geordnet. Die 
wichtigen Abschnitte sohlieSen mit Übersichten, die zum Teil durdi fot- 
iflgliche Tabellen unterstttM werden. Wünschenswert wSren historische 
Bemerkungen gewesen, da das Buch doch ein Lehrbuch sein soll, von dessen 
Leser man allzu große SelbstAndigkeit in der Ausfüllung dieser Lücke nicht 
erwarten darf. 

Besonders zu rühmen ist die sorgfältige Durchf&hrung der Diskussion 
aller Ausartungen und %eiial£Ule, wodurdi eine der wesentlichsten An- 
forderungen geometrischer Strenge erfüllt wird. Alles in allem ist es ein 
Buch, das man nicht nur gern zu Bäte ziehen wird, sondern auch mit Yer^ 
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gnügen lesen wird, da dio einhoitlicbe Durchf&hniiig d€8 ugelegten Planes 
eine Art Rsthetischen Genusses gewährt. 

Halle a/S. Felix Bernstein. 

J. J. miomson D. SC. LLD. Ph. D. ER. S. Fellow etc. Elektrixitftto- 
Durchgang in Qaaen. Deutscht' autorisierte Aussähe unter Mitwirkung 
des Autors besorgt und ergäustt von Dr. Erich ^Äfarx, Privatdozent an der 
Universität Leipzig. Mit 187 Figuren im Text [VU u. 687 S.] gr. 8' 
Leipzig 1906, B. O. Tenlmer. 

Ich habe Terauchtf die Übersetzung der „Conduction of £Iecintity 
througb Gases** so aussuftlhrBii, dafi der GnmdohaTakter J. J. Thomsonseher 
Schreibweise gewabrt bleibt: Nidit nur der Inbalti aueh der Ansdruek sielt 

dahin, die räumliche Ansc^millg des Geschilderten zu ermQ^ichen. — 
Pif sfpfs auf den Mechanismus des physikalischon Vnrgancrs frerichtete 
Fragestellung erhellte hier das Dunkol, das filier dem (lebiete der Gas- 
entladung trotz 4U jähriger Erforschung lag. J. J. Thomsons Entdeckung 
der Etelctronen im Kathodenstrabl, die Dnrohforsohung des Elcktrizitüts- 
dorehgangs in Gasen von bsherem Druck mit Methoden, die allein der 
Einf&hning des mechanischen Bildes der lonenhypothese zu danken sind, 
schließhch die außerordentlich fruchtbare J. J. Thomson- To wnsendsche 
Hypothese der Ionisation durch Stoß, brachte über dieses Spezialgebiet eine 
.\u!klärung, die sich von hier aus über das gan?;e Gebiet iihjsikalischer 
Forschung ausbreitete. Die kinetische Theorie der Ionen hat den Einblick 
in die Einh^tliehküt der NatiirkrKlte, in den ZusammMihang von Äther 
und Materie mSchtig gefBrdert; sie bat einen Fortsobritt naturwissenschaftlicher 
Erkenntnis, wie ihn kaum je ein Dezennium der Forschung zu verzeichnen 
hatte, zu der Zeit gezeitigt, in der die energetische Richtung der Xatur- 
pliilosophie den erkeuntnistheoretiseben Wert der bewährten, fraskine tischen 
Vorstellungen negierte. — Die deutsrhc Ausgabe enthält verschiedentlich 
Ergänzungen gegenüber der englischen. Sie bezwecken, den Fortschritten 
der Wissenseliaft in den 2^'^ Jahren seit Erseheinen des Werkes in gewissen 
Oiensen gerecht su werden. MaBgebend fOr die Auswahl derselben blieben 
asch bei der deutschen Ausgabe dio einleitenden Worte J. J. Thomsons: 
„ . . . I have therefore confined myself for the most part to those phenomena 
wbi'h fumish r^-iults sufficieutly preci«ie to serve as a test of the tmth of 
tkis (Ionen- j liieory. . . .** — Diese Ergänzungen sind, soweit sie gr(»ßeren 
Umfang haben, um die Paragraphenfolge der englichen Ausgabe beizubehalten, 
ne aber als Neneinsehaltungen zu kennzeic^men, mit Buchstaben neben den 
Pstagn4»hensahlen fersehen; sie tragen sSmtlidh den Charakter des Referates, 
sind de^alb so geschrieben, daß sie mit Begriffen operieren, die dem Fach- 
mann geläufig sind, demjenigen aber, der das Werk als Lehrbuch benutzt, 
7\\\u Teil erst in späteren Kapiteln erklärt werden. Anders konnte die Ein- 
fitüaitimg, bei Vermeidung einer beträchtlichen Erweiterung des Umfanges 
des Werkes, nicht geschehen, wollte man nicht einer Anfügung als Nachtrag, 
die wegen der biennit Terbnndenen ünflbendchtlichkeit unterblieben ist, den 
Vonug geben. — Von ausf&hrlicheren Ergänzungen verdanke ich im 
Kap. 13, 15, 17 einige, als solche gekennzeichnete, dem Präsidenten d. 
Herrn Prof. Dr. Warburg. — Durch flie Anordnung von Satz und Figuren 
W'urde es möglich, daß trotz der NeuemfQgung von über 50 Druckseiten, 
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also etwa '/(q der eiigUaoheii Ausgabe, Yolnmeii und Preis der deutsdieii 

Ausgabe sich gegenüber der englischen kaum erhOlit halten. ^ Ein aus- 
führlicheres Referat des Originals konnte fortgelassen werden: Blondlots 
Versuch der Geschwindigkeitsmessung der liüntgenstrahlen ; an seine Stelle 
ist ein Bericht über den entsprechenden Versuch des Herausgebers getreten. 
— Eine Knßerliolie Neuerung der deutschen Ausgabe sind die Msj^nalien» 
die, in großer Zahl angebracht, ein fast vollständiges Gerippe des geistigen 
Inhaltes des Werkes darstellen. Die Klarheit des ganzen Aufbaues des 
Thomsonsi ViPTi Werkes tritt hier aufs prägnanteste zutage. Meine Absicht 
war es, duicix diese Marginalien dazu beizutragen, daü daä Thoiuäousche 
Werk nicht nur dem Ijehrer und Jflnger der Fhjsik ein sur schndlen 
Orientierung unübertrotfenes Handbuch werde, sondern auch dem Forscher 
in den Nachbargehieten, der für seine Zwecke die Erscbeiuvmgen der Radio- 
aktivität, der Kathoden- und Enntgenstrahlen verwertet, die Benutzung des 
hervorragendsten Fachwerkes zu erleichtern. 

Leipzig. ■ Ekich M.vux. 

Cambridge Tracta in Mathematics and Mathematicad Fhyaica. 
Unter diesem Titel erscheint im Verlage der Cambridge University Press 
unter der Leitung von J. 6. Xfeathem nnd E. T. Whiitaker eine Sammlung 
Ton Sehrillen über Mathematik und mafhematasdhe Physik. Ea sind Ab^ 
handlungeo geplant, die in Form von Afonographien verschiedene wichtige 
Fragen der genannten Gebiete behandeln sollen, und zwar im Umfange von 
etwa 30 — 70 Seiten. Bisher erschien ein Heft von 47 Seiten Umfang, in 
dem Herr Leathem behandelt: Volume and surfiwM integrals in phjsics. 
Die Scbrift s<Hrftllt in folgende Abschnitte: On the validity of volume 
integral expressions fior the potential and the components of attractions 
of a body of discontinuous structure; Potentials aud attractions of accurately 
contiuuous bodies; Volume integralsj Theorems connecting volume and surface 
integrals; The differentiation of volume integrals; Applications to potential 
theory; Application to theoiy of magnetum; SurfiMe integrals; Volume 
integrals through regions that extend to infinity. — In Vorbereitung befinden 
sich folgende Hefte: Hardy, The integration of functions of a Single 
variable; Brom wich, Quadratic torms and their Classification by means of 
iuvai-iani factors; Hobson, The definitc integral, its meaning and funda- 
mental properties; Scott, Singular points and asjmptotes of plane curves; 
Whitehead, The axioms of geometiy; Whittaker, The Eikonal and its 
^plication to optical instrumenta. 

Henxi Foineai^» Membre de l'Institut, Wisaensohaft imd Bypofheae* 

Autorisierte deutsche Ausgabe mit erläuternden Anmerkungen von 
F. und L. Lindemann. Zweite yerbesserte Auflage. [ZVI o. 346 S.] 8*^. 

Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Auf Grund der siebenten Auflage der französischen Ausgabe sind 
ein^ unbedeutende Änderungen im Tezte Yorgenommen worden, bes. Sfttse 
eingesehohen (besonders Seite 90); anfierdcm sind Übersetsnng und An- 
merkungen grflttdlich revidiMi und an maneben Stellen veibessert. 

Mfinehen. F. 
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2. Bfidiersohau. 

Cleb§eh, F., Vorlenuugen über Geometxie. Bearbeitet und herausgegeben von 

Dr. Friedlich landernftan. Enten Bandes enter TeU. Ente U^ening. 480 S. 

gr. 8. Leipzig 1906. JC 12,—. 
Cinbor, E., Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung. L fiMud. Hit 

llö iig. XIV, 660 S. gr. 8°. ^.eipzig iyU6. ^12.—. 
f^rrnly H«^ ^IMtaenta de g^om^e deieriptive, 4 Fusage dee candidets *uz 

baccalanreatt^ de renseignement socondaire et anx ^oolee dn goUTenieinent. 

6« ed. VI, 3t26 p. avec fig. et carte. Parin 1900, 
(■erlendy Leibnizens nachgclastsene Schriften phjsiltalischea, mechaaischeu 

und teebnisehen Inhalte. Kit 800 Figuren im Text. VI» t66 8. gr. 8*. Leipzig 

1906. lU.— . 

(»Olirsat, Goars d'Mialyae nmth^matiqae. T. 2. VI, «40 p. 8*. Fem 1905. 

Fr. 20.—. 

Uadamard, J., Lefons de g^ometrie dMmcntaire. L Geometrie plane. 2* öd. 
XVI, 309 p. 8*. Paris 1906. Fr. 0.—. 

Hnü^ion, E., HecLerchc des intt^grales algdbriquea dana le mouvcment d*nn solide 

petant autoiir d'un point tixe Tll^fe. H5 p. 4". Parin 1905 
Ji^fer, G.j Die Fortschritte der kineLiscben Gastheorie. Mit 8 eingedmckteo 

Abhfldnngen. 8*. Branneehweig 1908. JL 4.10. 
lecky W*9 Vorträge über Elaetizitätslehre als Grundlage für die Festigkeits- 

berechnung der Bauwerlte 2 venu. Aufl., neu bearbeitet von L. Hotopp. 

1. Teil. VIII, 806 S. 8'». Hannover 1906. JL . 
Kiseljak, M., Qnindhigen einer Zahlentheorie eines spesiellen Systems von konn' 

plexen Größen mit drei Einheiten. 29 S. Dissert. Bonn. 
Lebon, E., Ceonn^trie deflcriptivr et gt^oniutrio cot*?e, conforme aux programmes 

da 31 niai poor Tentieigncment secondaire. VI, 176 p. aveo fig. Paris 

1906. Fr. 3.50. 

Liehmann, J., Beiträge sn einer omveneUeren Anwendung der Querlibelle für 

die Kontrolle der fundamentalen Stern. rtrr Di.sHert. Mit 1 Taf. 26 S. 4°. Berlin. 
Mellor, J, W., Höhere Mathematik für i^tudiereude der Chemie und Physik und 

verwandle Wibsensgebiete. In freier Bearbeitung der 2. engl. Ausgabe heraus- 

gegeben von A. Wogrina and A. Ssarvassi. XI, 419 S. m. 109 Fig. 8*. 

Berlin 1906. 8.—. 
Jlbller, Felix, Schellbacb. Rnf^kl.lirk auf sein wissenschafHiches Leben. Nebflt zwei 

Schriften aus seinem 2«aciiiaÜ und Briefen von Jacobi, Joachimsthal und Weier* 

straft. Uit einem Bildnis Kari Sehellhachs. 86 S. gr. 8*. Leipzig 1905. «ÜC 9.80. 
Otgoe^y W. F., Lohrbuch der Funktionentheorie. L Bd. 1. Hftlfte. 306 S. m. 

FI- f^r- 8^ Leipzig 1906. .M.l.--. 
i'ui ki lt>, F., Lehrbuch der Kristalloptik. Mit 168 Figuren und 6 Doppeltafeln. X, 

619 S. gr. 8». Leipzig 190«. JL 1«.—. 
Ritter, Anwendungen der graphischen Statik. Nach Culmann bearbeitet. 

4. Teil. Der Bogen. VII, 269 S. m. 120 Fig. u. 3 Taf. S". Zürich 1906. .«10.60. 
Besenkranz, P. N., Geschichtliche und technische Entwicklung des Indikators. 

Kachtrag zur 6. Aufl. des Hauptwerkes: Der Indikator and seine Anwendung. 

VI, 108 S. 8». Berlin 100«. JLZ.—. 
Begeht et Lt^ry, Analyse infinitiaimale, ä Tasage dee ing^nieun. T. S. VII, 648 p. 

8'. Pari.'^ 1905 Fr. 16.—. 
Sannuiy A. e D'OvidiOy E«^ Elementi di geometria. Vol. 1, aU uho dei giuuaäii. 

19* edis. XVI, 200 p. 8* Kapoli 1906. L. 8.— . 
Saaer, R., Eine polynomiale Vezallgemeinerang des Fennataehen Satsea. Disaert 

18 S. Gießen. 

Simon, M.y Methodik der elementaren Arithmetik in VerlunUung mit algebraischer 
AnalTsis. Mit 9 Figoren. VI, 108 8. gr. 8*. Leipzig 1906. Jk 8.90. 
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Sommcrfpldt, E., GeometrtRcbe KristaJJUigxapIue« X» 139 8. m. 69 Abb. und 

Sl Taf. 8*. Leipzig 1906. JC 7.—. 
Tftpla, Th., Ornndzage der niederen Oeodisie. TU. Kutierung. üüt 14 lifh. Tafeln. 

VII, 107 S Wien 1906. JL 3.50. 
^□lalreiter, F., Auflngun^' gewisser algebraischer Eliminatiousaufgaben durch Be- 

uutstuig der Teilungsgleicbungen der p-Funktioo. Disseit. ö9 S. Mdnchen. 
ThOBM) J., Gnindrifi einer analytiadben Geometrie der Sbene. Mit % Fig. IM S. 

gr. g». Leipzig 1900. 3.60. 
Wailner, C. K., Die Ycrteilung rler Primsahlen nacli neuen Gesichtapunkteu be> 

trachtet. ö'6 S. Ditibert. München. 



3. ZAltsolixiftenseliiD. 

(Von dem üütelt der ZettMdiziftai werden nur die AnAifeM erwUmt, welche dem 
Gebiete der mntliemntiflolieiL WiuenichRften ugehdien.) 

IbtheMatlaeke Annälen. )>2 Band. i. Heft. 

Hartogs, Z^r T)i<jorie der analytischen Funktionen mehrerer unabhängiger 
Yer^derlichenf insbcäuadere über die Darstellung derselben durch Eeihen, jrelche 
nach Potensen einer V«lnderlicheii fbrtecfareitett. Loewy, Über ToUstftndig 

reduzible lineare homogene Differentialgleichungen. Koenigsberger, Über das 
identische Yerschw-inden dor Hanptglcichungen der Tariation vielfacher Integrale. 
Kürüchük, Die ExisteuzbedingUDgen de» verallgemeiuerteu kiuelischen Potentialü. 
Badoe, Zur ersten Terteilnng des Btdyei-FkeieeB. 

Journal fttr die reino und angewandte MathenatUc Baad 1S9. Heft s— 4. 

Mertens, Ein Beweis dt>.^ Satzes, daß jede Klasse von ganzzahligcn ])r Tnitiven 
binären quadratischen Formen des Hauptgeedilechts durch Duplikation eulüteht. — 
Hnrwitz, Über eine Dantellnng der äaMenzafal binBier qnadtatitcher Fomen 
durch nnendliche Beiheu. — Wirtiuger, Über eine besondere Diricbletecbe 
Reihe. — Minkowski, Diskontinuitllt^ibereich für arithmetische Äquivalenz. — 
Picard, Sur quelques questiouii se rattachant ^ la connexion Unfaire dans la 
throne dee fonetione algÄriqnei de denx variablee ind^pendaatee. — Sehleiinger, 
Über d ie Lösung go\viHt>er linearer DifferentialglcicLungon als Funktionen der 
singuläreu Punkte. — Steinitz, Über die Anziehung hyperboloidiacher Schalen. 

Mitteilungen der Mathematiseben Gesellschaft in Hamburg. Band IV, Heft ti. 
Febraar 190«. 

Tc-L'ge, Ein direkter Beweis des Additionstheorems in der Lrhre von den 
rllipti.'^cheu Funktionen. — Busche, Lösung einer Aufgabe über Teiieranzahlon, — 
Hoppe, Die Kant-Laplaoesche Theorie und die Gasgesets^. — Louy, Elementargeo- 
netrisehe Hmleitniig etner nichtenklidiaehen LftugenmaBbeettnunung. ~ ScbrSder, 
Zur Berechnung der Potenzsummea der Teiler von 1 bis n. — Scliwaßmann, 
über eine Methode, einen Wert für den Brechungsexponenten der tlie ?onne um- 
gebeodeu Materie zu erhalten. — Wetz lex, Integration von (pCu))", wo jp^ttj die 
WeiantraftBche Funktion bedeutet. 

Zeitsdurlft fttr Mathematik and Physik. 69. Band. 4. Haft. 

Schimmack, Ein kinematiscbcK Prinzip und seine Anwendung zu elneui 
Katenographen. — Timpe, Probleme der Öpaunungsverteilung in ebenen Systemen, 
einfkch gelost mit Hilfe der Airyschen Funktion. — Weitbrecht, Uber die elas- 
tische Deformation eines kreisförmigen Binges. — Reuser, Die vorteilhafteste 
Pfeilhöhe eines gleichmäßig ' »»In -tctcn symmetrischen PreigelenkbogouH mit kreis- 
förmiger Mittellinie. — Holtsmark, Über eine Anwendung der Fehlerwahxschein- 
liohkeitelbeorie auf GrSBen, weldie tidi nidttrein snfiUlig badeni. — Ooehlemann, 
Die Perspektive der Brüder van Eyck. — B i s k e , Katoptrische« Okular. — Schnöckel, 
Oraphisch- analytische Aosgleichnng eines ebenen Liniensuges nach der Methode 
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in Ueioften Qwdrftte. — Maok, Tongentenkonitnilcttoii mit Hilfe det Spiegel- 

liiieah. — Kleinere Mitteilungen. — Bfidienchau. 

Mteebrift für Mathematik und Ffay«ik. 53 Band. 1 Tieft 

Nitz, Beitrikge zu einer Fehlertheorie der geomctriächen Konstraktionen, 
jfie, Über die Knnachlafietromkiuve einee Oleichstromanken. Ernst, Zur 
Additüm und Sabtmktioii mit Hilfe dee logarit3imiseli6B Recheuebieben. Kteinere 
Ifittoiliuigeii. Pücherschau. 

Z«itMhrirt fttr methematleelieB und iMtiirwlMeiiMliafÜielien Uaterrieht. 

37. Jahrgang. 1. Heft. 

Eckhardt, Bweebiiimg der syklometriecbeB und goniometriBoben Fnnktieiien 

duM Reihenentwicklung Hegge, Das Velunen des TetrufHlcrs als Funktion der 
Kanten E]»stein, Ein Zerk'miu^'sheweis des Pythagoreischen Lehrsatzes. Tesaf, 
Ein Beispiel aus der Mathematik und Mechanik zur Lehre von den Größenordnungen 
Pasternak, Über die Identität (m' -f n*) (o' -|-|)*) = (mo i np)' -j- {mp ^ uo)*. 
Hermes, Bemerkungen zum Paakalschen Secbseeka. M ilaroh, SäemenUÜo 
ßer cliDung lU r I.ogarithm«!. Anfgabw^Bepertorinm. Literarisohe Beriobte. 
Pädairogische Zeitung. 

HsiTeUe» Anoales de Math^maüqaes« Quairi^me S^rie. Tome VI. Janvier 1906. 

Halphen, Thdone et application du ooin. — De 8aint;Germain, Note 
nhÜTe SU mouvement de xotation. — Juhel-R^noy, Sur le th^oremo de PtoMmde 
et ton application aux polypones rec^r^litTs. — Fouchd, Au sujet dhin th^oretne 
oooQQ. Note au si^et de Tarticle prec<§Ueut. — Vacquant, Solution de la question 
ds mstbfaiatiqnes speciales au conconrs d'aggr^gation de 1906. — Bibliographie. — 
Qoestfons. — Sotntions. ^ 

4 Kataloge. 

Baehhandlnng GastaT Fock^ Leipzig. Lager -Yorzeichnis Nr. 280. Fhjaik, 

-Agtronomie, Geodäsie, Meteorologie, Nautik *280'2 Nummern.) 
tiautbier-YillarSy Faria. Bulletin des publications nouvelles. Ann^e 1906. 
et m* tcimeetre. 



5. Bei der Bediktloii eiogeguigene Sobilften. 

usw. der ein gesandten SchriftoD werden hier re|felm&fii; veröfTeotlicht. Bo- 
^rechuiigea SMigDeter BOcbsr bleib«D Torb«balt«o. Ein« Büclu«odiuig der •ioKagaugcoaD 

SebifflSQ kann aiekt «rfotgen.] 

Mttger, BeitAge iiir Oeeohichte nnd Methode des ehemisehen üntemchts in 

der Volksschule. B. G. Teobner, Leipsig 1906. ^fc 1.40. 
F. Clebsch) Vorlesungen über Geometrie. Bearifeitet und herausgejreben von 

Dr. Friedrich Lindemann. Ersten Bandes erster Teil. leiste Lieferung. 480 S. 

gr. 8. Leipzig 1906, B. G. Teabner. JC 12.—. 
E. Czuber, Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung. Erster Band. 

Mit 115 Figuren im Text. Zweite, eorgfUtigdarchgesehene Auflage. B. G. Teabner, 

Leipzig 1906. 12.—. 
Eseyclop^die des scienees matbäniati«|ueH pure» ei appliqa^es. Edition fran9aise 

(Jules MoUt). TomeL Toi. 4. Fase. 1. [Osuber, Gtieul des probalnüt^s; SeÜTanov, 

' :iV nl des difTi'rences et interpolation.} B. G. Teubner, Leipzig 1906. 4, — , 
}. I1>eber, (inir.in i ;;^ritfe und Gmndgleichnngen der mathematischen Naturwissen- 

fchaft. Mit l^i jguren. VIII, 10« Ö. «. Friedr. Viewegikäühn, Braunschweig, 1906. 

JC 4.60. 

J. Franz, Der Mond. B. G. Teubner, Leipzig 1906. X 1.«. 

E. (terland, Leibnizens nacbgelassene Schriften physikalischen, mechanischen und 

technischen Inhalts. Mit 200 Figuren im Text. B. G. Teubner, Leipzig 1906. 

Jt 10.—. 
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Literarisches. 



1. niflery Phjtik mit Zneftfasea am der uagowandteii Matiifimfttik, au der Logik 

und Psychologie uod mit 230 physikalischen Leitaufgaben. Mit 981 Abbüdnugeo 
im Text und 12 Tafeln XXXl\ 966 8. 8^ Fiiedr. Vieweg & Sohn, BraiUk- 
schweig, 1904. JH 16.—. 

Fhyeik enthaltend Zuiftiie ans der angewandten ICathe* 

matik, aus der Logik und Psychologie und 230 physikalische Leitau^gaiben. 

Vm, 268 S. Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig 1904. 4.—. 
A« U&fler| Naturlehre für die Oberstofe der Gymnasien, Eealschulen und 

wandtet Lehranatalten. Mit 469 AbbQdungen im Teact und 9 Tafeln. XIII, 

407 S. 8. Fried. Vieweg & Sohn, Braunschweig 1903. JL h.—. 
A. HSfler, Hilfsbuch zur Naturlehre für die Oberstufe der Gymnasien, Realschulen 

und verwandter Anstalten, enthaltend Zusätze aus der angewandten Mathematik, 

der Logik und der Psychologie und 80 Leitaufgaben. IV, 93 S. 8. Friedr. 

Tieweg U Sohn, Branniehweig 1904. JL I.SO. 
A. HOflcr, Rep( titorium der Physik. Mit 241 Abbildungen im Teart. VE, 203 8. 8. 

Frif dr. Vieweg & Sohn, Braunschweig 1904. JL 3,60. 

A. HuÜery Die humanistiachen Aufgaben des physikalischen Unterrichtes. Akademische 
AntrittsTorlerang. 17 8 Friedr. Vieweg k Sohn« Braunachweig 1904. JL O.AO. 

H . KiHtler, Über Fonktienen Ton mehreren komplexen VerBnderlichen. Dieaeriai. 
Göttingen 1906. 

U* A. LorentS) Abhandlungen über theoretische Physik. Erster Band. Erste 
Lief^ning. Mit 8 Figuxen im Text. 998 8. gr. 8*. B. 6. Tenbner, Leipzig 
1906. JL 10.—. 

H. Maurer^ Methodisch p^eordnete Sammlung geometrischer Aufgaben in bildlichrr 
Barstellung. 8800 Aufgaben in vier Bänden. Zum Selbststudium und siixu 
Untemoht an höheren Lehranstalten. 1. Band, enthaltend die Aufgaben 1 bis 840. 
Verlag von E. Speidel, Zfirich 1906, .If 2 .50. 

Max Müller, Pie abgckfirzte Dczimalbruchrechnnng. Alfred HöMer, "Wien 1906. 
Felix Miiili')', Karl Solu'llbacb. Riickbltck nnf nein wis.ienschaftlicbes Leben. 
Nebät 2WC1 iSchrifteu aus ueiuem NacuiaiJ uuu Briefen von Jacobi, Joachima- 

thal und Weieratraft. Mit einem Bildnis Karl Schellbaelu. B. 0. Teobner, 

Leipzig 1906. .H. 2. HO. 
M. Nath, Sehülerverbindungen und Bchülervereine. Krfiüirungenf Studien und 

Gedanken. B. 6. Teubuer, Leipzig 19U0. .H. 2.60. 
K« Hill 9 Anwendungen der Theorie der Fehler in der Ebene auf KonttraktionMi 

mit Zirkel und Lineal. Dissertat. Königsberg i. Pr. 1U05. 

Henri Poiucar^', Wisoenfchaft tnid TTv^iotheae. Autorisierte devilsche Ausgabe mit 
erläuternden Anmerkungen von F. und L. Liademann. Zweite verbesserte 
Auflage. XVI n. 846 S. 8*. B. G. Teubner, Leiprig 1906. .it: 4.80. 

F. Poske, Uutirstufc dtr Xaturbbre (Physik nebst Astronomie und Chemie). 
Nach A. llößers Naturlehre für die nntorpn Klassen der österreichiscben Mittel- 
schulen für höhere Lehranstalten des Deutschen Reiches bearbeitet. Mit 305 ein- 
gedruckten Abbildungen, einer Stemtafel und einem Anhang von 130 Denk- 
aufgaben. X, 246 8. 8. Friedr. Vieweg k Sohn, BraunsehweHf 1905. JL 

M* Simou, über die Entwicklung der Elemontargeoniftne im XfX. Jabrlumdert. 
Bericht erstattet der Deutschen MathcmatikoWroitiigung. Mit 28 Figuren im 
Text. Auch unter dem Titel: Jahresbericht der Deutschen Matheui. -Vereinigung; 
der Brg&nxnngsbftnde L Band. [Vni u. 278 S ] gr. 8. Leipadg 1906, B. O.Teubtier. 
.ä: 8 —, geb. 9.—. 

B. Vater, Neuere Forts« h ritte auf dem Gebiete der Wärmekraftmaschinen, 
B. G. TuuLner, Leipzig 1UU6. .iL 1.—, geb. M. 1.26. 

Ziehen ) Schulpolitik und P&dagogik. Vortrag gehalten auf der 9. Hauptver- 
sammlung des Vereins zur Förderung des lateinlosen höheren Scbulwesene sa 
Frankfurt a. M. B. G. Teubner, Leipzig 1906. JL —.60. 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig 

GRAPHISCHE DARSTELLUNGEN 
AUS DER REINEN UND ANGEWANDTEN 

MATHEMATIK 

HERAUSGEGEBEN VOM MATHEMATISCHEN INSTITUT 
DER K6L TECHNISCHEN HOCHSCHULE ZU MÜNCHEN 

HEFT I 

12 Tafeln Qner-Folio u. erläuternder Text [27 8.] gr. 8. 1898. n. JC 8.— 
%• 4— vorfltgewden erttew Hefte «Ind die folgenden Jret Or«ppen von Zeichnungen enthalten; 

1. Rationale Kurven vierter Ordnung. Nach Angabe von Professor Dr. 
A. Brill, konatraiert von Ch. Wolff. 1880. 6 Tafeln. 

2. Kurven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten. Nach Angabe von 

T7 Wiener, kou^truicrt von Ch VVollf. 1880. 3 Taieln. 

3. Auflösung von singulären Punkten ebener Kurven in die äquivalenten 
elementaren Singularitäten. Nach Angabe von Professor Dr. A. Brill, 
berechnet and gezeichnet von Ch. Schultheiß. 1883. 4 Tafeln. 



Verlag von B.G. TEUBNER in LEIPZIG. 
Henri Poincar6, 

Membro de TLDstitut: 

Wissenschaft und Hypof iiese. 

Auwnüitrtc ütuUche Ausgabe mit erläuternden Aniuerkungeu 
von F. und L. Lindemann in München. 

2., verbesserte Auflage. [VI u. 846 8.] 8. 1906. In Leinwand geb. n. JL 4.80. 

Wenige Foncher liiid lowobl In der reinen »l» in der angewandten Mathematik mit glelohem 
Ktfdfli tMJg gewesen, wie dar VerfMMr de« rorliegenden Werke». Niemand war daher mehr ala er 
Wrafea, alch aber daa Weeen der mathematlfchen SchlnAweieen und den orktniDtoia-thcuretlaohen Wert 
der natbeauktiaeben Phjrelk im Zanammenhange lu AnBem. Und «onn auch tn dli<iiea Gebieten die 
Ansichten de« elnxelnen rum TeU von labJoktiTer Beanlagnng nnd Erfahrung abh&ngen, worden doch die 
Bntwiclüangcn dea Verfaaeera ttberaU ernste und rolle B(>achtung finden, umeomehr ala er «irh bomUht, 
tußn einem weiteren, nicht anif«hh«>Dtlch mathemai ' ' «orkr^iie veretlindlioh an wn h1 »!• 

Ika dlea dnrrh pniMnde nnd glAniend durcbgeruhrto i« lu buhem Maße gelini^t T»' '0|7cn 

«nrtzerkca die Grundlagen der Arithmetik, dio ürundl>egrtffo der Oeomotri <1 

Z>afinltlonei. ''han<k nnd Aft ganxen tbeoretiaohen Pbytik in ihrer neneatcii 1, 

al* In Ihrer kla«*U. dem allgemeinen VerstAndniaee nooh mehr entgo«{i 1 

der deniachen An*^- . teranegeber «ahlreiche Anmerlningen hinsagefllgt, 

Stauen dea Werkes naher eriAuterii, irilH dun b literarlaohe Angaben dem Leaer die Mtttel au wetturom 
Stadtm der besprochenen Fragen an die limid geben. 

^ies Bach g«hOrt so den Werlten, in denen die Naturphilosophie etno lachgem&te DarateUang 
fÜHleL Daa Buch des b«d]hmten Mathematikers, dessen deutsche Wiedergabe furnD'H \u\<\ nac^iH'-i) 
alchto in wünschen nbrig lAfit, Ist so anroKond. klar nnd gedankenreich, daS e« Jndom m 
eine Falle von Genufl und Bolpl r vi.- v. ., . ,) j^, behandelt lu den U i >' i • ' Vci 
dm Raun, dio Kraft, die 'StV- >oometr1e, Mechanik 

T'-r ^Teraoageb^r >' umfangn- .. ; igt, die ^en Wert de« i. . ■!..>■,. 

(Prof. I>r. W. Ustwald in der JUkV*.) 



Verlag von B. 6. TEUBNER in LE^PZIC. 



Vorlesungen Über Differential- und Integral -Rechnung. 

Von Emanuel Cziibery 

a. o. ProfMtor mn dar T*chiil*olMn HocItMbiü« in Wiaa. 

I. Band. 2., sorgftUtig dtuchgeseheue Auflage. Mit 116 Figuren im Text. 
[XIY Q. 660 8.] gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. JC 1%.— 

U. Band. Mit 78 Figuren im Text. [IX u. 428 ^.] gr. 8. .1898. In Leinw. geb. n. 10.— 

Bei der Abfassung dieses Werkes hat sich der Verfasser als Ziel gesteckt, 
eine Darstellung der tbeoretiacbeu Orundlasen der Infinitesimalreohnnng in organischer 
Verbindung mit deren Anwenduu^en, insbesondere den geometrischen, von solchem 
Umfange zu geben, als es einerseits fQr das Stadium jener angewandten Disziplinen, 
in denen die Mathematik den Grund zu legen hat, erforderlich ist, und ids n 
andererseits clie V - - ffir das Gintreten in Spezialgebiete der Analysia 
voraussetzt. Er hat> . . . . ler Linie die BedOrfnisse der Technischen Hochscholea 
im Auge, wo eine so geartete Behandlung des Gegenstandes allein am Platze ist, 
glaubt aber, dafi ai ' - Gierende der Maüiematik im engeren Sinne von dem Buche 
mit Nutten werden . .. ich machen können; denn die reichliche Bedaohtnahme auf 
die Anwendung der theoretischen Sätze soll nicht bloB dazu dienen, das Interesse an 
4eni Gegenstande, das m hier rorausgesetzt werden muß, wach zu erhalten, sie ist 
vielmehr geeignet, das Verst&ndnis der Theorie zu fördern und zu vertiefen. — Bei 
der Auswäll und Behandluiii^ der Beispiele wurde der Grundsatz festgehalten, dafl 
es sich darum handelt, die theoretischen Sätze an denselben zu mannigfacher, durch- 
sichtiger Anwendung zu bringen, durch sie aber auch zur Vermehrung des Wissens- 
stoffes beizutragen. Zahlreiche Texttigurcn nnterstützen den Vortrag. 

„Was ferner beide Bände Tortoilhaffc von anderen ähnlichen Bücheru awiiccicanut, 
das ist die vorzQglichc Auswahl und die klare Behandlang der zahlreichen, zam Teile 
völlig neuen Beispiele, welche namentlich die geometrischen Anwendungen der Methoden 
erläutern; und nach dieser Richtung kann nach Ansicht des Referenten gerade den 
Technikern niemals zu viel geboten werden. Für sie ist auch hamentlich das Kapitel 
Ober Massenanzidbang and Potential im 4. Abschnitte des IL Bande« von besonderem 
Werte, sowie die Anwendungen der Differentialgleichangen , deren Theorie man in 
gedrängtem Rahmen wohl kaom i^i^dwo besser dargeatollt finden dOrfte.** 

(A. r. BrMnmahl In den BUM«rn Hlr du t>«]rriielM Qyiwnarialtohttlwewm.) 

Reformvorschläge für den m£(thematischen und 
naturwissenschaftlichen Unterricht. 

Entworfen von ,der 
Unterrichtakommission der GeseliBchaft Deutscher Naturforscher und Ärzte. 

Nebst einem allgemeinen Bericht über die bisherige Tätigkeit der KommiBBion 

von Professor A« Gutzmer in Halle a. 8. 

[TV u. 48 S.] gr. 8. 19U6. geh. n. 1.— 

Dm aUferaaln» InUr««t«, mli dem die g«büd«l«n KralM D«Bt»ohlutda and udam Kalturl&adar 
dl« Arbniun dar auf dar BraaUuxr Xatorrortchar-Vermmailang Im Harbat IMM ahigaanlitarn ünMrrlohl«- 
kommluloa dar Oaaallichkfi daataolter Natnrfortohar und Anta iMflaUaa, UUH m «rwttnaebt AmImImb, 
die für dl« Kangaatalttuit daa mathaiuaiuch-iianirwiflaaaaflhkllUcJMm Untarrlehta dar hOhmm LwlirsaalalHii 
Magaarbatlelaa Mhrptkae allganain lagftncUch an maohan. PI warn WanAcba loU doroh dla Tx>rllafpa4« 
Sondarauafi^ antaproehea «ordaa. Sie enlhsll aitnSch«! daa von Ontamar dar dleijtluigaB Kuurfon«ik«r- 
VanuDmlnng la Mmtmi entoUatea aUfeaalnaa Bcfiobt aber dla bUberlge Tfttickell der XommUalon, tn 
dam die aUffamaliMn flwIuhlapnnVvi, ala dla Koaailnto& hat Ihren Arbaltea teltataa. aiuMaiBanbSBffaad 
durtelaft «ardan. Hieran achllaSeo «leb drei KtttMlbarlehi« nebet Lebrplkaen flbr im maOiamatiaebaa, 
aoWla daa obemlaehen tind binlogi&ehan Uncorrlcbt an daa navnklaaaiKeB bftharaa Lahruutallas. — Mit 
dar ▲BBarb«i«aa|r dieear Kiaaatbarlelite batt« dl« Komaüaaloa «Ina inadi en iaMaob • ybyi ilrallMd ia oad atar 
•hamiaali'blalofiacha SabfcosiiBiaaloB betraut Di« SrfafaidaM diaaar mflliaToUaa uiul ■■ U taob— daa Ar 
baltaa wurden daaa vha attilaa der Oaaaaitkonuaiaaloa tlaer eiagebeadee BerMaag aat a r ao g e» «ad In 
dar vofUaaeBdeu Feaavag einattaunlg angeaonnBaa. 

II: r£u Beilagen von B. G» Teubner in Leipzifr, die wir der Beachtung 
nnsexer Leser bestens empfälen. 
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Alle für die Redaktion bestinunten Sendungen (Briefe, Manuskript«, Bücher 
uBw.) Bind mn 

Prof. Dr. QutBiner in Halle a. S., Martijubers 8, 

SU richten. 

Die Herren Verfaaaer erhalten unent^ltlioh : von größeren AufsätEen 25 mit 
Umachlag versehene Sonderabdrücko . von kleineren Beitrfigen und Mitteilungen 10 Ab- 
s^fe der betr. Selten; eine gröUere Anzahl da^iegm, ala die genannte, zu den Her- 
stell ungskoaten. 

MT Jedsr Band des Jahresberichts in Monatsheften umfallt vom 12. Bande ab 
38 Bogen (= 608 Druckseiten) und kostet für Mitglieder der Vereinigung, Porto inbegriffen, 
Mark 14.70, für Nichtmitglieder Mark 18.—. Mitglieder haben ihr Abonnement bei der Ver- 
lagsbuchhandlung B. O. Teubner in Leipzig, FoststraBe 3, aufzugeben, Niohtmitgliedt 
dagegen bei einer Sortimentsbuchhandlung. 

tum' Die Deutsche Mathematiker -Vereinigung zählt z. Zt. über 060 Mitglieder. Der 
jährliche Mitgliedsbeitrag beträgt 2 Mark, kann aber auch durch einmalige Zahlung von 
30 Mark abgelöst werden. Beitrittserklärungen ninunt der Schriftführer der Vereinigung, 
Prof. Dr. A. Krazer, Karlsruhe in Baden, WestendstraÜe 57, oder die oben genannte 
Verlagsbuchhandlung entgegen. Die Ablösungssumme bezw. der Jahresbeitrag i<«t nn dl'? 
Verlagsbuchhandlung B. O. Teubner in Leipzig einzusenden. 
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On reading P. Haraer'B paper on the mathematics in Japan. By Yomiio 
MrKAJU in Tokyu 

Sind die Elemente der Infinitesimalrechnung an den Mittelschulen ein- 
suffihren oder nicht) Von F. Huckvak in Gr»/ 

Über Logrik und Mengenlehre. Von A. Kohsclt in i'laucu i. V. . 

Ratschläge und Unterweisungen für die Studierenden der Mathematik 
und Naturwissenschaften an der Universität r.u Münster i.W. Vmi 
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föllige Anerbieten unter N. 100 an die Verlagsbuch- 
handlung B. G. Teubner in Leipzig erbeten. 
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Qu reading P. Haner'B paper on the mafhemattcs in Japan. 

By Tosmo Mikami in Tokyo. 

One who has read P. Harzer's paper ^) would never have fiüled to 
be strack with a qaeer idea on the different ways of reading of Bome 
Japanese proper names. In writing this article I have therefore to 
begin with m statement about the point. As Harzer already ezplains^ 
it owee Üie origin to the employment of Chinese ideognmia, which 
bear their Japaniied old ChineBe way aa well aa one or more of 
Japaneee reading ways. Seki's*) personal name, for inatance, was 
KOwa, according to the Chinese way of reading. In aetnality Seki 
wonld hBwe read bis name by a Japanese way, not in a Chinese way, 
as was the iisage witii all gentlemen of thoee tinies. Bnt theie aie 
numy parsonal names^ which wefe aad are read in tfaeir Chinese ways^ 
becanse their proper Japanese readings were not known. Bat it 
is highly probable that Seki*B personal name was to read Takakaan, 
for Aiai Haknaeki» a leamed and zenowned doetor and a oontemporary 
of Seki'a, recorda in bis mannscript work, the Shinsho, Book VUL, 
ihai bia name was to be so read. It is also at the same time an 
nndeniable fiust that Beki's personal name was used in old times of 
being read in the Chinese way as XOwa instead of his proper way of 
reading. For there temain some works in which bis name was written 
with difPerant ideograms, whi<^ lead to the Chinese way of reading 
as Kuwa, a niatake bat at the same time an indioation that this way 
of reading was being attended to; there are also aneh works where 
the Japanese helpwords*) are added to indicate the reading as Kowa. 
Seki's case is onlj an instance of ambiguity of reading; snch an am- 



1) P. Harzer, die exakt«u WiHseusclialteu im alteu Japan, Jahresbericht der 
h. M. V., Bd. XIV., Heft 6. 

S) Seid Köwa ii the most repated mafhemaHoiaa in old Japan. Of Seki*a 
I Wf f ffrman^W P» P> Harret has tuadc u dcsc nption in hifl paper. 

8) In Japanesf ''kaua'\ sls distinguished from Cfaineee ideogtam*. 
J>1ii«rt»flnlit d. n«ati«b«ii M»Ui«ai. •Vtretaigtwg. XT. Haft ft. 17 
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bigiüty reigius with aimost all personal names o£ scholars in old 
Japan. 

With family names the aiubiguity of reading largely dimmishes; 
but there are some few instances as Ajima aud Yasushuna YaHnjima 
or Yaenshima will be tbe coininon way of reading and Ajima u special 
way; and so it eeems Üiat D. Kikuchi will rest ou a steady staud- 
point in his reading the name as Ajinia. If however there is no such 
staud-poiut, the name will be proper ouough to be read as Yasujjma. 
It is however a fact that there is a person who is known aa Ajima 
with the same ideograms as the name of Uie mathematieuui before us. 

Beaide^ In oM Japan ih«re wim tu naage of aometbn« ehangiug 
one^fl name; not oaly tlie penonal names were changed bnt aooli a 
changing took plaoe with ücaaüy names too. To giTO a maHiematician's 
ease, Sawagacihi Easojnki ebanged both bis penonal as well as finnfly 
names inio Goto KakubeL Althongh some wtiters take these two 
names to a^eitain to di&tent persoos, T. Endo ascribes tbem to 
belong to the same peraon. Such instanees were not rare with math^ 
maticians of note. 



1) At to the diffieoUj of nading of Bome of Ja|iaii6«e naanee I diaU give 
a few inttanceB that occuired with mj own acquaintances. One of my clasa» 

mates oncp tolil me that hie iiersonal name is to l>e read VohIü, of whioh reading 
no oue knew. They u»ed to read bis name in the Chinese way. My friend was 
content with tbut way of xeadiug, aud afterwanlä be was ashauied to be calied 
wiih hit zeal reading. ABoCher penou^e penonal mmie is Tei or KanaOf of whieh 
I once inquired him of the true reading. '''Wliiehever 70a are pleased of jon. 
mar takc that for tnie", the ftriking auswer was; "aud eo they call uje in hoth 
wavhi"'. Aiiother chiHs-mate of mine, K. Tökairin, wau known to all of ob aa 
Tökairiu, aud he hiiaself spelied bis name in Üiat way. Ko onc doubted of thaL 
StKange to ne all, a teaditt in tbe Chinese daasic woold always oaU him in 
anollier way aa Shöji. Some of his fdends often asked him of the reeson whj 
he was calied by euch a difTerent name. He never made his reply, he only 
Bmiled. Hc continued to spell hie name as well as we calied bim as hefore. 
But the mystery came at last to an end, when I leamed that tbe ideograms that 
repreaent hia name eis teaUy to be read aa Shoji bnt not in tbe way we bave 
read. In apite of all fhia he will be alwaya Tökairitt to me, when I happen to 
see him again. A gentleman, of whom I am slightly acqaainted, was known aa 
Kanno at the place where I had known him; at another plnce, I nm told . he 
ha« been known as 6ugano, the ditlerence Coming from ditierent ways of readiiig. 
There are alao aome namea ti»t are diffiszenfly read thongh beaxing the aame 
ideograma; aome familiea, for inataaee, aie calied Kikkawa, whüe for othera tbe 
aame Chinese letters stand for Toshikawa. Although auch differences would oeem 
to cause a troublesome ambignity, it is not however so keenly feit in Japan, 
becanse the Chinese letters in which the names are represented are taken for 
the ataadard. 
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Sawaguchi wrote in 1670 the Kokon Sampoki, m which he un- 
reservedly employed the saiigi ') way of solving numerical eqiiations. 
Such a way was huuded dowu from China through a work, Suang 
Hsiao Chi Meng, or Sangaku Keimö as knowu in Japan, compiled by 
Chu Shih Chieh, and it was becoming spread from before his time in 
Japan. But Sawagachi maj be wahüj said to hare most largelj cou- 
tributed to ihe popularising of fho method. Sawagachrt work m 
wozih of aotiee, becante ii serrea to rereal the outlines of mathe- 
matiea ihat tfcood before or at the time when Seki was preparing 
for YoB mTentioiu. At the time of Sawagochi'B pablication Seki 
wat at bis twenty-eic^th year and it is not probable äiat he wae 
abready at the height of hie fame. Sawaguehi is eaid to haye 
afterwarde gone to Seki for instraction. Althongh the date of hie 
being taken among Seki'e pnpils is not ezaofcly known, it muit be 
deemed to hare oocnired in eome laAet yean; for Seki hixnaeilf 
aolyes the qneetions proposed in the end of Sawaguchi's work and 
publishes them in 1674 in a work entiiled ihe Hatenbi Sampö. In 
mj opinion Sawagachi was so struck with the newness in the way 
of Seki's Solutions that he hastened withont heiitation to join him ae 
a disciple. 

Seki appears to haye been of a raiher reseryed tarn of natnre 
and so he loathed the printing of his works. The aboye said work 
was therefore the only one that was brought out in his life-time. The 

Kwatsnyö Sampö, another work that bears his name, was compiled 
by one Otaka') in the next year of Seki's death aiiil wa*^ printed in 
1712, three years after the conipilation, Seki was little inclined to 
reveal all his inveutions to nnv of his pupils; he kept a striet secrecy 
abont his own methods. \\ Leu an advanced pupil was to be iuitiated 
into some of his iiieliiuds, he could not hear from him, unless he 
swore witli his own bh^od. Seki s \\ iiuiu doctrines were only handod 
down to his adopted heir and to Aiaivi Son-yii lor Murahide). ont- of 
his nuntai'ous pupils. It was from the hand of Öeki'a son that iakebe 



1) The sangis are small wr.oden vioces, and tho term will he literally rfn- 
dered in "calculating pieces". The üau^is sololy seired for abacus calculatious 
for a loag time both in China and in Japan. Kven the introduction of the 
aorobaa could not expulae the nie of Muigit. The raagis have gone ont of um 

quite in a receot time. 

2; In T. Endu'a History of Japanese Mathematics, 18'.'G, thf name Otalca is 
erroueuusly printcti as Ota. to whicli same mistakc ilar^er lall«. The mum may 
be said ot MuramatHu, wbum Harzer repreeentfl as Mat£umura accordiug to Kndö's 
htitoiy. 

11* 



L^ y j^üd by Google 



266 



TotBO Mnu»: 



Kenkö (or Katahiro) came iu possession of Seki's secret writmgs which 
were not given liiü from bis own hands.^) 

Japanese maiiiemutics assumed au entirely diflferent aspect in 
Seki's hands, and the progress at that time app«ared too rapid, wliich 
always remained qaestionable in mj biatn. At a time I thonght 
whetiier he had not knonn eome of Dntdi and ilienwith a Imowledge 
of the Occidental mathematice. No infonnation conld be proenrady 
howerer, to Mm my donht to that effeei As to the eonrces from 
which 8dd leanied mathematice, thera remains a Talnable reoord for 
ns. Ab to the stoiy tiiat Seki had fint Btndied nnder Takahan^ who 
in his tarn was a pnpil of Hori Shigeyoahi himsdf, there remains 
a donbtfiil point Seki might hare been a self-formed mathenmticiany 
in a high d^ree of owtaintj. A yolnminons manuscript work^ Okina- 
gosa^ contains witii othma a story abont Seki's life. Aecording to this 
woxfcj it was a work entitled the Sangaku Qomö, probably a Chinese 
werk, which is represeuted in another place as the Suang Hsiao Chi 
Meng^ that led Seki to hia deep etudy of mathematies. In his matuie 



1) Seki had ao lon and adopted Shinhiebirö, Bometimes repreaented as 
SWiiwliwlii^ a nephew, who ittved to the Shogunate in the Province of Kai, where 

he was dismisscd tbrou>^'h some fault and his family's hereditarj service pxt 'r 
minated. This happened on the 7th. of Äuy^ust in 1735. Seki « aou, heing thus 
deprived ot liTelibood, thence lived undex the care of iukelte Keutö's, whom, 
Mooiding to T. Endo, he gave all leeret wntings of hu ftthn for bis inipecÜoD. 
Takebe*B wxiting of ihe Tenri Kohd Tetmoatia appean to hare iMued from that 
event. If this is »o, the work canaot date in an carlier poriod tluin 1735. Takobe'e 
another work, Ftikyü Tptflu-jntfiu was writtcn aljont ]7"22; the value of jr ral 
cnlated correct to 41 digital Stands in this work. The way of expanding a root 
of a qnadrstic eqaatiott eslabUihed in tbi« wodc diffwa, aecording to T. Sndö, 
from that Qied by Seki himMlf Fukyn was Takebe's nom-de-plumo. Abont 
Seki's own writing about the yenri or cirmilar thoory, I have never met with a 
mflntion. Only the Kigenkni, that con>iista of two baoks, bearn J^pki's name, 
though the style of writing is somewbat altered. The content« of thin buok are 
in Bome pnxta the originali to the foorlb book of Iho Kwat»ny6 Sampö; if not 
80, ezplinatione of th^. The work ooniaine no wach analytienl tveatoient nieh 
as seen in the Fukyü Tetsu-jut«u or in the Yenri Kohai Tetsu-jutsu. It might 
be perhaps the results to which Seki had arrivcrl ht-fnri' tho ostablishment of 
his later calculations. The materials that »erved to or caused the writing of the 
Hö-yen Saiikyö were handed to Matsunaga tliruugh Araki from Seki himself. 
There remains no probabilify that Matsonaga oonld haye ohtained a glanoe over 
thi' iwd works of Tiikebe's because they were cared with utmoet secrecy, tliouf^h 
tliey l>i>tli lielon^'t-d to Seki« fchnnl or sect. The identity of tho rfsnltH for tb«' 
Square of a circular arc in the two works will be sure euough to take Seki for 
the iuveutor of the formula or at least of the principle by which the formula 
was arrived at. 
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jears he once learned tbat thet9 were some unknown books in a cer* 
tain BudlUiiat church at Nara, an ancient town nonr KyQto; these 
books were contained anMuig Baddhist bibles brought firom China at 
tome nnknown date; they were aeiiher rdigious books nor tr^tises 
on niorals or medicine, whieh no one was said to have understood. 
8eki conjectiired tbem to be matheruatical works, so he asked for a 
leave and went to Nara, where he borrowed the said books and copied 
thcTTi in haste, altbongh he was little nhlp to understand their Contents. 
Retumed to Yedo Iiis leisure hours were all spent in their disrestioii 
and in the courne of three year«? nf hard study bis knnwledge of mathe- 
matica became coiisiderahly liftiered. Onr narration goes no farther 
than this; but the wurkw Seki had studied would have been Chinese 
tnmslations of Sanscrit works — probably bibles — of which it reiuaiüs 
an interesting questiou how far the treatments extendod their ranges. 
lie all this eovered under a cloud, but it is lar Iroui beitig questio- 
nable that Seki's Situation camiot reach to such a heigbt as our prede- 
cessors have considered it. 

Seki was no supematural beiug as the mathemsticians of old 
Japan adored him. spiiit of Wo-worahip had made him shine 

orer iU o&er scholan. Pat aside fhe deseription we hare jiirt tried; 
and how &r adTaneed was fhe State of mathematics in fhe twj time 
when onr great arithmetidan was preparing for his iaTentions? On 
the fixst point the mere pnblished worin that appeaied before his 
time GOidd little avail for the puxpoae^ on the whole, of illnstration of 
the eompariaon with Seki's «tensive System that nnderwmt the for> 
tune of being kept in secret^. The habit of secret-keeping was hj no 
means opened by Seki himself; his predecessors eqnally behared them- 
selves as he^ For Sawagaehi, whom we bare already spok^ of, 
wiites in his work that he had little inclination to gire solations to 
flome of the problems, and so any 011% who deb^ired of beti^ initiated 
to them, conld be taken as his own pupil. These problems are those 
that relate to arcs and chords of a circle or related ones. MOri Shi- 
g^yosbi^) himself left a secret work intended for personal teaohing, 
according to an anonymons record, the author of wbich having seen 
it. Yoshida's JinkOki consisted of eighteen books, of which the ürst 
three only were piinted. Takahara, one of Möri's direct papils and 

1) Ab to Möri's travel to China thtsre remaiua a deep-gruunded point of 
deabi Aoooidiiig to an anthority he ii said to bave gooe to Corea, wheac« he 
pSMod to China with a letter of introdoctioii from the ( orL-aii court. Older recorda 
do not mention of his travel. It is also doubtful wby Tojotomi Hidejoshi« the 
nüer, had aent only a single perwn for instmctioD. 
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the aaid toacher to Seid, lesTee no pablislied work. Iwamun^), who 
wroie tiie EetBagiBhO in 1660, Bas alao left a written work npon ihe 
caleolatlon of a ciide, of whiek an. ationymoua author reoovds tbat 
Watanabe Kaan posaeased a copy and tkat ke aaw and oopied ii Tke 
autkor tkereby adda tbat Iwamnxa'a fomu)» are no maana tiie general 
onea, bnt tkej are of aome Talue. Tke aaid Watanabe^ tkoug^ of litUe 
note, waa a matkematician among tke pnpSa of Aida^ a coniemporaiy 
of Ajima or Tasujima. 

Tkeae docnmoitB appaar to akow tkat ike matkematica before 
Seki'a time wete aome way advaneed tiian tbat given bj mere prutted 
works. How &r Seki got in bis theory of tbe oircokr principle, it 
is little knowable at present; if however we are to take the theory 
8olely as given in tbe Kigenkai, then Seki '8 method was a mere step 
iü advaiiCi* to that employed by Muraraatsu') m Iiis San.so of 16t)3. 
New I have come so far in my description, that would make Seki 
out of bis place. Does then Seki not merit the honour ever awarded 
to him and aknost grown to adoration? Oh nol I never intend for 
such a purpose. Why, then, and how do Newton and Leibniz deserve 
the sole houoiir as to tlieir invention of the infinitesimal calculua, 
whereas the method bad r«'ally origiuated Irom the aneient method 
of exhaustion of the Greeks aud come down gradually through the 
hands o\ Kepler, Oavalieri, Fermat, Roverval, Wallis, Barrow and 
numerous othersV Besides did Newton and Leibniz leave their method 
pcrfcc'tly fumished? Did it not require the hands of d'Alembert, 
Lagrange and still later mathematicians to afford their method in the 
form as we novv possessV Doos it not nevertbeless remain for Newton 
and Leibniz's sole honour to have invented tbe alniighty system of tbe 
calculus? When so it is, may Seki always and forever stand in kia 
kigb aituation as ke bad stood in spite of all that I have said. 

Seki's success whoUf lies in tke introduction of tbe analytical 
method, whicb in tum owes largely or enüreljr to bis groundation of 
algebra. The way of using letters for known qnantities as well as for 
the unknown begins in Japan with no otber ihnn he, for written 
algebra never exiated before bim. He valued therefore bis algebraical 
wajs, so muck so tbat ke designated that acienoe by tbe prond tenn 

1) Some take the name for Isomura, and T. Endd changes the ideogmns 
inio those that definitivplr deeignate as Isomura. 

2) Muramatsu was ueither himselt one of the famoas fourty-seven lojal rönin, 
as Harzer ätates iu his paper, nor his two aons, as given in Endös History of 
Japanew Uatkemattci; it waa Mnxamatau'a adopted heir and his aon. itho Tevenged 
with othen npon their master'e «nliiclcy deatb. 
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of kigen seihö, by which he mrant to be enabled to clear all the 
buried origin of thiugs and lead them to the power of analysia. It is 
not '^ur|>n'siny that hp kopt it beeret m well as he did with the yenri 
prmcipie. VVhen we reÜect on the difificulty with whieh the us» ot 
letters has been introduced in the history of Occidental matheniatics, 
I cannot help of being Struck with an intent feeling of woe and vene- 
ration for nur crreat Seki'« case. 

Seki haa ulrcady fcuuiiud the science of, or rather the ealculations 
with, algebra. It is not then surprisiug for a person of his geniiu» 
that he could haye established his waj of solving the quadratic equation 
in an infinite series^). Be the principle, to which his waj of expansion 
u Ikble, expkuned or nnexplained, the fimdunoital idMt tlni kd to 
bif inTention u perfeeÜy tnusaaUe. For th« Chineee waj of iolving 
nnmwieal equationa on a langi board must have caught hia piercing 
attention, and he had only to apply it withont or with alight alto- 
rations to the caae of a qnadratie eqnation with Utend ooefficienta. A 
glimpae on the way in which sach an e^panaion is camed compared 
with that for the aaogi way would noTer faü to diacem the intimate 
rdation that eiieta hetweea the prooeaaea. I am not in the place to 
aaame aa to Seki'a eztention of tiie aame way to the caae of hi^^ier 
eqnatioEDi, a way which appeared in later yean in a coirent applioation 
among mathonaticians. The principle aa well aa the proceaa Cor theae 
higher equationa alao hardiy diffned from Üb» original way for the 
qoadntio eqnation. > 

We also s ( o another way of solTing numerical eqoatious, that 
aroae in the haud» of Kawai Kyütoka and his teacher Sakabe Köfaan. 
This way reeulted in an expanaion in an infinite expression resembling 
the continued fraction, and it aerred to the evaliiation of all real roots^ 
positive and negative. 

Seki's calculation of thp rirelo, iistially ascribed to hini, rests 
Oü the expansion of the quadratic equatiüiüj and the application of the 
imperfect iiiductiou. That such a way was actually had by i^eki 
himself, it would be very probable, if he does not leave his own 
writing conoerning to it. Takebe's and iMatsunaga's works on the 
guhjeei. perhaps, were takeu ironi Seki's original with alteratiuns and 
perfeetions by them. Could it be said here that these works were 
written by their respective authors independent of their great leader 
Seki? The fact that Öt^ki had revealed all his inveutious to Araki in 



1) About this way am l\ Uarzer'a paper. 

2) See Harzer'a paper for the process. 
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not deniable, and Araki did the same to Matiunagay Übe anthor of the 
HOyeti SankjO. Takebe does not seem to have been entnisted wtth 
all bis maater's writiiigs, he obtained bis mofit aectel woika frora Seki*f 
adopted eoiiy wbo litüe valiied them, becanie bimaelf no matbcmaticiaii, 
and wbo waa too seantUy meaned to answer to tbe kmdnesa Takebe 
did to bim. U ^aan is no mention made in theee works aa to the 
tme anthonhipa, it ia no anrpriie; ancb were lometimea tbe nrnge in 
Ji^an. Tbe identity of reBolta in ibe two worka eeem to jnatify onr 
aaanmption bf aacribing tbe principle tued, in ita radiment at leaat, to 
SekL Tbere ia no probabilitj of the two acbolani baving aeen eaeh 
otber'a aeoiet wiitings. 

In Japan matbematica were eultivatod aa a mere wt, and thcj nerer 
attained a aitaation aa a Bcienoei Tbere aroae thereföie no aiu^ 
acience aa geometzy that tbzowa itself wbolly on a demonatratiTe 
ayatem. Japaneae acbolan eontented titemadtea with tbelr rode way> 
of gaining the m^nitude-relationB of the figures they considered. 
It will be also not a litÜe surprising to see that in old Japan there 
reigned nu idea on aiigles. Geometrical considerations date lirst in 
later yeara, wben tbe Cbineee trauslatiori of Euclid was brougbt lo 
Japan; even then they never freed thcmselves from some algebraical 
intermeddlings. The Japanese put little values on demonstrations, 
which they neyer cume to take as a part of real knovvkdgc. This 
dispension was especiaUy great with okier scholars. They unreservedly 
took resources in th*^ imperfect iaduction, wiiich they seein to have 
takeu for absolute truth. So it comes that the Japanese matbematica 
made an appearance euch ae is handed down to us. 

As is well kno\?n the Cbineso niatheinatics had influenced our 
science from the very outset, whicli was continued throngh the entirö 
period of its flourishment. In Inter yeare Chinese translationa of 
Occidental books were also brougbt. Still later Japanese scbolars be- 
came themselyes enabled to read tbe Dutch language; and it seems 
they were affected by it. But they never lost their own way of 
pn^reaa; they never were brought to respect tbe Occidental mode of 
matbematica^ of which act of our fathers I must ask for an acknowled« 
gement and aympatby from the aide of you the Occidental matbe- 
maticians. 

As I have said Japanese matbematicians most valued tbe results 
of calenlations, they little cared for tbe demonstrative efaaracter of 
tbe scienoe. Wby, tben, was tbere anything in tbe Weatem books, 
which waa brougbt before the eyea of onr fathera, that could be 
▼alned by them? Of conxae all tbeae worka mnat baye been reatncted 
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to dementer^ ntatliematies. The Japanese had abeady an analytieal 
mettiod of tiieir own, tiioiigh of a lude Und, Eyery problem tliat laj 
before them they oould toWe it by Üieir own instramenti while the 
knowledge gpt fnm foreign sonreee little satisfied fheir pmpoies. 
Thcy therefore natnrally came to disdain the foreign sdence. When 
ihey came ai last to leam the calenlns from Dntch teaehers^ tliej weie 
not gnrprUed in the newnesfl of the methods; they oiilj thought them 
aft their eqnal. I haTe met| in more than one place, amoi^ the 
writings of onr fathen, with theae words: In aatnmomy and the art 
of calenders Japan is inferior to China and Occident; as to mathe- 
matica we are ahead of them; ve hwe a need of leaming astronomy 
and calendrical theory from foreign sources, we have no such need 
for mathematics. As we now see, they have done as they said. 
Japanese iiiathematiciaiis were not however to refnse the introductiou 
of logai itlimetic tables and plane and sphenciil trigonometry by the 
way Ol Chinese works such as the Li Suan Ch'üan Shu and the So 
Li Ching YOn and others. 

Japanese scholars stndied yarious cunres, bat they uever came to 
consider the parabola and the hyperbola. 

In concluding this article I have to say a \Yord or two about the 
distinction between the meanings of the words sütraku \mä wasan, 
which was left by P. Harzer as imiDtelligible. Tii» t rm sügaku 
pi^ifies mathematics and wasan means Japanese niathematifs. The 
Uestonition of the Emju rial Rule was followed by a tlo^'d of Western 
civiiization iu the country. There arose scholars who never learned 
the old Japanese niode of mathematics, being only instrueted in the 
foreign style. These persons grew in the idea that their knowledge 
must stand in j hi^^her Situation than the old fashioned peculiar ways, 
becaufle and only becanse theirs belong to a more ciyilised world. 
Such a thought beeame preralent and I cannot help but ezpresa my 
own feeling 1 have eiperienced when I first learned mathematics and 
when I knew nothing of our own father's ways. A hatred mnst 
therefore arise between both partiea. A distinction beween their ways 
beeame needfol, whereby the one was designated as wasan as 
distingaished from yösan or Occidental mathematics. Their rivalship 
oontinnedy when the wasan mathematicians were more and more de- 
prived of their possessions. The ySsan came ont vietorions and it 
ioon beeame pre?ai]ing all OTer the Empire. And now the general 
tinn signi^ring mathematics , or sögaka, got to mean the yösan only, 
beeanse this mode is the whole of the sdence now studied. This is 
the leaaon why the distinction between sügaku and wasan had arisen. 
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The wasaii mathematics is at present entirely levelled down, uo one 
goes to leani it. I dou't nif^aii thereby to include the fact that the 
Boroban-arithmetic is still being atteudeti iu some quarters and is still 
being lustruct^ in common schools. 

Tolcyo, Sept 16 th, 1905. 



Sind die Elemente der In&mtesiinalrecliiiimg au den Mittel- 
sehulen einsaführeE oder nickt?^) 

Von F. HoCEVAB iu Graz. 

Ali zweiter Redner*) über daaselbe Thema hilte idh et fEfr aa- 
gezdgfcy mieh m^iliehBt knn au &a8en. Daher will ich nur in all- 
gemeinen ümriMeiL die Oeaiditspankte erörtern, welche mich bei der 
Beantwortung der Frage leiten, ob die £lemente der Infinitesimalrech- 
nung au den Mittelschulen einzufQhreu sind oder nicht, indem ich zu- 
nächst die Gründe kurz auttthre, welche für die Einführung sprechen, 
nnd hierauf etwas ansfubrlicher die Gründe, welche ffcrjen die Einführung 
▼orgebracht werden. Dabei werde ich vor allem die Yerhaitnisse an 
österreichischen Mittelschulen berückaichtigen, weil ich nur diese aus 
eigener Erfahrung kenne. 

Für (He Einführung spricht in erster Linie der hohe Bilduuijsncrt 
des TUMien Lehrstfiffrs, welcher in diesor Hinsicht manchen Teil des 
gegenwärtig vorgeschriebenen Stoffes weit ühertriflPt. Denn die Elemente 
der Infinitesimalrechnung gewähreji dem Schüler einen Einblick in jene 
Rechnungsmethoden, welche für die Be.schreil)ung und Berechnung der 
nießhuren XatnrvorL'iinge, für die Lösung wichtiger Aufgaben der Tech- 
nik und des \ erkehrs unerläßlich sind; sie setzen ihn aber auch in den 
Stand, zahlreiche Aufgaben aus den genannten Gebieten selbst zu löseu. 

Ein zweiter Gnmd ist der, Uaü «jie Elemente der Ijiiiuitesimalrech- 
nung den Schüler auf gewisse Fathdiidic» an der Hochschule vorbereiten. 
Für die Lehramtskandidaten der Mathematik und die Hörer der Tech- 
nischen Hochschule ist eine solche Vorbereitung im allgemeinen nicht 
notwendig, ja sie wire manchem akademisdien Lehrer nicht erwünscht. 
Aber es gibt eine Beihe toe Frohem, bei deren Studium heutzutage 
einige Vorkenntnisse aus der Differential- und Integralrechnung voraus- 
gesetzt werden, wie z.B. die Nationsl5konomie; die Stetistik^ die Phj- 

1) Vortrag, gehalten in Merau am 2ö. .September 1906. 

2) Deu ersten Vortrag hielt E. Czuber (b. diesen Jalireaberieht S. 116). 
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siolo^e, die Chemie usf., und es zeigt die Erfahrung, daß sich jene 
Yorkenntnüse während des UochBohnlstudiiimg nicht ieloht nachholen 
lassen. 

Als dritter Grund ist anzufahren, daß sich etliche rinttiiounfischc 
und physikalische AufyaheHf welche wegen ihrer grundleLreu<ien Bedeu- 
tung in den Lehrstoff der Mittdschule aufgenommen werden mußten, 
nnr mit UUfe infinitesimaler Betrachtungen korrekt behandeln iasaen. 
Das versteckte Differenzieren und Integrieren, mit welchem man sich 
in aolchen Fällen /u helfen sucht, entspricht nicht immer den For- 
derungen der Logik und Didaktik. 

Gegen diese Argumente wird meines Wissens kein Einwand er- 
hoben. Die Gegner der Reform erklären vielmehr ihren Widerstand 
mit dem Hinweis auf die HindemiBse, welche der EinfQhrang der In- 
finiteniiMlnclmung eutgegeurtebn. 

Vor allem iriid eingewendefc^ dafi der neue StoiF für die SMter 
j» sdnmeriff kL Banuf iat su erwidern^ daft man eben dieeea Stoff 
derart aanawSUen und su begrensen bat, daft er bei ansdhaiiliflher 
DanteUang und beettadiger Emflbiing an nabeliegenden Angaben aneh 
▼on Sebfllem mittlerer Begabung er&ßt imden kann. Daß dies aneh 
mSglidi iat^ erkennt man ans tahlrmcfaen, in d«r letsten Zeit enehienenen 
Auftötzen und Lebrbftohern, ao s. B. von Borel, Bonriet, Tannery, 
Fisher osw. 

Ein anderer Einwand lantet, daß die geplante Inderang eine er- 
hebli^e M^uMashmg der Sdiiäer zur Folge hatte nnd flberbanpt 

wegen Mangels an Zeit nicht durchführbar sei. Die Antwort hierauf 
fallt für die einzehaen Schulen je nach der Beschaffenheit ihrea mathe- 
matischen Lehrplanes verschieden aoa. So z. B. genügt ei an den 
preußischen höheren Lehranatalten, denen eine reichlieh bemessene An- 
zahl von Mathematikatonden sor YerfQgung steht, gewisse isolierte 
Teile des Lehrstoffos weganlassen und allzuweit ausgedehnte Übungen 
einzuschränken, und man wird ohne jede Mehrbelastung der Schüler 
eine für den neuen Lehrstoff hinreichende Zeit gewinnen. 

Anders verhalt es sich an den österreichischen Mittelschulen, wo 
die Anzahl der Mnthomatikstunden so gering ist, daß sie auch jetzt 
schon zur Bewältigung des vorgeschriebenen Lehrstoffes nicht ausreicht. 
Diese in den boteilitrfen Kreisen nur allzusehr bekannte Tatsache wird 
auch für den FemerBteheiul-'n durch emen \ ergleich der niatheniiitiM-hcn 
Lehrpliiue an dem österreichischen und dem preußischen Oymuasium 
bestätigt. An d( ni ersteren beträgt die wöchentliche Anzahl der Mathe- 
matikstuudeu 24, au dem letzteren hingegen H4, und doch ist der Um- 
fang des vorgeschriebenen Lehrstoffes au beiden nahezu gleich. Die 
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Oberrealschuleii lassen sich nicht in derselben Weise vergleichen^ weil 
ihre mathematischen Lehrpläne wesentlich verschieden sind. Es genügt 
jrdocli flie Beinorkung, daß die gesamte StiulifMidauer uti df^r nstpr- 
reichischeii Realschule nur 7 Tahrp Ijptiägt, au der preußischen hingegen 
9 und au der württembergiscli* n ^ugar 10, l^nrfh diese Gegenfiber- 
stellung wird die Forderung begreitlich, die österreichi^rhe Realschule 
nni cni*'!! Jahrgang zu erweitern, welche Forderung von den Vertretern 
nicht nur der Mathematik, sondern auch der meisten übrigen Lehrfacher 
wiederholt erhoben wurde. 

Mit Rücksicht auf diese Tatsachen kann man den von Herrn Klein 
aufgestellten Grundsatz, für den mathematischen Unterricht seien (zur 
Durchführung der besprochenen Reform) keine neuen Lehrstunden zu 
beanspruchen, auf die österreichischen Mittelschulen nicht gut anwenden^ 
sondern müBte eine entsprechende Vermehrung der MaÜiematikstundea 
eintreten laaaen. Dem Btehen begrciflichenreiae groSe Schwierigkeiten 
im Wege und, da überhaupt sprunghafte Änderungen im Lehrplane 
mSj^chst an Temeiden Bind, eo mdehte ioh fOx Oyrniiaeien nur ein 
Plne von 2 Stunden wöchentlich (je eine in der 6. nnd der 8. Klasse) 
und für Realschulen ein Pins Ton 4 Stunden wöchentlich in einem 
neo einznftthzenden achten Jahrgänge beantragen. 

Mag nun eine Yermehrung der Mathematikstunden an den Öster* 
reichiscben Mittelschule» durchdringen oder nichi^ in jedem Falle muft 
man den Torg^sehriebenen LehrstoiF reduxieren, um eine Mehrbelastung 
der Schfller za Termeiden nnd doch einiges aus den Elementen der 
Infinitesimalrechnung einfuhren au hdunen, in dem einen Falle mehr^ 
in dem andern weniger. 

Da man in einem Lehrstoffe, der seit Dezennien immer wieder 
KUrzungen erfahren hat, nicht leicht noch weitere vornehmen kann, 
ohne das allgemeine Lehrziel des mathematischen Unterriclites m schädigen,. 
80 erfordert dieee Frage ein reifliches Studium. Ich erlaube mir in 
dieser Hinsicht einige Anregungen zn geben. Man könnte z. B. weg- 
lassen: die Lehre von den dioplmntischeti Gleiciiutigen, da sie mit den 
übrigen Teilen der Schulmathematik in keinem Zusammenhange steht; 
femer am Gyranasiuni die Komhinationslehre und den hinomi'srhcn T^hr' 
aatz (für positive ganzzahlige Expoueiit<'ii), da die Wuhrscheinliclikeits- 
lehre ohnedies schon weggefallen ist und der binomische Lehrsatz an 
der Mittelschule keine Anwendunf; findet. 

An der Healsehulp konnte ,/ - <ji!i^n-is> i,>' Trigonometrie bedeutend 
gekürzt wt riien, weil für alle dort vorkommenden Anweiulungen die Auf- 
lösung des rechtwinkligen Dreieckes und der Kusinussatz genügen; alles 
Übrige wäre dem Uochschulunterricht zu Uberlassen. 
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Was d^^n Ubungsstofl' aiibeiaugt, so kiinnte viel Zeit gewonnea 
werdea durcli Benützung von vierstelligen IxKiaritUmentafeln, welche für 
die Zwecke der Mittelsciiule vollständig ausreichen, durch Vermeidung 
schwieriger Texiaufgaben und solcher Qleichnngen, deren Auflösung nur 
durch (mßergewöhfdidie Kunstgriffe möglich ist, desgleich^ von k&m' 
plmertm KontMiumB- «nd irigmiomHriiAm Aufgalben, Ohne die Be- 
deatiuig dieaer Übungen für dae eelbetSndige Denken m Terkennen, 
gknbe ieh doob, daß nBek dieeer Bicbtang Öfter sn koke Anibiderungen 
gestellt werden, woTon man sick bei der Dnrebnekt der BcktiftÜcken 
Matoiittltnai^ben flbenengen kann. 

Hingegen mdebte iek miek gegen die kie und da goinBorte Ab- 
MA, die wiaaensdiafilicke Begründung der aritkmetiioken OpenÜonen 
im ünterricbie za llbeigeken, gans enteekieden ansepieeben. Man würde 
dadnrdi in den Gnmdlagen Unklarkeiten nnd Lfieken enteteken laaeen, 
welidie anck das Folgende nngflnstig beeinfinssen mfißten. Das lekr- 
reiehe Kapital der systematisoken Entwicklnng des Zaklbegriffs, dessen 
Wiederkolnng in der Prima die preuBiseken Lekrpläne ausdrficklidi 
▼orsckreib^, würde den österroichisehon Schülem unbekannt bleiben. 
Man wendet mit Unrecht ein, dafi die Schüler für den eben erw&bnten 
Stoff in jenem Zeitpunkte, in dem er nach den Lekrplfinen vorzunehmen 
ist, nock nicht die geistige Reife besitzen. Denn wenn man die Elemente 
der infiniteeimalreeknang dem Standpunkte der Mittelschule anpassen 
kann, so muß dies um so leiokter bezü^ck der Elemente der Arith- 
metik gelingen. 

Znm Schlüsse fasse ich die voranf5gehenden , zum Teile nur an- 
gedeuteten Ausführungen in folgenden Sätzen zusammen: 

Die Elemente der Intinitesimalrechnung sind an sämtlirlinn Mittel- 
schulen oder höheren Lehranstalten einzuführen. Bei der Bestirnmunfr 
des ümfaiiges, in welchem dies zu geschehen hat, berücksichtige man: 
1. das Auffassungsvermögen der Schüler, 2. die Zeit, welche durch 
Kürzungen des jetzt vorgeschriebenen Lehrstoffes und Einschränkung 
allzuweit auspneifender Übungen gewonnen wird, wobei in Ost mMch 
zugleich eint uiäüige Vermehrung der Mathematikstunden und speziell 
für die Realschuh^ die Erweiterung um einen Jalirgang anzustreben 
wäre, 3. jene mathematischen und physikalischen Aufgaben an »ler 
Mittelschule, welche die Anwendung der Infinitesimalrechnung erfordern. 
Den neuen Lehrstoff socke man anschaulich darzustellen und an zahl- 
reidun Beispielen an eiÜntem, okne jedock die Gesetze der Logik 
anBer ackt zn lassen. Dom die Matkemaük soll dem Scküler in allen 
ikren T^en als das Muster einer exakten Wissuisckalfc ersekeinen. 
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Über Logik und Meagenlehre. 

Von A. EoRBSLT in Pknen i. Y. 

Die BemerkungOL der Herren Weber und Vahlen in dem TOr- 
hergehenden Hefte veranlassen mich zu folgenden GegenbemerkimgeiL 

Ein Leser konnte zunächst fragen: ,,Wa8 haben die AusföhnmgeB 
über Schaffen, göttliches Geschlecht, Idealbild usw. mit den S&tzen der 
Mengenlehre zu tun? Ich kwin keine dieser Yorstellaiigen in den 
Sätzen dieser Lehre selbit entdecken.'* Daranf wiie an antworlen: 
Sie dienen dasu, die Stelle der Ifengenlelire innerhalb der Logik und 
Mathematik fiMtaiiatellen imd der Iieaer fiber einige sohwierigeirB Be- 
griffe und die Notwendigkeit ihrer "Biiwftilirmfig au&aUiien. Zu eolehen 
Ansichten keine Stellung nehmen, angeblich weil sie an nichts führen, 
heifit die Mathematik von der Logik, alao Yon den Gesamtheit der 
Wiasenschaften loslösen und sie unfruchtbar machen. 

In der Erörterung Uber die rationalen Zahlen Schemen mir so- 
wohl Herr Weber als Herr Dedekind Recht m haben. Genau ge* 
nommen schafft unser Denken nichts, was Torher nicht dagewesen, 
sondern findet, erkennt, entdeckt bisher unbemerkte Vorstellnngen in 
seinen Erlefanüsen, freilich nur, weil es etwas finden wilL Die Auf- 
findung eines mathematischen Bew^bes ist ebensogut eine Entdedning 
oder Erfindung wie die Erfindung des Kompasses oder die Entdeckung 
Amerikas. 

Soll die irrationale Zahl als Schnitt von rationalen Zahlen yer- 

standen werden, so ist das allerdings, als Vorstellung des Paares von 
Inbegriffen rationaler Zahlen, ein iiiidcrcr 15eLTiii als „rationale Zahl" 
und soweit schon etwas „Neues". Aber dazu muß noch die Bemerkung 
kommen, daß ein Schnitt, der eine rationale Zahl bestimmt, selbst 
keine rationale Zahl int und daß die Schnitte itir sich einen neuen In- 
])egriff von Gegenstanden bilden, die zwar in ,^ahlbeziehungen" stehen, 
aber von den rationalen Zahlen verschieden sind. Die Bildung von 
bloßen lub^rÜiea ist uns zn geläuüg, als daß sie uns als etwas Neues 
vorkäme. 

heu heben Grott braucht man hier nicht heninzuziehen. Audi 
die geistige Tätiirkeit des Hochstaplers oder Bankdiebes ist in dem 
hier ^r'^meinten Siime schöpferisch. 

Nur die Vorstellungen der formalen Wissenschaften (Logik, Mathe- 
matiky Mechanik j heißen passend B^pdüe, die realen Wissenschaften 
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(P*4ychologie, l'ljysik, Gedchulitt* usw.) bemitzen auch Anscbauimgen 
und gtiüischte Vorstellungen. Vollends sind nicht alle BegriSe GkttungB- 
begriffe^ es tribt auck leere und Einzelbegntfe. 

Ein Idealbild (eine VorBtelUmgj kann existieren, ehe ich es mir 
zum Bewußtsein gebracht habe, nämlich in einem andern Bewußtsein. 
Ist ee aber einmal Ton mir erkannt^ so veradiwiiidet ea nicht ganzlich, 
88 läßt Nachwirkungen siurfldL 

Wie jeder cum VeretBndnis der Begrifiii der Zalil, dea Banmea^ der 
Zeit^ dee TTnendliehen usw. gelangt^ wird rieh xiieht allgemeitt angeben 
laaaen, daa hängt Ton seinen sonstigen Eilebniasen ab. In gesitteten 
Ländern wird ein Kind wohl einfaeh die Wcnto h&ren nnd die ent- 
qireehendsn oder pasBcnde Gegtnstbide gezeigt bekommen. 

Warden die Yorstellnngen nidit geeebaflen, sondem in den Er< 
lebnisssn gesehau^ an ihnen vorgeiiinden, so ist es kein Wondeiv wenn 
man umgekehrt gewiseeni auch sehr abstrakten Yorstellnngen Wahr- 
nehmongen anordnet, die dnrch die VorsteUnngen in Znsammenhaag 
gebmeht werden. So wird die Zukunft ▼orhergessgt nnd die Yer* 
gangenheit wieder herauf gebrachi Ergeben sich merkliche oder 
wichtige Abweichungen TOn dem Erwarteten, so legt man einige der 
gebranchten Vorstellungen und Grundsätze beiseite und sucht zweck- 
mSBtgere i^ypothesen". Für gewisse Fälle ist nicht bloß eine kleine 
KogeJy sondern ein Land, die Erde, die Sonne usw. ein Pnnkt. 

Sollen die Worte „ich zweifle, ob wir hier jemals zum befriedi- 
genden Abschluß kommen können" bedeuten, daß sich in den Grund- 
sätzen der Mathematik nnd Mechanik stets Widersprüche ergeben 
werden, so würde das Verzweiflung an der Mathematik als Wissen- 
schaft, ja allseitigen Skeptizismus nach sich ziehen. Soll dies aber 
heißen, daß iram^r einige Gelehrte in den Grundlagen noch Unklar- 
heiten finden werden, so kann ich dem auch nicht beistimmen. Die 
Meinung kann sich hoi list* ns auf die gangharen Logikbücher gründen, 
deren Wert für die Mathematik allerdings fast gleich NuU ist. Wer 
aber Bolzanos Wissenschaftslehre studiert^ wird zur en^^engesetzten 
Überzeugung kommen. 

Nicht die \\ ahrheit (Tatsache), daß eine Menge Teile haben kann, 
entnehmen wir der Erfahrung (sondern das liegt im Begrill' der Menge), 
sondem die Wahrheit, daß es Mehrheiten überhaupt gibt. 

Sagen, daft in den Mengen Ä und B Elemente vorkommen, die 
objektiT idsntlseh sind, heiflt soriel wie: Wir betrachten nicht die 
GegenslSade Ton Ä nnd B selbst, sondern awei Mengen A' nnd B' 
verachiedener YorsteUni^ien derselben, wobei A' nnd B' kein Glied 
gemeinsam haben. Oder auch so; Wir betrachten nicht einen Gegen- 
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stand X von A, sondern das Paar {Xy A) des Gegenstandes und eines 
gewissen Inbegriffes. Jedenfalls können wir zunächst nur ganiUoh ge- 
trennte Mengen auf ihre Anzahlen hin vergleichen. 

Gehe ich Ton der beliebigen endlichen Menge A aus und gebe 
ihr einen Namen oder ein Attribut a, das ich ihre Zahl nenne, so 
tne ich etwas Überflfissiges und Falsches. Denn die Menge hat schon 
den Namen A, wozu noch der andere Name «? Dies a soll auch gar 
nicht der Name der Menge , sondeni ein kflnerer Name für die Vor- 
stdUmg: ^^Menge die mit Ä 1-ldentig paarbar ist" sein, ist also ein 
Gattangsnamcy kein Eigenname. 

Falsch ist es, den Namen a eine Zahl za nennen, Zahl ist viel- 
mehr der Gegenstand der Yorstellong, deren Zddien «ist. a ist 
Zeidim einW SjahlToiateUnngi Zahkeichen. Am besten nennt msn 
wohl Anzahl Ton A** den Inbegriff der mit A gleiehweiten Mengen. 
Da ich dieaen Begriff yerstehey kenne ich ihn aoch, mag ich nur nun 
TOB seinem Umfimge ein Bild machen können oder ni^t Im Sinne 
Herrn Wehers gesprochen ^^kenn«'' ich nicht den Inhegriff der ganzen 

Zahlen zwischen 0 und 9^ und werde ihn in meinem Leben nie kenneu, 
obwohl er endlich ist. 

Nicht deshalb bilden die endlichen Zahlen keine endliche Menge, 
weil mir keine endliche Menge bekannt ist, die icli nicht noch ver- 
mehren könnte, sondern weil dies in dem Begriffe der endlichen Zahl 
liegt. Wer etwas anderes dabei denkt, z. B. „endliche Zahl" nur eine 
der Zahlen 0, 1, 2^ . . 16 nennt, nimmt das Zeichen ..endliche Zahl" 
in einer Bedeutung, für die es nicht bestimmt ist. £r könnte dann 
mit seinen endlichen Zahlen immer noch die vier Rechnungsarten, nnr 
nach dem Modnl 17, ausführen. 

In dem elementaren Teile der Mengenlehre bleibt man auch noch, 
wenn man xuiwchst den Unterschied zwischen Endlich und Unendlich 
nicht einführt, sondern etwa, nachdem der Begriff der Ordnung gegeben 
ist, sagt: 

Eine Ordnung a heiBt eine Wohlordnung, wenn för jede Teil- 
menge m der Glieder yon a (des Gebietes TOn a, der durch a ge- 
ordneten Menge) einer der beiden Satze: 

Die Menge m besitzt em Aufau^suHed in a; 
die Menge m besitzt ein Endgliod iu «, 

und zwar iutmer derselbe, zur Wahrheit wird. 

Eine Wohlordnung heißt eine Abzählbarkeit, wenn jedes Nicht- 
anfangsglied (bez. jedes Nichtendglied) einen Vomachbar (nachfolgenden 
Nachbar) hat. 
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Eine Menge keifit abzahlbar^ wenn sie Gebiet einer Abzahlbar- 
keit ist. 

Büne Menge heißt oudlich, wenn sie Gebiet einer Absiihlbarkeit 
irt and in dieser ein Endglied (Anfangsglied) hat. 

Eine gegenstöiidlielie nicht endliche Menge heißt onendliehe Menge. 

Eine Menge heißt absählbar nnendlieh, wenn sie nnendlieh nnd 
«btShlbar ist. 

Sagt man: eine linear geordnete Menge heißt stetig, wenn jedes 
doroh Ordnnngsbesiehnngen (teils von der Form x'>a, teils von der 
Foim x<b) iü, bezng auf Dinge a, . .* Ton M definierbare Ding x 
ein Ding Ton m int, 

so ist anch (a, h, e) eine stetige Menge, denn es ist a < 5 < 
mid dies gilt nnr fHr b. Freilich wäre aneh in der geordneten Menge 
{a, h% c) das neue Element 6' so bestimmt, dann erhebt sich aber der 
Einwand, daß dureh die Dinge a, b, . .. Yon M tlberhaupt kein Ding x 
„dsfinierbar" ist. Dann gibt es keine stetigen Mengen. 



Ratschläge und ünterweisungeu für die Studierenden der 
Mathematol^ und Naturwissenschaftea au der Unlyarsitöt 

zu Hllnflter l W. 

Von R y. Lilisnthal in Milnster i. W. 

Zu Beginn des Sommerseniesters 1906 sind ..Ratschläge uud Unter- 
weisungen für die StuJit ru nden der Mathematik und Naturwissenschaften 
an der Universität zu Münster i. W." gedruckt worden, die zum Teil 
von anderen als den sonst üblichen Gesichtspunkten aus entworfen sind. 
Die iiatschlätre wollen dem Studierenden den Weg zeitjen, auf dem die 
übliche Vorledungsmethode zu dem b* il hti]urten Nut/rn führt, uud 
schärfen dpsimlb die selbständige Ausarbeitung des (jehorten auf (irurd 
eigener, während der Vorlesung gemachter Aufzeichnungen ein. AuBer- 
(\>'m i*jt die Beschäftigung mit allgemein bildenden Fächern angeraten, 
'ienauere Katschläge über die Ausbildung in den einzelnen Fächern 
sind den FachYertretem überlassen. Die ^.Unterweisungen" wollen dem 
Studierenden keineswegs angeben, auf welche Weise er ein vorzüglicher 
Mathematiker, Physiker usw. werden kann. Die Absicht der weitftos 
größten Anzahl der Studierende der Mathematik und Naturwinen- 
achaften geki nicht dahin, eine umfassende Fachgelehrsanikeit zu er* 
werben, sondern möglichst gut die Prüfung für das höhere LeUrtont zn 

Jfthfwibtilek» d. DMtMhm M«tlMiii.>T«raialgBBg. XV. ii«fl6. 18 

Digitizcü by ^(j^j-j.l'^ 



270 



O. ViLxantni: 



bestehen, damit so das Fortkommen im spateren Leben gewährleistet 
sei. Damit erwachet die Aufgabe, den in Betracht kommenden Lehr- 
betrieb auf der XJniTereität 00 emznrichien, da0 wenigstens in einem 
Fache eine tiefer gehende wissenschaftUehe Durehbildmig imd die 
F&higkeitf selbständig weiter zu arbeiten, ermdglioht wird, und dies ist 
bei der Küize der Stadienzeit nicht ohne Enüastong des Stndietenden 
in den ftbrigen Ton ihm betriebenen Fächern m erreichen. Wir nenneiL 
HoMpffOiA daqenige Fach, ans dem der Stndierende in der Staate- 
prttfdng die ÄchwissenschafUiehe schriftliche Arbeit entnimmt Für 
die übrigen Flicher sind in den „Unterweisungen^ die Miwimal- 
anforderangen xnsammengesteUt, die eq erfOllen sind, wenn in einenn 
dieser Fächer die LehrbefShigung jRlr die erste oder sweite Lehrstofe 
erlangt werden soll. Fflr das Hanpt&ch wird darflber hinaus eine 
weitergehende Benutzung der yon der UniTersitSt gebotenen Lern- und 
Übnngsgelegenheiten verlangi Vertreten sind die FScher: Beine und 
angewandte Mathematik, Physik^ Chemie, Mineralogie, Botanik, Zoologie, 
Philosophie. Für die Geographie steht die Anstellung der Minimsl- 
anforderungen noch aus. 

Bei der Beurteilung des Ganzen dürfte Wert zu legen sein auf die 
erzielte Einigung der Vertreter recht Terschiedeucr Fächer zu dem 
Zweck, dem Studieieudeu von vornherein Klarheit über das zu Leistende 
zu verschaffen. Das Ergebnis dieser t]uiigung ist gewiß noch ver- 
beßserungsfähig, aber die Grundlage für eine gesunde Weiterentwicklung 
ist gelegt, und damit ist die alte Gewohnheit, im Lehrbetrieb getrennt 
zu marschieren, in der Staatsjjrüfung vereint zu schlagen, immerhin 
um ein beträchtliches Stück zurückgedrängt worden, 

Münster i. W., im Mai 1906. 



Leonard Eoiers Wohnhaus in Berlin. 

Aussug aus einau Briefe an P. Sföekel in Hannover. 

Von G. Valentin in Berliu. 

... Im Jahre 1741 wurde Leonard Euler aus Petersburg nach 
Berlin berufen, wo er bis 1760 geblieben ist. Man findet in dem 
,,Adres-Calender der Kgl. Haupt- . . . Stadt Berlin" für 1742 und ebenso 
för 1743 angegeben: ,,/. Fnler wohni auf der Neustoilt bey der Pott- 
damscheti Brüche in dem Harhonessischeti ffans&' und in den Jahi^ängen 
dee ^Adres-Calenders"' für 1744 bis 1766: „L. Eider wohnt in der 
Bärenetraße in seinem eiffetien Bausef*, Ans der Ton Schroettauschen 
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Karte von Berlin vom Jahre 1748 cr^-j]) siLh, daß in der Neustadt der 
Teil der jetzigen Frietirichstraße zwischen der Behrenstraße und Unter 
den Linden damals Potsdumsche Brücke genannt wurdi', und ferner, daß 
auf der Südseite der Behieustrußc zwischen der Fiiedriohstraße und 
Kanonierstraße Gärten lagen, an einer Stelle jedoch unterbrochen durch 
ein bebautes OnmdstÜck, das auf jener Karte als ,,EilerBches Haus" be- 
seiehnet war. Die* war also Eulere Wobniums. Da der tou Schmettaa- 
sehe Plan bei allen Eennem als sehr genau gilt, konnte ich den Yeraneh 
wagen, dnreh genaues Ausmessen mit dem Zirkel jenes „Eilersche 
Haui^ mit einem neueren Plane von Berlin za identifisieren; ich benutaste 
dazu den Sitnationsplan Ton Sineek vom Jabre 1861, anf dem jedes 
einzelne QrundstQck mit aUen seinen Geluinden und den entsprechenden 
Hausnummern genau eingeseichnet ist, und es ergab sich bieraus, daß 
das jyEil ersehe Haus*' mit den beiden Häusern BehrenstraBe 20/21 Tom 
Jahre 1861 identiseh sein müsse. Hiermit glaubte ich mich jedoch nicht 
begnOgen m dflifen und wendete mich an das Gmndbucbami Die Ein* 
sieht in die Grundbücher wurde mir Ton dem Amtsgeridit bereitwilligst 
gestattet, führte jedoch zunSchst zu keinem Ergebnis, da die jetzigen 
Grundbücher für die in Frage kommende Gegend erst mit (h:>m Anfang 
des TOrigen Jahrhunderts beginnen. Erst als der Beamte einen alten Band 
hervorsuchte, in dem sich beglaubigte Auszüge aus dem „Französischen 
Colonie-Gerichte" über die Grundstücke der Behrenstraße wäbrmd des 
18. Jahrhunderts befanden, kam Licht in die Sache. Hier war unter 
der Reibe der Eigentumer des Grundstückes Behrenstraße 14/15 auch 
Leonhard Kuler «genannt. uTid aus einer angoliäns^ten Vergleiclisli^te 
der ( iruüdstücksuummern des 18. Jahrhunderts mit den jetzigen Nummern 
ergab sich, daß die damaligf Nummer I i identisch mit der jetzigen 
Nummer 21 ist. jfishjv IJmis Nr. 21 der Ikhrenstraßc steht also 

anf (fer Stelle des von Leonard Eukr 1T44 bis 1700 hewvIitUen und ihtn 
yeiturigen GrundsUiclm. 

Am 15. April nächsten Jahres werden wir Eulers /weiuundert- 
jähngeu (ieburtstag feiern können. Es wäre zu wünschen, daß dann 
an <lem liuuse eine Gedenktafel angebracht würde, die daran erinnert, 
daß hier 23 Jahre lang Eulers Wohnsitz gewesen ist. . . . 
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Mitteilungen und Nachrichten. 

Geeignete llitteilongen wird der Heratisgeber eteto mit gc6Atem Diuike eDtgegeD- 

nebiTifn. 

1. AiLftdemidn. Gesellschatteu. VereiniguDgen. Versammlungeii. 

VflirSlldenillgOn im PcrBonalbcgtando der Deutschen MattMBIfttUMI^ 
Verftinigiing. März und April 1906. 

Neu aufgenommen als Mitglieder: 
Dr. phil. G. Berkhan, Kandidat des höheren Scbulamts in Hamburg, 

Arndtstraße 21. 
Dr. phil. K. Giebel in ScUeusiiigeii, KlosterstraBe 31. 

Dr. phil. A. W. Velten, Rentner in Kreuznach. 
Friedrich-Eugens Realschule in Stuttgart. 
Mathematisches Seminar der Universität in Kiel. 

Gestorben: 

Am 3. April starb in Mflnchea der langjährige ordentliebe ^feMor der 
Uathematik an der dortigen üniTersititt Qeheimrmt Gustav Bauer. 

Adreasenftnderungen: 
Braunmühl, A. v., Frofessor an der Teehnischeii Hochsdmle, München, 

Bliitenslraße 17. 
Certo, L., l'rofessor am H. Lio«o Terenzio Mamiani, Rom. 
Deuizot, A., Dr. phü., Charlottenborg^ SchlüterstraÜe 7. 
Geys, A. T., wissenadiaftL Lehrer a. d. höheren Privateehnle, Herzberg 
(Elster), Markt 4. 

Schlink, W., Professor an der Terhnischpn HocliNchule Braunschweig. 
Snyder, V., Professor an der Comeli üuiversit&t, Ithaca, N. Y., Universitjr 
Avenue 214. 

Wieghardt, K., Professor an der TeiMschen Hochschule, Brauns^weig, 

Schlfunifzsfraße 10. 
Wilson, £. B., Professor an der Yale UniTersitSt, New Häven, Conn. 

Deatadha Hathematiker- Vereinigung. Einladung zur Jahres- 
ver<?amTnl 1! !• in Stuttgart Dfr untt'r'ci' hnote Vrirstaml der Abteilung 
für Mathematik, Astronomio und Geodäsie, sowie der Vorstand der 
Deutschen ICatkematiker-yereinigung gibt sieh die Ehre, Sie zu der 
in der Zeit vom 16.-~23. September d. J. in Stuttgart stattfindenden 
7S. Yersammlung Deutscher Naturforscher und Ärste ergebenst 
einmladen. 

T)u <\cn sp&t^reu Mitteilungen über dii^' YtTsammlung, die im Juni zur 
Verseudung gelangen, bereits ein vorl&uügfü Programm der Verbandluugeu 
beigefügt werden soll, so bitten wir, Vortr&ge und Demonstrationen — 
namentlich solche, die hier größere Vorbereitungen erfordern — wenn 
möglicli /.um 15 ^fai bei dem mituntcr/»nclmt^t('u Herrn Prof. Dr. 
A, Krazer, Karlsruhf, Westendstraße 57 auiueldeii /.u wollen, Vortrüee. 
dl© erst später, ins besondere erst kurz vor oder während der Vei"sammiung 
angemeldet WMden, können nur dann nodi auf die Tagesordnung kommen, 
wenn dafür nach Erledigung der frtthnen Anmeldungen Zeit bleibt; eine 
Gewfthr hieAr kann daher nicht Qbernonunen werden. 
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Die aJlganeme (irappieruag der Verhandlungen soll so stattfinden, daß 
ZusammengehSriges tunlichst in df^rstlben Sitzung zur Besprechung gelangt; 
im übrig^en ist für die Eeihenfolge der Vorträge die Zeit ihrer Anmeldung 
maßgebend. 

Anek in dieann Jahre sind Yorbereitongen dafilr getroffen, nm fOr 
unsere Verhandlung»' n Mittelpunkte m. schaffen. Hierzu ist zunächst die 

FunktioTientheorie in Aussicht ppnommpn; wie wir schon jetzt mitteilen 
können, wird von sachkundiger Seite über einige neiujre Untersnchungen, 
insbesondere aut dem Gebiete der Theorie der iunktionen mehrerer Ver- 
inderliohen beriehtet werden. Vorfartge über den genannten Gegenstand 
sind uns daher besonders willkommen. 

Ganz besonders daukbiu* wären wir füi* Vortrllge über negonsttinde, 
welche sich zur Besprechung in koinhiniertea Sitzungen zweifT o^ler mehrerer 
verwandter Abteilungen eignen, da es dem universellen Charakter der Ge- 
seUscbaft Deutseher Natorforseher and Ärzte, in welcher im Glegensata zu 
den zahlreichen alljährlich stattfindenden Spezialkongressen sämtliche Zweige 
der Naturwissenschaften und Medizin vertreten sind, entspricht, daß gerade 
solche mehrere Abtoihmgea interessierende Fragen zur Verhandlung gelangen. 

Den 15. Marz 1906. 

Der Vorstand der I. Abteilung: 

Die Einführenden: 
Beuschle, Dr., Prof. a. toclm. Hochschule. 
Mehmke, Dr., Pix>f. a. techn. Hodischule. 
Hammer, Dr., a. tedin. Hoehschnle. 

Die Schriftführer: 
Wölf fing, Dr., Prof. 
Stübler, Dr., Priv.-Doz. und Ass. 
Der Vorstand der Mathematiker-Vereinigung: 
Prof. Pringsheim, München, Vorsitstender. 
FMf. Eraaer, Karlsruhe, Schriftführer. 

Berliner KatheimatiedM OeseUeohaft. Sitzung am Mitiuoch den 

April 1900. Tagesordnung: Denizot, Zur Kritik der Theorie des 
Foncaultscheu Pendels. Meißner, Über systematische Fehler bei Zehntel- 
schätzungen. 

Mathematische Sektion der Scbleaisclion GeseUachaXt lür Yater- 
Undieohe Kultur. Sitzung um oO. April 1906: Sturm, Über das Prinzip 
der spezieUen Li^;e. Kneser, Die Integralgleichungen, ein neues Hilfimnttd 
der mathematisehen Physik. (Beferat.) 

KattLemfttinoli-asrtTOikomiMdia Sektion der Natoxfonwlieiiden Oe- 

selleohAfb in Görlita. Winter 1905/06. 16. Xovembir 1905 Lorey: 
1) Bericht über die Versammlungen in Hall'" nnd ^feran, insbesonth re über 
die neuen Lehrpiäne, ii) die v. Standt-ieht> Konstruktion des regelmttßigen 
Fünfecks. — Weist: eine besondere .\rt räumlicher Veranschaulichuug 
(s. Schottens Zeitschrift 1906 Seite 336.). — Koch: über eine mssisdie 
Bedienmaschine. — 14. Dczenihrr. Lorey: Periodische Erscheinungen und 
ihre niatbematisdie Beschreibung, (mit Liclitliiiib i n , die das matli. Institut 
der Universität Göttingen freundlichst geliehen hatte.) — 18. Januar 1906* 
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Deckert: Pa« bkcs Theorie der Kraftstrnhlcn. — 15. Februar 1906. Lorej: 
l) Grupppnthrorf f isi he Erläuterung der Neperschen Regel. 2 ) Methndisches 
zur Wurzelbereehiiung. — 15. März 1906. Metzdorf: Geschichtliche Be- 
merknngeii Uber NAherongswerte von «. 

Matliematistihe GeMlliehftft in OSttln^n. 14. Sifgunff am 
13. Februar 1906: H. Mflller teferiert Aber Poincaris fTntenueliiiDgeii 

über die Gleichgemchtsfiguron, von der eigenen Schwere unterworfenen 
rotierenden Flüssigkeitsmasscn, insbesondere die von ihm entdeckten „biru- 
förmigeu'^ Glcichgewicbtäfiguren. 15. Stiiung am ^0. Februar: £. Zermolo 
referiert über das TOn ihm in deutscher Übersetzung herausgegebene Buch 
von J. W. Ciibbs, Elementaiy principles in Statistical mechanics. Der 
Vortragende nimmt besonders gegen die im 12. Kaj?. entwickelt« Theorie 
der Entropiezunahme Stellung, indem sich gegen diese Betrachtungen die 
gleichen Eluwüude erbeben lassen, welche der Vortiagende bereits bei 
anderer Gelegenheit wiederholt gdtend gemacht bat. 16, SiUung am 
27, Februar: 0. Bunge berichtet Über die von ihm gehaltene Vorlesung über 
,f6rapbische Methoden der Mechanik und Physik". D. Hilbert bespricht 
seine demnächst in den Gott. Nachr. erseheinende „IV. Mitteilung über 
Integralgleichungen^', welche von den quadratischen Formen mit imendlich 
viel Variablen handeln soll. 

Verein aar Förderung des Unterrichts in der Hathemstik und 
den NfttnrwiaBensohafteii. Die XV. Hauptversammlung findet Pfingsten 

d. J. zu Briangen statt. Es werden Avie üblich cirei allgemeine Sitzungen 
und mehrere Abteilungssitzungeu 'stattfinden, außerdem eine geschäftli ht^ 
Sitzung der Sektion Bayern, sowie fine Geschüftssitzung des Gesamtvereius. 
Für die allgemeinen Sitzungen sind nach dem soeben zur Versendung ge- 
langten Programm folgende mathematisohe und physikalische Vorträge 
geplant; Dncrue, Über geometrische Propädeutik; Wiedemann, Das 
Experiment im Altertum und Mittelaltt r; Wieli itner, Der Z;i]il und M»Mige- 
begriff im T^nterricht: Pietzker, Die Stellung il-r Fachkreise zu den \'^r■ 
Schlägen der von der Naturforschergesellschat t eingesetzten Unterrichis- 
kommission. — Für die Abteilungssitsungen sind bisher folgende Vortrüge 
mathematiseh-phjatkaliBchen Inhalts angemebir t: Geissler, Neue Darstellung 
de«; Orenzübergauges und des Gi^enzbegiifls durch Weitenbebaftnngen mit 
besonderer iJerück.sichtigung des SehiihinteiTichf«^; lirinisehl, Vorlesuuirs- 
versuche zur Welleolehre} Pietzker, Vorzeigung der Essclingscben Zeichnung 
des regelmüüigen Sechzigecks mit sSmtliehen Diagonalen; Schorer, Demon- 
strationen beweglicher Modelle für den propädeutischen üuterricbt in der 
Geometrie; Schorer, Über eine uenr b^•ul•i^tis^he Art, in die Lehren von 
Flächengleichheit und -Almlichkeii einzuiüliren und dieselben zu verbinden; 
Wehnelt, Demonstrationen einiger Eutladungserscheinungen in verdünnten 
Gasen. — Anmeldungen zur Teilnahme an der Versammlnng sind an Prof. Lenk 
in Erlangen zu richten. _ 

2. Preisäuf gaben und gekrönt» Preisschrlften. 

Freisaufgaben der Püretlich Jablonowskischen Gosellscliaft in 
Leipzig. Die Fürstlich Jablonowskische Ge>!ellschaft in Leipzig liat tolgende 
Prcisauigaben gestellt. 1. Föi* das Jalu" 19O0: wird eine Untersuchung 
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der den BerDOullischeu Zahlen analogen Zahlen, namentlicli itii Gebiet« der 
elliptischen Funktionen, welche die komplexe Multiplikation zulassen, gewünscht. 
2. Für das .Iiihr 1907: Es sollen einfjehondf und ciDwandtreie experinieritelle 
Untersuchungen angestellt werden, die einen wesentlichen Beitrag zur Fest- 
ateUang der Gesetie der HehteleklTischen StrOnid liefern. Der euselne Preis 
Wtar&gt 1500 M. Die Zeit der Einsendung endet mit dm 80. November 
des angegebeneu Jahres, und die Zusendung ist an den Sekretär der Gesell- 
schaft (ftlr das Jahr 1906 au Herrn Geheimen Hofrat Professor Dr. August 
Leskien, Leipzig, Stepbftnstraße 10/12) zu richten. 

PMurallinlm auf dem Oebiete der mathenuktluoliMi WltMa- 
«dinfleii, gest^t nn den deutMlieii UniTeraitKten. 

rniTersltlt Böttingen. Untetsudiungen über die Stabilität der elastischen 

Linie in Ebono und Raum, unter vorschiedenen Grenzbedingungen. 

Die Arh' iten müssen vor dem 15. April 1906 dem Dekan der Philo- 
sophischen Fakultät übergeben werden. 

VnlTersim Han«. (S. S. 157 dieses Jahresberichts.) 

UaiTerslIit Klei. FOr die hypergeometrisehe Differentialgleichung dritter 
Ordnung mit zwei endlich singulären Punkten sollen die Beziehungen, welche 
swisdien den Hauptintegralen der einaelnen Gebiete bestehen, ermittelt 
werden. (Fflr das Jahr 1906—07.) 

Dr. XIm Henmann-Stiftaiig. Aus der Dr. Elsa Neumann-Stiftuug 
ist am 18. Februar 1907 ein Fteis von 1000 Mark durch die philosophische 
Fakultit dw üniTexsitftt zu Berlin zu vergeben. Er soll zur Auszeichnung 
der hervorragendsten Arbeit auf physikalisehern oder mathematischem Ge- 
biet*» dienen, die im Jahre I90fi der Fakultät eingereicht worden ist. 
Zur iiewfaiUung wvn den Preis ist jeder ohne Unterschied des Geschlechts 
uod der Religion zuzulassen, der au der Universität Berlin die Doktor- 
prflfuog bestanden oder wenigstens swei Semest»' an ihr studiert und das 
30. Lebensjahr nicht flbersehritten hat. Auch die Doktordissertation kann 
als Bewerbungsschrift verwendet werden. Bewerbungen sind bis zum 
1. Januar 1907 einznreiehcn. 

D« r Preis für das Jahr 1905 ist Herrn JJr. P. Köbe aus Luckenwalde 
Terlieheii worden. 

ftnith-Pleise. Die Smith-Preise des laufenden Jahres wurden zu- 
erkannt: Herrn C. F. Rüssel vom Pembroke College filr seine Arbeit über 
"The geometric Interpretation of apolarie binary forms" und Herrn F. J. 
M. Stratton vom Gonville and Caius College t^lr seine Arbeit über "A 
Problem in tidal evolution suggested bj the motion of Saturu's niuth 
stldlite» 



3. HoehachnlBaohricht»]!. 

üniTenitftt Btookholm. WSfarend des Monats Februar d. J. bat 
Professor Y. Volterra auf Einladung des Königs Oskar von Schweden an 
der ÜttiTersitit fltocUiohn eine Reihe von Vorlesungen ttber die Differential- 
gleichungen der mathematischen Phjsik gehalten. 
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Yen«loliiili dnr ffir du Sommmemeitar 1006 ftagdcttndigteii 
Vorlesnngeii ttb«r di« mathemattoohen WtemMiiafteik. (Sdiluß.) 

Brettlan. Rosanes, AnalyÜBche Geometrie der Kbene '3); Seminar. Sturm, 
Differentialgeometrie (4); Darstellende Qpometrie iiiirl tjraphi^fho Statik (T- Spnii- 
nar. Kuetter, Integralrechnung (4;; Übungen dazu; Variationsreciinung (8); 
Semiiiur. Lftnd«1>erg« Differentiftlreclniimg ^4); Übungen dasu; Einleitongin die 
Theorie der elliptischen und Modtilfunktionen (3). Franz, Dioptrik Mechanik 
des Himmels (4); AstronomischoB Praktikum. Lummer, Physikalisches Kolloquium. 
Pringsheim, Theoretische Phyaik II (4); Übungen dazu. Schäfer, KlektriBche 
und uflignetische Meßmethoden; Beziehungen zwischen Licht, Elektrizität und 
Magnetismus; Yektoranaijsis. Von dem T>orne, Pbjraik der irdischen LufUifille; 
Geophysikalische Übungen und Besprechungen. 

Chftrlottenbnrf. Lampe, Höhere Mathematik; Übungen daxu; Bestimmte 
Integrale und Ditferentialgleiehnngen. Hottner, Höhere Mathematik; Übungen 
dazu; Theorie der Kaumkurren und Fläclien DziobfA-. ITohere Mathematik; 
übnogen dazu. Haeutsschel, Elemente der Mechanik. Cranz, Yariationa- 
recbnung. Steinitz, Yariatioiinedhmmg. Fnn1ction«itbeorie. Niedexe Amilyeis 
und Algebra; Element« der darstellenden Geometrie. Uertzer, Darstellende Geo- 
metrie n. Hessenberg, Darstellende Geometrie l. .Tolles, Darstellende Geo- 
metrie IL 2s. Darstellende Geometrie IL Fuchs, Keine Mathematik. Rothe, 
Fooriorecbe Reiben nebit Anwendungen t Binffibrang in die VelctorenTechanng. 
Scrvus, Einführung in das Studium der Klektrotechnik; Theorie der P< liwingungen 
mit besonderer Rücksicht auf die elektrischen Schwingungen. Pet/oldt, Grund- 
begriffe der Heehanik. Krigur-Mensel, Tbeorie de« Lichtes; Theorie der 
Wai-niekitung und der Strahlung. Grunmach, Magnetiiehe und elektrische 
Maßeinheiten und ^^eßull 1 1 .K u; rhysikiilische Maßbostimraungeu und Meßinstru- 
mente. Kaliscber, Die pb^üikalischen Grundlagen der Elektrotechnik. Gleichen, 
rhotographiBche Optik nnd Anleitung cur Berechnung photogrftphitcher ObjeMve. 
Gro.ß, Mechanische W&nnetheorie; Einleitung in die Pot^itüftltheorie} Theorie de» 
Galvanismua; Gastheorie; Grundzüge der Energetik. 

Dresden. Diäte Ii, Darstellende Geometrie; Perspektive; Homogene Koor- 
dineten. Grübler, Tech. Heehenik; Grapfaoet. Übung. Heger, Anfttyt. Sphllrik. 
Helm, Höhere Mathematik I; Potentialtheorie; Doppelbrechung d. Lichtes; Ver- 
flirhernngstechn Seminar. Krause, Integralrechnung; Einleitung i. d. Theorie 
d. aualjt. Funktionen; Seminar. Krone, Theorie u. Praxis d. Photographie. 
Naetsch, Einleitung i. d. Theorie d. ganzen Zahlen; Spidtr. 'nrigonemetrie. 
Toepler, Elektronen- u. lonenstrahlnng ' Radioaktivltrit", 

Erlangen. Gordan, Integralrechnung (4;; Diifereutiaigleichungeu (4); Seminar. 
Xöther, Analyt. Geometrie des Raumes (4); Ditferentialgeometrie (8); Abelsche 
Funktionen; Synthetische und darstellende Geometrie ii. Wchnelt, Theoretische 
Physik II (3 ; rbungen dazu; f'tnivj-en in ExperinientalTOrtirÄgea für LehnuntS- 
kandidateu. Wiedem^ im, i'hyäikalisches Kolloquium. 

Gießen. Pascb, Algebra (4); Invariantentheorie (3); Seminar. Netto, Ana- 
Ijtiecbe Geometrie der Ebene i ; bestimmte Integrale (3); Seminar. König, 
Physikalisches Praktikum filr Mathematiker und Naturwissenschaftler Gj; Ph- 
kalisches Kolloquium {2}. Fromme, Theorie der Elektrizität und des Magnetisiuub 
mit einer Einleitung in die Theorie de« Potentiale (6); niedere GeodXne (S); mit 
praktischen Übungen. Graßmann, Analytinche Mechanik mit Übungw (4); 
Festigkeit«! lehre mit Übungen (8). Schmidt, Absolutes Maßsystem (1) 

Böttingen. Klein, Funktioustbeorie (4); Seminar. Hilbert, Ditterenüal- 
und Iiitegx^Mchnung I (4); Mechanik derSontinua (4;. Minkowski, AIgebm(4); 
Kugel- nnd verwandte Funktionen (2); Seminar. C. Runge, Differential- 
gleichungen (6); 8«ninar; Graphieche Statik. Piandtl, Graphitohe Statik (8). 
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Prendel. Wahrscheinlichkeitsrechimnff (4); Versicherungsrechnung (2); Übungen 
im Seminar f. VersicherungswiMeDBcbaft {2.). Zermeio, Fartielle Differeutial- 
gleichungen d«i Physik (4). AbrahRin, PotentiBltbeorie (4). Eerglotz, Ana- 
lytische Geometrie (4 . Caratht^odory, Variationsrechnung (4). Schwarzschild, 
Allgemeine AstroTiomif» (3'); Populäre Astronomie il); Astronom. Kolloquium (1). 
Ambroun, Spbüriscbe Astronomie (3); Astronomische Übungen. Wiecbert, 
^dmagnetiamiu (8); FeldmeaBung (4); Poiaclioht (i); Seminar; GeophjsikaliaehM 
Praktikum. Siecke, Ausgaw. Probleme der Optik. Toigt, Thttmodynamik (4); 
Optik Vipwr-fj^fr Medien i2'i. 

UauiiottT. Kiepert, Diti'erential- und Intcgralrecliaung II; Aualytiocbe Geo- 
metrie der Ebene und de* Bniunee. Stäckel, Differential- und Integndrechnung I; 
Differential- und Integral re ob nnng ITI; Anwonilnngen der höheren Mathematik. 
Kodenherg, Darstellende Geometrie, i^rccht. Mechanische Wärmetheorie. 

Heidelberg. Koenigsberger, Differential- und Integralrechnung (4 1: Theorie 
der Linien und Flächen {A}', Seminar- Cantor, .Analytische Geometrie der Kbene(4t; 
Aritlsmctik uiul Alrjcbra 3', Kölilt'r, Darstellende Geometrie, mit Übungen 4). 
Böhm, £iementarmatbematik I; Übungen dazu. Valeutiner, Spliftri«che Astro- 
nomie (8>: Elemente der Astronomie in geeehichilicber Entwieklnng (1). Wolf« 
Meteorologie rii P i l^rl- Eiuleitnng in die theoretische Phyaik (S); Übungen 
dftzu 1 ; Gcoiilivi-ik 1 Weber, Kritik der phy?iikalisschpn Grundbegriffe 1 ; 
wissenschaftlich • pbotograpbiscbe Übungen. Kaliihnc, Einige Diiferential- 
gleichungen der rnntbematisehen Physik (S); Die phjrikaliichen Gnmdlngen der 
Elektrotechnik d i. 

Jena. Thomae. Elliptische Funktionen (4); Math- iuatiscbo Oeojrraphie (4). 
Uaußner, Ditferential- und Integralrechnung mit Übungen \b}; Analytische Geo- 
metrie der Ebene (4); Teilung und QimdntaT des &msei <9); Semininr. Frege, 
Analytisclie Mechanik II (4). Kuo]»f, Zoit- und Ort^bc8timmunf^ '2'; Bestiminnni» 
der Bahnen der Uimmelskürper ;4 1 ; Interpolationsrechnung ^2). Auerbach, Theorie 
der l!)lektrizitllt and des Magnetismus (4); Das absolute Maflsystem (2). Rau, 
Mechanik I 4 ; Übungen dun (8). Retch, Einf&bmng in die Elektrotechnik (S); 
Elektrotechms( li»'s Praktikum. 

kiel, i'ocbhammer, Einleitung in die Tbeorie der Determinanten (4;; 
Anwendnng der Tnfiniteeimalrecbnnng auf die Geometrie; Seminar. Heffter, 
Differential- nnd Integralrechnung I f4): Übungen da/u; Einleitung in die höhere 
Algebra ''4^; Anwen'lnn«? der elliptischen Funktionen ^1); Seminar. Weinnoldt, 
Die Methoden der darstellenden Geometxie mit Übungen (U). Harzer, Theorie 
der Bahnbeatimmung (8); Übungen im nnmerisefaen Recbnen (1). Kreuts, Be- 
stimmung dei- definitiven Bahn von Planeten und Konieteii i'i'i; Übungen dazu (1). 
Großmann. Plidtonietrie der f^estirne '2'.; Die neueren Ergebnisse der Astrono- 
mie 1,1;; Übungen. Strümgreu, Emfübrung in die Mondtheorie; Mathematische 
Geographie. Weber, Thermodynamik f4); Theorie phynikuliRcber MesHung»* 
apparate; Kolloquium T.enard, Besprechungen physikalischor Fragen. Becker, 
Spektral nnalyse. Kobold, Niedere Geodäsie; Übungen dazu. 

Marburg. Honsel, Zahleutheorie (4); Differentialgleichungen (4); Seminar. 
Neumann, Elliptische Funktionen (4); Fouriersche Reihen und Integrale (2); 
Seminar v Dalwigk, AnnlvtiHrbe Geometrie der Kegelschnitte {4'; Geodäsie (3); 
Übungen dazu; Anleitung zu Zeit- und Ortsbestimmungen. Jung, Algebraische 
AnflOanng der tiläohnngen (4). FnSter, Differentialredmung (4); Übungen dam. 
Richarz, I^nkaliBcheB Kolloquium. FeuBner, Theoxetiaehe I^yaik I (4); 
Übungen dazu. 

X&nehen (Universitilt). Lindemann, Integralrecbnung (6); Theorie der 
Sabetitiitionen mud der höheren algebraiaoben Gleichungen (4); Mechanik deformier- 
barer Körper (2); Seminar. Voß, Elementare Einführung in die Theorie der 
Differentialgleichungen (4); Analytische Geometrie dea Raumes (6); Seminar. 
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Pringsbeim, Bestimmte Integrale (4); AuweuJungeu der elliptiiicben Funktioueu (ä). 
V. Weber, DetenmoanteB mit Anwendttog«!! auf Algebra und Geonietrie (4); 

Differentialrechuiing (4); Ergäuzuugen und ÜbuntjPii dazu Korn. Funktioneinheorie 
nach Canrhy und Riemann, ihre Anwendungen in der theoretischen Physik i). 
Brunn, Llcujcutc der höheren Mathematik für Stu<Uerende aller Fakultäten, mit 
Übungablltitern (4). Doohlemann, Darstellend« Geometeie U Axonometrie, Per- 
Bpektive) Qi); Übungen dazu (2); sjnthotischo neuere^ 'tcometrie II (Grundgebilde 
zweiter und dritter Stufe) (4); Das Imaginäre in der Geometrie (1). Hartogii, 
Ausgewählte Kapitel aai der Fanktioaentheorie (4). Röntgen, PhjsikaliBcbefl 
Kolloquium (2). Graetz, Einlettaog in die theoretische Phvsik (4); Theorie des 
Lichts (4). Doule; Eiuführung in die neuere Elektrizitiitsleliro 2 r. Seelipr»'»", 
Theorie der Figur der Himmelakürper ^Fortsetzung) (3); praktisch-astronomische 
Übungen. 

Mfinehen (TechiuHihe Hochschule), v. Dj ck, Höhere Mathematik: Seminar. 
Fi nsterwalder. Höhere Mathematik II mit Üburippii; Phntograniinetric mit 
Übungen; Seminar, v. Braunmübl, Höhere Mathematik IV; Anweuduug der 
DÜEoentinl- und ]|itegraliedbinung anf Qeometrie; aiath.-hittefr. Seminar. 
Burmester, Darstellcude Goomutrie mit flmDgen, 5?chmidt, Termpssmiyrtkunde; 
HauptvermesBungsübungeii; Karticiungsübungen. FOppl, Tecbuiscbc Mechanik 
einschließlich der Elemente der grapbi^tchen StaÜk und der analytischen Statik; 
Dynamik; Übungen dazu Fiecher, P^iutührniig in die theoretische Physik VL 
Kutta, Trigonometrie mit I bungpn; Hydrodynamik. Emden, Zylinderfunktionen 
und Anwendung derselben auf pbysikaliijche Probleme mit Übungen; Maxwellscbe 
Theorie der Elektrisitftt und de« Hagnetismua. 

Straßbarg. Reye, Einleitung in die sjnthetische Geometrie (2); Technische 
Mechanik (4 ; Scmiuar. Weber, Bestimmte Integrale imd Einleitung in die 
Funktionen theorie (4); Höhere Zahlentheorie (3); Oberseminar. Wellstein, Ein« 
leituug in die Invarianteutheorie (2); Enzykloj^e der Elementarmathematik II; 
Geometrie (Übungen) (8); Untersominar; Überseminar. Timcrding, Analytische 
Geometrie des Raumes (3); Übungen dazu (1); " Einführung in die angewandte 
Mathematik mit Übungen (8); Wahrscheinlichkeitsrechnung (1); Oberaeminar. 
Epstein, EUiptische Funktionen (2); Oberseminar. Simon^ Gcschiclit« der 
Mathonuitik im Mittrialt^^r ''2). Cohn, ElektrizitfitKlclirt' l -, ("'buntrcn (1). Becker, 
Ausgewählte Kapitel der sphärischen und praktischen Astronomie (2); Bahn» 
bettimmung der Doppeliteme (1); Aitronomitches Kolloquium. Braun, Physi- 
kalisches Kolloquium. 

Tfibiugen. v. r?rill, Mechanik (5); Die Grundlagen der Geometrie (2); Seminar. 
V. Stahl, ^Niedere Analysi« {ß); Allgemeine Funküonentheorie ^3^; Seminar. 
Maurer, Hfthere Analysis 1 (5); Übungen dazu (2); Lineare Differentialgleichungen (1>. 
Waitz, Theorie der Elektriattt und des Magnotismus (3); Übungen dazu "ii; 
Populüre Astronomie Ganf;, Absolutes Maß-^ystom und absolute Messungen tl); 
Die Grundlagen der eiektro-magnoti.-'chen Lithttheone. 



4 Penonalnaeliridhl»!!. 

Bmemmngwn, AmMiohnimgM luw.: 

Dr. W. P. Alezejeweky, ao. Professor der reinen Mathematik an der 

Üniversitit Charkow, wurde /um ). PioH ssor der angewandten Mathe* 

matik am technolo,ei>cht'n Institut in Tom-k ernannt. 
Dr. Van Sande ßakhuysen, Direktor der Stomvi ait*- in Leiden, wurde 
zum auswUrtigeu Mitgliede der Belgischen Akadeuae der Wisseuschalten 
ernannt. 



Digilized by Google 



Mitteflimgeii aad Nftebridiien. 



279 



Professor Dr. K. L. BarthcU wurde zum ausw&rtigen Mitglied der Mathe- 

matischea Gesellschaft zu Palermo ernannt 
Professor Dr. L. Bnrmeater an der TechniadiMi Hoehscliule zu Mflnehen 

wurde von dm* Akademie der Wissenaehaften zu Mflndien zum auAer- 

ordentUehen Hitgliede erwählt 
Dr. Bnlac wurde zum ao. Professor der Mathematik an der Faoulte des 

Sciences zu Grcnoble ernannt 
Dr. G. De Franchis wurde zum ao. Professor der Algebra und analytischen 

Geometrie an der UniTersitSt Gagliaii ernannt. 
Dr. J. A. Gmeiner, o. Professor der Matiiematik an der Deutschen Uni- 
versität Prag, yvMVfh' als Xarlifolger Yon 0. Stolz sum 0. Professor an 

der Universität luusbruck criiaunt. 
A. P- Grusintzcw, Magister und ao. Professor der Physik an der Universität 

ta Charkow, hat mit einer Dissertation tiber Elektromagnetische Theorie 

der Leiter** die Doktorwürde erlangt. 
Professor Dr. J. O Hagen, S. J., Direktor der Georgetown Sternwarte, wurde 

zum Direktor der Stemwartp des Vatikans in Rom ernannt. 
Dr. A. Hageiibacli, ao. Professor der Physik an der Tecbniscbeu Hoch- 
Schule zu Aachen, wurde zum o. Professor der Physik an der tJni- 

versitftt Basel ernannt. 
Dr. A. HasenöbrI, Piivatdo/.eiit ar dpr Universität Wien, wurde zum ao. 

Professor für iiligemcuie und technische Physik an der Techniscbea 

Hocb.schuie zu Wien ernannt. 
Professor Dr. D. Hilbert wurde zum auswirtigen Mitgliede der Dilnischen 

Akadonie der Wissenschaften in Kopenhagen und der Gesellaohaft der 

Wisf;rnschaftpn zu Hiristiana ernannt. 
Professor K. Lebon erbitlt auf dir internationalen Ausstelinn«:' zu Lüttich 
eine silberne Medaille für die Gesamtheit seiner matheuiatiscben Ver- 
öffentliehnngen. 

Dr. L. A. Mantin wurde mm ao ProÜDBSor der Mathematik und Medianik 

am Stevens Institut*' of Tochnolofry rrnannt. 
Professor M. d'Ocagne wurde als Xuchfcd-rer von Professor Rouche zum 
Professor der Geometrie am i'onsenatoire des Arts et Metiers in Paris 
ernannt. 

Professor Dr. F. Porro an der Universität Genua wurde zum Direktor des 

Observatorio Astronomico Naeional in La Plata ernannt. 
Professor Dr. .1. Prt i lit, Dozent für Physik an der Terhnisrbfn Hochschule 

in Hannover, ist zum o. Professor der Physik daselbst ernannt worden. 
Dr. M. Badakowicz, ao. Proteor an der üaiTersitKt Innsbruck, wurde 

zum o. Professor der mathema^ehen Phjaik an der üniversit&t Osemo- 

witz ernannt. 

Dr. N. N. Saltykow, ao. Professor der anirewandton Mathematik an den) 
Polytechnischen Institut in Kiew, wurde zum ao. Professor der reinen 
Mathematik au der Universität in Charkow ernannt 

Professor Dr. Tiemo Schwarz wurde zum Direktor der Benediktiner' 

Sternwarte in Kromsmünster ernannt 
Dr. W. A. Stekloff, o. Professor der angewandten Mathematik an der 
Universität Cliarkow, ist als Nachfolger von Markoif zum o. Professor 
an der Universität zu St. Petersburg ernannt worden. 
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Dr. Bobert Daublebsky von Sterneck, ao. Profesnor der Mathematik 

an der Universität Czernowitz, wnrdp ?.nm o. Profossor diiselbst ('nmiint. 
Privatdozpnt Dr. 0. Wieghardt an der Technischen Hochschule zu Aachen 

wurde zum ao. Professor der technischen Mechanik an der Technischen 

Hochsoliiile in Brannschweig ernannt, 
Dr. C. T. ^Vi sselingh in Anusterdam müde sam Ftofeuor der Ifothematik 

an der Univefsitttt Groningen ernannt 

Habilitatioiieii; 

Dr. C. Fredenhagen, Assistent am Institut für Ihforetische Physik der 
Universität Leipzig, habilitierte sich als Privatdozent an der Univer^t&t 
daselbst. 

Dr. 6. Z. Giambelli habilitierte sidi als PriTatdozent fftr projekttye Geo- 
metrie an der UuivtrsitUt Genua. 
Dr. Sihpl irisch habilitierte sich als Privatdozent für reine Mathematik 

an der Univorsitiit Mfln!5:ter. 
Dr. Erhard ächmid bat sieb an der Universit^it Bonn als Privatdozent 
der Mathematik habilitiert 

Bnlieatand. 

Geh. Hofirat Dr. A. Fuhrmann an der Technisch«!! Hochsehole in Dresden 

ist mit «li'in 1. April yon seiner Tätigkeit zurttckgetreten. 
Dr. A. }! 1 ri ] ] , 0 Professor an der Universität Czernowitz, ist in ^en Buhe- 

stand getreteu. 

Dr. V. Knorre, erster Observator an der Sternwarte in Berlin, ist uiil dem 

1. April d. J. in den Ruhestand getreten. 
Dr. A. A. Markoff, o. Professor der reinen Mathematik an der Universität 

und Mitglied der Akademie der Wissenschaften 7.n St. Petershnrf;, ist 

von seinpr Stellung als Professor zurückgetreten und wird nun als 

Privatdozeut Vorlesuugeu halten. 
Professor Dr. E. L. Richards an der Tale üniTersitSt beabsichtigt mit 

Ablauf des gegenwärtigen Semesters von seiner T&tigkät suracksutreten. 

Oestorben. 

Dr. Pierre Curie, Professor der Physik an der üniTersität Paris, ist am 

1^' April <1. J. gestorben. 
Piotbissor Dr. F. M. Karlinski, Direktor der bteruwarte in Krakau, ist 

am 21. März d. J. im Alter von 75 Jahren gestorben. 
Dr. Gabriel Oltramare, Honorarprofessor der Mathematik an der Um> 

versität Genf, ist am 10. April J. J. im 90. Jahre gestorben. 
Dr K. Pape, weiland Professor der Physik an der Universität Köttigsbcig, 

ist im Alt*-r von 70 Jahrtn gestorben. 
Professor Dr. James Ö. Peirce, Prulessor der Maiheiuatik au der Harvard 

Universität, ist am 31. März d. J. im Alter von 71 Jahren gestorben. 



6, VermiBolitw. 

Zur Beform des mathenutlBOlien und natnrwieaemehaillioheii 

Unterriohts. Die Sektion Bayern des Dcutfchen Vereins zur Förderung 
des Unterrichts in Matittmatik und Naturtcissenschaften hat anfangs Oktober 1906 
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einen „Vorschlag" zur Umgestaltung des mathematisch-physikalisclien Unterrichts 
am humanistischen Gymnasium an die Mitglieder herausgegeben, gleichzeitig 
mit «ner QegenÜbentttllimg der gegenwftrtig geltenden Lebxplftne von Preußen^ 
SadiMD, Württemberg, Baden, Österreich und Bayern, dem Mitte Februar 
€Ul in gleicher Weise behandelter „Vorschlag" für die beschreibendan Natur- 
wisisenschaften folgte. Dies«? Vorschläge, die auf der diesjährigen Pfing-st- 
renammlung zu Erlangen Gegenstand der Diskussion sein werden, schließen 
sich, sowohl was die Leitsätze, als die Ausführung im einzelneu betrifft, 
möglichst enge an die von der „Uuterricbtskommission der G«9elbeli&ft 
Dedaeher Naturforscher und Ärate** veröffentlichten ReformvorBcliläge an 
(Zeitschr. math. nat. Unterr. 36, 1905, S. 533—580 n. aepamt), unter 
fifleksichtnahmie auf die besonderen Verhältnisse Bayerns. 

Wenn wir uns hier auf den matlifinatisch-physikalischen Vorschlag be- 
schränken, so ist zunSchst festzustelleu, daß gegenüber S!iintli<-hen oben :iu- 
gegebenen Staaten Bayern eine Minderzahl von Unterrichtsstundeu liat. Üie- 
adSwa aind gegenwärtig, yon unten angefangen, in der Zahl 3, 3, 3, 2, 4, 4, 
S 2, 3 -j- 8, 2 4* 2, wobei die »weite ZaU in den drei oberen Klassen 
der Physik angehört. Eine Vermehrung dieser Stundenzahl erscheint ge- 
boten beim Vergleich des Anteils, den der math.-nat. Unterricht am bayrischen 
<lr?Mimsinm hat, mit dem an außerbayrischen Gymnasien fl 1,1% der Gesamt - 
Stundenzahl im Gegensatz Tin l""'',, bei Preußen). Eine A'ermehrung erscheint 
zulässig beim Vergleich mit der Belastung der nichtbayrischen Gymnasiasten 
md auch d«r bayrischen Studierenden technischer Unterrichtsanstalten. Bs 
iriid jododi nur gefordert, daß die Reihenfolge der Stnndensahlen die 
folgende sei: 3, 3, 3, 3, 1, 1, 4 f i, 4 + 2, 8 -f 2, was 16% der Ge- 
samtstundenzahl ergäbe. (Die Ünterrichtskommission wünscht bekanntlich 
einen durchgehenden 4 stündigen ^rathematikuntemebt . \ne er in Preußen 
mit Ausnahme der 4. Klasse (Ulli) tatsächlieh be.st< hl i. 

Die Haupiuuterschiede des bayrischen \ orschlags gegenüber den lieform- 
TOftchlägen der ÜntenichtskommisBion bestehen, von kleineren Schiebungen 
abgesehen, wohl in zweierlei Dingen: 1. In dem spateren Beginn der Geo- 
metrie (4. Klasse statt 2. Klasse), offenbar bedingt durch die geringere 
Stuudenzalil in den unteren Klassen, sowie 2. in der systematischen Ein- 
t'ührung der Differential- und Integrah-echnung in den beiden oberen Klassen. 
Diese Einführung soll aut (irund geometrischer und mechanischer Vorstellungen 
erfolgen und sich nur auf die allereinfachsten Beispiele für Differentiation 
und Integration erstrecken. Bis auf wettere« sollen Behandlungsweise und 
Ausdehnung dieses üntenichtsaweiges dem Ennessen des Fachlehrers fiber- 
lassen bleiben 

Weiter %vird gewiinsclit, daß die Noten in Physik nicht mit den Mathe- 
matikuftten vereinigt werden, daß also die Physik als selbständiges Lehrlacb 
betrachtet wird. Im übrigen sind auch für Physik die Gesichtspunkte die- 
selben wie die der Unterrichtskommission. 

fVftmwM-TWwifriKiai ])ie Sammlungen fttr ein GremonarDenkmal, s. 
Jahresbencht Xm, 8. 139, haben bii^er Se Summe von 6850 Lire ergeben. 
Weitere Sendungen sind an Herrn Ingenieur Isaia Sonsogno, Segretario della 
8<niola d'Applicazione per gl* ingegneri in Roma, Piazza S. Pietro in Vincoli '» 
zu richten. Die Ausfübruu<<; des Denk7?>a]« in Marmor ist dem Bildhauer 
Senator GiuUo Monteverde tibertagen worden. 
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Auszeichnung lür AuBätellung mathematischer Modelle. Die 
VerlagshandluDg von Martin Schilling in Halte a. 8. hat, wie erst jetzt 
sieber bekannt wird, fi\r ihre Ausstellung mattie in atischer Modelle in 8t Loaia 
den ersten Preis, die goldene Medaille nnd ein Diplom, erhalten. 



Literarisches. 

L NfltlMn und BasptMlituigaL 

Oino Loxla, Vergaagmie und kttnfttge ZiOihxpUbM. Antovisiert» 
Übersetzung von H. Wieleitner. O. J. GOschensdie Verlagshandliuig. 

Leipzip l^ini;, 22 S. S^. 

I)ie vürliegeude kleine Schritt ist die wortgetreue Cbertragutig einer 
Rede, die Loha zu Mailand am 22. April 1905 bei Gelegeuheit der durch 
die Vereinigung „Mathesis'* veranstalteten BearksrersammloDg von Mattie* 
matikpro&asoren gehalten bat. In den Noten hat Wieleitner einige 
Ert^Hnzungen hinzugefügt. Obwolil die ReHe auf italienische Verhältnisse 
Bezug nimmt, bat sie zweifellos auch für andere Länder und in erster 
Linie für Deutschland grulle^ Interesse; sie bildet ein wertvolles Glied in 
der Kette der flberaD in der Kulturwelt sich täglich mehrenden Kund- 
gebungen für eine zeitgemäße Reform des matbematischeo Unterrichts und 
verdient die Bencbtunp niclif nur aller, dip an dem Rcfonnwprk arbeiten, 
sondern aller Ochildeten überhaupt. Philologen, Mediziner, Juristen, Ver- 
wttltangsbeanite (iusbesoudtre die der Unterrichtsverwaltimgenj und Ingenieure 
werden sieh bequem flbw die prinzipiellen Gesiehtspunkte.der Beformbewegung 
auf dem Gebiete des mathematiBchen MitUlschulunterrichts ans Lorias Bede 
nntenrichten kOnnen. 

F. Gomea Teizeira, Tratado de las ourvas especiales notabiM, 

Memoria premiada por la Kt'ül Academia '1e rienciaa Exactas, Fisicas y 
Naturales de Madrid, j publicada por la misma Academia. IX. xx. 632 S. 
Madrid 1905. 

Die Akademie zu Madrid hatte zuerst im Jahre 1892 die Pveisaufgabe 
ausgeschrieben, alle bekannten und mit besondem Namen belegten Kurven 

711 katalogisieren, ihre Formen und Eiirenschaften anzugeben und biblio- 
graphische Angaben hinzuzufügen, nnd sie hat diese Aufgabe im Jabm 1895 
wiederholt. Die vorliegende umfsiugr*»iche Schrift bildet die Beantwortung 
der Aufjgabe, die durch den Preis ausgezeichnet wurde. 

Seit der Abfassong der Schrift, 1897, sind mehrere Schriften von 
ähnlichem Charakfer prschionen, vor allem das große Werk von Loria: 
Öi't'/ieHc algebraische unM tnmszondefite v\}i-t\>' Kurven, Leipzig 11*0'J, mit 
dem die Preisschritt des Herrn Teixeira bei aller Verschiedenheit uatur- 
gemftß in mancher Beäebung viel Ähnlichkeit aufweist Jedoch beschränkt 
sich die Schrift des Herrn Teixeira nicht auf die ebenen Kurven, sondern 
sie zieht auch Kurven doppelter Kriimmnnf; in Hetracbt. Ferner ist die 
Anordnung eine andere, wie auch die Behaudlungs weise; absolute Voll* 
ständigkeit hat der Herr Verfasser nicht erstrebt. 

Die Anordnung ist so getroffen, daß sun&chst die bskanntan Konren 
dritter Ordnung, viertor Ordnung, sowie sechster und achter Ordnung bc 
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handelt werden. Dann folgt ein Kapitel über bekannte transzendente 
Kurven, ein weiten» ttber 8pinlen, eins Uber Parabeln und HyperbelUf 
sowie «na Aber lykloidiacbe Kurren; den Abachlnfi der ebenen Kurven 

bildet ein Kapitel Aber verschiedene Klassen von Kurven (Perlkurven von 
Shiso, Kosettcn von Grandi usw.'. Die lot/.tou ihci Kapitel. XIT — XTV, 
bezieben sich auf Raumkurven; im ersten werden die sphärischen Kurven, 
im zweiten die übrigen Raumkurren nnd im letzten die Polhodie und 
Herpolbodie behuidelt. Hieran sdüieBen sioh noch einige Zotttse zu frttheren 
Teilen, ein Verzeichnis der in dem Bucbe bebandelten Kurven und eine 
Liste der angeführten Autoren. 

Wie schon bemerkt, hat der lleiT Vertasser größtmögliche Vollständig- 
keit nicht erstrebt; das geht insbesondere auch aus den bibliographischen 
Angaben hervw. In dieser Beziehung ist das Werk von Loria, soweit die 
ebenen Kurven in Frage kommen, entachiedcn reichhaltiger. Aber dennoch 
besitzt die Behamlhinrrswri^r» Teixeiras manche Eigenheiten, die seinem Buche 
nx^fh neben dem von Lorin einen Platz sichern. Auf Einzelheiten möge 
hier nicht eingegangen werden. 

Das anBerordentlicb venpttete Erscheinen der Teizeirasehen Preissebrift 
erklärt sich damit, daß dor inzwischen verstorbene Sekretur d*'r ^hkilrider 
Akademie, 'Migufl Merino, infül<:e Krlinklielikci} di.' Ihni obliegende (iber- 
wachung des Drucks der Bchrift nicht regelmäßig ausüben konnte. 

BolMTt HanAfter, IHursteUende Geometri«. Erster TeiL Ele- 
mente; Ebenfläohige Gebilde Zweite, vermehrte und verbesserte Auf- 
la^ro Mit 110 Figuren im Text. [207 S.J Leipzig 1904. G. J. Göschens 

Veriagshandlunp. 

Es war sicher ein glücklicher Gedanke, zu minimalem Preise und in 
konzentriertester Fassung einen Leitfaden der darstellenden Geometrie heraus- 
zugeben, weldier jedem der Schüler neben dem mündlichen Vortrage zur 
Hand ist, um ihm eine sichere Fixierung der gnmdlegenden Methoden zu 
bieten, und in seinen Figuren brauchbare Vorbilder für die eigenpn Zeichen- 
übungen zu liefern. Daß das vorliegende Werkchen diesen Gedanken in 
glfleUielH» Weise vwirizUiclit hat, bewdst die Tatsache, daS schon nach 
3 Jahren eine zweite Auflage erforderlich war, welche als eme vielfach 
vermehrte und verbesserte in die Öffentlichkeit tritt. Die Zusätze betreffen 
hanpt«!I<'hlich den I. Al>s«linitt, in welchem dit* konstruktive Behandlung 
der Ellipse gelehrt wird. Das erste Viertel des Buches ist der schiefen 
Parallelprojektion, der Lehre von der Affinität, sowie der Dantellnng der 
einfachirt«n räumlichen und ebenen Gestalten im Schrftgbilde gewidmet 
Dann folgt eine ausfUhrliche Behandlung der grundlegenden Methoden der 
orthogonalen Proinktion auf !? zu einander senkrechten Tafeln. Dnr letzte 
Abschnitt behandelt die Darstellung ebenflSchiger Gebilde, ihrer ebenen 
Schnitte nnd gegenseitigen Durchdringungen. Hier w&re es wohl angebracht 
gewesen, auf ctie nach analogen Prinzipien ssdi vollziehende Behandlung 
von Kegel, Zylinder und Kugel einzugehen, zumal die Darstellung dieser 
Kiirper im Schrät^liilde schon im ersten Teile nngedrntr't ist. — Dpn Tfxt 
begleiten zahlreiche zwar in kleinem Maßstahe, aher saulier und exakt ge- 
zeichnete Figuren. Die Darstellung ist knapp und klar, und trotz ihrer 
KUn» von ausreidiender VoUsttndigkeit Es ist lebhaft zu wüntchen, 
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dtA der Herr YerftMser den schon llnget aogekflndigten zweiten Teil, 

welcher Kegelschnitte, krunuue Flächen, Zeutral (Projektion, Axonometrie, 
Sdiattenkonstruktionmi mid Beleuohtungslebre beha&diBlD soll, recht bald 

folgen lasse. 

Bonn, iMürz 1906. F. London. 

Rudolf Soliößler, Orthogonale Axonometrie. Ein Lehrbuch zuna 
f3elbststudium Mit 29 Figurentafeln ia besonderem Heft [VIII u. 170 8.] 
Leipzig 1905. B. G. Teubner. 

Der Zweck vorliegender Schnit ist, die Bedeutung der orthogonalen 
Axonometrie als selbständige Dantellnngsmethode darsuton, und su 
zeigen, wie man mit ihr alle Konstruktionen der darstellenden Geometrie, 
unabhängig vom Grund- und Aufriß verfahren, in einfaiher und übersicht- 
licher Weise zur Ausführung bringen kann. Der uubestreithare Nutzen der 
Axonometrie vor dem Zweitafelveiiahren besteht einmal darin, daü man es 
nur mit einer einzigen Projektionsebene nnd mit nur einer Abbildung 
zu tun hat, dann aber und vor allem in der groBen Anschaulichkeit und 
Bildlichkeit, mit der axonometrische Darstellungen wirken und welche nicht 
nur bei der Herstellung der Bilder, sondern auch bei der DurchfÜhnmg 
aller einzelnen Konstruktiooen sich überaus angenehm bemerkbar macht. 
Demgegenüber bestellt der nkiii aus der Welt zu soiiaffeiide Naditeil, dafl 
für die wirkliche Entnahme der MaBzahlen von Lingen imd Winkeln doch 
das Grund- und Aufrißverfahreu einfachere und schnellere Methoden an die 
Hand gibt, obzwar alle diese Aufgaben auch in der Axonometrie sehtfne 
und elegante Lösungen finden. 

Vor allem sind es die fein durchdachten Methoden von Pelz, welche 
die leichte Bewlltigung metrischer Probleme gestatten, und die auch in dem 
vorliegenden Lehrbuch sich im Mittelpunkte der Darstellung betinden. Dar 
Verfasser hat mit unbestreitbarem Erfolge den Versuch «yemaeht. die ein- 
fachen Resultate, welche iu den Abhandlungen von Pelz enthalt^jn sind, 
bisher aber sich auf die Methoden der projektiven Geometrie stützten, auf 
durchaus elementarem W^ in durchsichtiger und leichtfaßUcher Weise 
hsrzuleiten, so daß ein jeder auch ohne Vorkenntnisse in der darstellenden 
und projektiven Geometrie durch dieses Lehrbueh in die orthogonale Axono- 
metrie eingeführt werden kann. Der Inhalt des Huclus bildet d;iher einen 
vollständigen Lehrgang der darstellenden Geometrie für das in Rede stehende 
Dantellungsveifahran. Nach Auseinandersetcung dar in Frage kommenden 
Begriffe und Methoden behandelt der Verfasser zunächst die Damtellting der 
reinen Lagenbeziebungen zwischen Punkten. Geraden und Ebenen, um dann 
dem Normalenproblem und den metrischen Aufgaben mittels der Peizschen 
Methoden iu beöonders liebevoller und eleganter Darstellimg sich zuzuwenden^ 
dalm ist hervorzuheben, daß sieh die Konstruktionen ohne Benutzung 
der früher vielfaeh verwendeten Bednktionskoefhzienten durchführen lassen, 
und so von der ia älteren Darstellungen fühlbaren Gebundenheit au be- 
stimnite Verhältaisse befreit sind. Es folgt sodann eine ausführliche und 
keine besonderen Vorkenntnisse voraussetzende Behandlung der Kegelschnitts- 
lehre; die letzten Ahsohnitte des Buches besch&ftigen sich mit der Dar- 
Stellung und Untersuchung der Zylinder-, Kegel-, BotattonsflSchen. Besonders 
sorgfUtige BerOdKichtigung finden von Anfang an die Sohattenkonstruktionen; 
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68 werden fttr diMelben MUrmdie gesdiiekte MeQiodeii und ntttadiebe Kimtt- 
griffe angegeben, uad nidit nur auf die theoretisch wichtigen Gebilde an- 
gewendet, soni^t>ni auch an zahlreic)u'Ti praktischen Gegen standen, wie Treppen, 
Balkenverbindungen u. dergl. durgelegt. Auf 29 besonderen Tafeln sind 
vom Verfasser selbst entworfene und klar ausgeführte Figuren beigegeben, 
die das Emdriagen in die vorgetragenen Leluea erleicbtem und snr Belbat^ 
ständigen AusfQhrung axonometrischer Zeicbnangeii anleiten; vieUejeht wire 
es fiir die Durchsiobtigkeit manrher Zeichnungen nützlicher gewesen, wenn 
an ein und derselben Figur niclit zu vieles demonstriert worden wiire. Da 
auch eine reiche Anzahl von Autgaben beigegeben ist, die Darstellung überall 
klar und leicht faftlich, dabei aber anek ansreiobend korrekt ist, so wird 
das Buch seinem Zwecke, zum Selbststa^nm zu dienen, voUkommen gerecht 
werden. Dem Kenner der darstellenden Geometrie und dem fortgeschrittenen 
Schüler wird es sicher von Interesse sein, zu verfolgen, wie der gesamte 
Lehrstoff dieser Disziplin hier eine eigenartige, von der gewöhnlichen 
Orthogonalprojektion unabhängige und von ihr vSUig abweicbende Dar- 
stellung findet 

Bonn, M&rz 1906. F. Lohdon. 

Oskar Wand, Cayleyache Ii5aii]ig«n mathematischer Elemeutar- 
anljialMn. Wissensebaflliche Beigabe zu dem Jalnresbefidtt der Tedinisdien 
Staatslehranstalten in Chemnitz. Chemnitz 1906. 42 8. 4^ 

In dem Vortrage über ,^ie Notwendigkeit regelmäßiger Vorlesungen 
über Elementar-Matbematik an den üniversitilten", den ich im August 1904 
auf dem dritten internationalen Mathematikerkongreß zu Heidelberg ge- 
halten habe, hatte ich als eine nnentbehrlidie Ergänzung zu di^en Vor- 
lesungen Obnngen bezeichnet, in denen die Lteong von Avtfgftboi behandelt 
wird, und darauf hingewiesen, daß Cajleys Werke eine Fttlle schöner 
Lösungen flementarer Aufgaben entbalten, die in AnswaM herauszugeben ein 
dankenswertes Unternehmen sein würde. Diese Anregung hat den Ver- 
fasser veranlaßt, 15 Aufgaben herauszusuchen, die sich für den Unter- 
riebt auf der Oberstufe eignen, die aber aneh sehr wohl bei den von mir 
vorgeschlagenen Cbung^ Verwendung finden können. Er gibt mit Becht 
keine bloße Ü>)erset7ung, sondern eine den deutschen Verhältnissen an- 
gepaüti' ausftlhrlie he Bearbeitung, bei der die Zusätze und Erläuterungen 
in Anmerkungen verwiesen sind. Die ersten sieben Aufgaben sind aualy- 
tiidier Natur; drei betreffen algebraisdie Fragen, drei die Herleitnng 
algebraisch-trigonometrisober Identitäten, die letzte ein Problem der Zablen- 
theorie. Die folgenden a^^tit Aufgaben geh()ren der (ieometrif an; im be- 
sonderen handelt es sich um den kleinsten Kreis, der drei gegebene Punkte 
einsehließt, die Anzahl der Abteilungen, in die der Kaum durch n Ebenen 
allgemeiner lAge zerlegt wird, die beiden GleiobungMi zwischen den sechs 
Verbindungsstrecken von vier auf einem Kreise liegenden Funkten, Eigen- 
Schäften der Tetraeder mit gleiclicn Gegenkanten, Erzeugung der Ellipse 
als Enveloppe einer Schar von Krfison, Fragen aus der Persjyektive usw. 
Die Auswahl ist als eine recht glückliche zu bezeichnen, und es wäre zu 
wfinsohen, dafi der Verfasser nodi mehr dieser Cajleyscben L6snngen den 
deutschen Vatiiematikem sugftnglich machte. 

Hannover, April 1906. Paui« StIcesl. 

JalwMtwlcli« d. DmHMbtB M»iltmk-V«niBigug. XV. Heft 5. 19 
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Tfwu KenmatiBS Clowitninelto Werkt , herausgegebai v<m sein«« 
fiobfllern. In 8 BSnden. n. Band. Mit einem Bild von F. NeaiiLann.m. 
HeliQgmttra. [rST u. 620 8.] 4. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Diese Gesamtausgabe dor von Franz Neumann teils in den Schriften 
der Berliner Akademie, teils in Poggeudorffs Annaleu, teils in anderen 
Zeitschriften publizierten Abhandlungen ist im ganzen auf drei Bände be- 
redmei — Der hier aun&chst enoheinende sweite Band entiittlt haupt- 
dtohlich Untersuchungen Uber Wärme und Licht. An der Redaktion dieses 
Bandes sind beteiligt gewesen die Herren: E. Dorn 0. E. Mever 

(Breslau), C, Neumann (Leipzig), K. Pape (früher in Königsberg, jetzt in 
Steglitz), L. Saalschüta (Königsberg), W. Voigt (Göttingen), P. Volkmann 
^Königsberg), K. Ton der Mfllill (Basel), A. Wangerin (Halle), H. Weber 
(Strafibnrg). In niclit allm langer Zeit wird hoffentlich der dritte Band 
erscheinen können, der eine große optische Abhandlung (von 1^41), sodann 
aber elektrische und magnetische Untersuchungen, sowie auch eine Abhand- 
lung über die Laplaceschen Ypsilons und deren Anwendung zu Interpolations- 
zweeken entiMlten wird« — Zoletst wird dann d«r erste Band eneheinen, 
der Nenmanns geomebisehe tmd kristallographuclie üntarsachimgeD ent« 
halten wird. 

Leipzig, im M&n 1906. a 

Max Simon, Über di« Entwicklung der Elementar-Oaoiii0Ma im 

XIX. Jahrhundert. Referat der Deutschen Mathematiker-Vereinigung er- 
stattet, ^fit 28 Figuren im Text. Auch unter dorn Titel: Jahresbericht 
der Deutschen Muthomatiker -Vereinigung; der Ergäuzuugäbtinde L Band. 
[Vin u. 378 8.] gr. a. Leipzig 1906, B.G. Teubner. J^. 8. — ; geb. J^, 9. — . 

Ber vorliegende Bericht Uber Elenientargeometrie war ursprllnglioh Ar 

die Encyklopädio der mathematischen Wissenschaften bestimmt, und nur im 
Interesse der Sache hatte ich die Arbeit, deren Mühr ir-h voraussah, nhor- 
nommen. Seit vier Jahren ist sie den Leitern der Encykiopadie übergeben, 
doch waren imiuer wieder Formalieu zu erledigen, da die Eigenart de« 
Befisrenten siob nicht mit der des Bedakteors deckte. Wenn sohlieAlich 
Hnr Klein das Beferat in der vorliegenden Form ablehnte, so geschah es 
vor?M<:sweise. weil ihm keine Hilfskräfte zu Gebote standen, die sämtlichen 
Zitate mit büdiogruphischer Treue, und zwar jedesmal, wenn ein Werk ge- 
nannt wurde, abfassen zu lassen, in der Tat war durch den Zustand der 
Zettd eine zeitraabende Konektor nStig* loh habe nur die allerwiehtigBten 
Werke bibliographisch genau zitiert, und die andern so, daß sie, mit ver- 
schwindenden Ausnalmien, jeder Interessent nach meinem Zitat sofort auf- 
finden kann. Außerdem habe ich meistens die Zeitschriften nach ihren 
Begründern genannt. — Um die Arbeit weiteren Kreisen zugänglich bu 
m«bftii«ii^ regte Herr Klein an, sie als einen besonderen Bericht in einem Br- 
glnsongsbande des Jahresberichts der Deutschen Mathematiker-Yereinignng 
erscheinen zu lassen, eine Anregung, die der Vorstand der Vereinigung 
willkommen hieß, und der ich gefolgt bin. — Zum größten Danke bin ich 
meinem Jugendfreund £. Lampe für die überaus mühoTOile Korrektur ver- 
pflichtet, die er gelegentlich mit ZnsKtten ans dem so rmeheiL Schata seiner 
Literaturkenntnis begleitete. 

Straftbnrg i B. M. Simok. 
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Mittag 'Lefflen Bibliothek. Bei der Feier seines 60. Oebartitages 

am 16. März d. .T. hat Professor G. Mittag-Leffler erklflrt daß er seine 
mathematische Bibliothek, die grüfite dieser Art in Privatbesitz, der Uni- 
versität zu Stockholm vermachen werde. 



S. Bfl«h«nohM. 

IMler, 0.9 Über die Picardechen Gruppen aof dem ZahlkOrper der 9. vad der 

4. Einheitewunein. III, 102 S. Dieeert. Zuricli 1W5 .M 2. ~ 
ChoUety T«9 Txait^ de g^om^tcie deacnptive. Premiere partie, ^ i'uMge de« ^^ves 
des classet de prenl^ (7 et 2>. 8" dd. 188 1». 8* «vee fig. Vad» 1908. 

Fr». 2.—. 

— , Trait^ de geometrie descriptive et compl^ments de geomf^trie Deuxit;me partie, 
ä l'uaage des ileve« de math^matiques j4 et .B et dea candidat« de Saint-Cjr. 
3" dditioa. 204 p. 8* «vee fig. et plandies. Peiie 1908. Fti. 9.60. 

Eweriiiff» 9^ Lehrbuch der Gi»phoBte4iik. YHI, 188 8. m. 989 Fig. Stattgwl 1908. 

4,40. 

Faber y G.y Über die zuBammengehOrigen Konvergenzradien von Potensureihen 
mehrerer Veränderlicher. 86 S. Habilitatioiiaichrift. Karlsrahe 1006. 

Ouk'hard, C, Traite d'' nn-canique. Prt'niitTP partie; Cin^matique, k Tuaage 'ips 
Cleves des classes de premiere C et J). V M. Iii pag. avec fig. Paris 1906. 
Fr«. 1.60. 

— , Deoxi^e partie: Cin^atique, Statiqne, Dyuan ji< n h FoBBge de^ t-leres des 
classes de mathdmatiqQeB .i. et .B. 8« äd. 196 p. avee fig. Faxis 1906. 

Fre. 2.50. 

HeB, A., Stetige Abbilduog einer Linie anf ein Quadrat. 46 8. ZUrieh 1906. 

.*( 2, 

KOttuer, W., Das Ki«iko der Lebensversicherungsanstalten and ünterstAUnngidKassen. 
96 S. Berlin 1906. .f( 4,— 

Lanensteln, B«, Die Fest^keitslehre. Elementares Lehrbuch fSr den Schul- nnd 
Selbstunterricht, sowie zum Gebrauch in der Praxis, nobst einem Anhang ent- 
haltend Tabellen der Potensen, Woiseln, Kreisumfilnge und Kreisinbalte 
9. Auflage. Bearbeitet von C. Abrens. TI, 906 8. m. 189 Abbild. Stn«- 
gart 1906. M 5,— 

MattsoD, R., Contribntioti9 4 la throne des Ibnotions enti&res. Thiee ponr le 
doctorat. 27 S. Upaala. 

■aiieril) Hf Die Interpolation nnd ihre Terwe&dnng bei der Benntsang nnd Her- 
stellung mathematischer Tabellen. 147 S. Solothum 1006. 3,ß0. 

Hajer^ J. E.^ Mathematik für Techniker. GemeiuTerstUndliches Lehrbuch fär 
Hittelschüler sowie besonders f9r den Selbstunterricht 1. Bd. Leipzig 1906. 
.t( 1,60. 

Poincare, H. , WioFrr. c!i;ift und Hypothese .\iitori9ierte deut-srlie Ausgabe mit 
erläuternden Anmerkungen von F. und L. Liodemann. 2. verbesserte Auflage. 
XTI, 848 8. 8*. Leipzig 1908. 

I^itnann, B., Über Minimellagen in ebeneo Gebieten. 46 8. mit 1 TeÜsL Disseri 

Monster 1906. 

Sohnekefi Sammlung von Autgabeu aus der Üitferential- und Integralrechnung. U. 
8. verbesserte Auflage. Bearbeitet und heransgegeben von H. lAndow. 71, 
v'M f= m. löl Fig. Jena 190C. i.— 

Wachtel 9 A.^ Anwendungen der Qraphostatik im Maschinenbau mit besonderer 
Bvfli^iehtigung der itetisch bestimmten Aefasen nnd Wellen. Elementares 
Lehrbuch fOr technische Unterrichtaanstalten, /.um Selbststadium und zum Ge* 
bnmch in der Praiis. YH, 146 S. m. 194 AbbUd. Hannover 1906. Ji 6,90. 

19» 
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S. Zeitseliriftauolunt 

(Von dm Inhalt der Zcitachriften werden nur die Aufs&ize erwähnt, wdolie dem 
Gebiete der mathematischen Wissenichaften aogehAren.) 

MailiematiHche Annalen. r>2. Band. 2. Heft. 

Johansson, Ein Satz über die konforme Abbildung einfach zosammenhäugender 
BienuukBMher Flftehcn auf d«n EinheitdEreia. Johaniaon, Beweif dw Butens 
linear-poivmorpher Funktionen vom Grenzk reist jpus auf lü^emaiukichea Flftchen. 
Severi, Sullu totalitä delle cnrve algebriche tracciatp sopra una »uperficie algebrica. 
Spieß, Theorie der linearen Iterationsglcichung mit konstanten Koeffizienten. 
8. Bernstein, Sur la gte^ralisation dn piobUme de Diiichlet Landau, Über 
die Dart$tr]hm<f ^ fmiter Funktionen doicli Quadrate. Sohoenflies, Beitri^xur 
Theorie der i-'uuktmenf^n. III. 

Archiv der Mathematik und i'bytiik. 10. Band 2. lieft 

Sehaefer, Über AbiorpUoa und Diepersion elektriaeher Wellen. Thieme, 

Rein geometrische Theorie der Linären Formen 2. Or'lnurig. WallenLerg, über 
Beziehungen zwisohen den Integralen einer homogeneu linearen Differential- 
gleichung zweiter Otdnung und ihren ersten Ableitungen. Behnlti, DU Uber- 
zähligen willkürlichen Konstanten in der Lösung der Hatailtonecben parkieUen 
Differentialgleichung Kf^/ensionen. Vermischte Mitteilungen. 
Bibllotheca Mathewatiea. 8. Folge. 6. Band. 4. Hefl. 

Haaa, Über die Oxi^alitftt der pbysikaliiehen Lehren des JohanneeFfaUoponui. 
Loria, Sopra una trasformazionc di contatto ideata da Fermat. Hayashi, Die 
magischen Kreise in der japanischen Mathematik. Jourdain, On two difTe- 
rential equaüons in Lagrange's Mecanique analjtique. Radio, Wilhelm 
Sehmidt (1BM<~1906). Amodeo, Sni corso di efeoria delle eetence natematieb« 
nella R. üniveraita di Napoli. EnestrÖm; Grönhland, Kleine Bemerkungen zur 
zweiten Auflage von Canton; Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. Ver** 
mischte historische Notii^n. 

Joanial fBr dl« reis« md angewandto Ifatheinattk. Band 181. Heft 1. 

Gundelfiiiger. Drei Briefe von C. F. Gauß an Joh. von Mfincr. Thoine, 
über simultane lineare Ditferentialgleichungon. Schwering, Auwendung der 
elliptischen Funktionen auf eine geometrische Aufgabe. Mandl, Über die Zer- 
legung von Funktionen mehrerer Variabein in irreduzible Faktoren Rados: Die 
Di.Hkriminanle der allgemeinen Kreisteilungsgleichung. Erniakoff, Equationa 
diff&rentielles du pxemier ordre ajant des multiplicateurs de la forme — Mi)"!, 
(jf — u,yh . . . (y — Um)«*. Teixeira, Sur quelques applicatieni des iMee ordon- 
n^es snirant loa inii.Hsance» du Hin;:;- 

Monatshefte für Mathematik und Physik. 17. Jahrgang 1906. 2. Vierteljahr. 

Grünwald, über duale Zahlen und ihre Anwendung in der Geometrie. 
Berger, Über die cur dritten Stufe gehörigen bypergeometriaehen Integrale am 

elliptischen Gebilde Literaturberichte. 

Zeitschrift für Mathematik und Physik. 53 Hand 2 Heft. 

Wieghardt, Über die Nebenspannungen gewisser hochgradig statisch un- 
beetimmtwr Facbwerke. Leon, Spannungen und Formftnderungen rotierend« 

Kugelschalen Lerch, Über die Berechnung der Summen diskontierter Zahlen 
für eine nach dem Makehamschen Gesetz fortschreitende Sterbetafel. Wellisch, 
Die Gewölbetheorie im Licht« der Theurie der kleinsten Produkte. Girtler, über 
die knbieebe Dilalion nnd ihre Beaiehong zur Beanspmehnng iiotioper daetiedier 

KOrper Kleinere Mitteilungen 

Annali di Matematica pura ed applicata. Serie III*. Tomo Xll*". Fase. 3". 4». 

Dini, .Studü suUe equazioni ditTereiulali liucari. Loro integral! normali. 
Bianobi, Taoria delle traeformasioni delle superficie appUeabili sui paraboloidi 
Fnbini, Salla ooitrasione dei cunpi fondamentali di un grappo dtsoontinno. 
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SendieoBti del Clrcolo Ifateniatlco dl Palermo. Tomo XX. Fase. II. 

Levi^Civita, Sopra un problema di elettroBtatica che ai h preaentato nellft 
cofltmiione dei cavi. — Berzolari, Sui nstemi di n 1 rette dello apazio ad n 
diniMiaioiU, situate in posizione di Schläfli. — Brnaotti, Teoremi auUe piramidi 
di « -j- 1 vertici dello spazio ad » Himensioiii. — Burgatti, SugH integrali sin- 
goi&ri delle eqoazioni a derirate oidinarie del aecoud' ordine. — Gebbia, Sulla 
int«gni>Vüit& ddl« oondidoni di n»ioUun«nto di na covpo solido Npn na altio, 
e au qualche queatione geometrica che vi ö conneaaa. — Aguglia, Sulla auperficie 
luopo di Uli punto in cui le auperficie di tre fasci toccano una medeaima retta. — 
De Frauchib, Sugrintegrali di Picard relativ! ad uoa superGcie düppia. — 
Bftrbieri, Alcvni teoremi anlle funzioni aemiconttnue, e solle iVmzioni di uoa 
Tariahile, limiti di funzioni di due varial>ili independenti. — Piaati, Sulla eateO' 
sione del metodo di Laplace alle equazioui differensiali Uaeari di ordioe qualnnque 
oom dve TSnftbUi indepMideDti. 

ÜMiiicmitl iel Ctn*Io ■•teiMtiM dl Pal«»«. Tbmo XXI. Fucieoto I 

Anno 1906. 

Sbrana, Sui aiatemi ciclici. ÄlmaTisi, Sulla fleeaione dei cilindri. Mar- 
letta, Snlle quintiche gobbe raziouaii. Torelli, Dimostrazione di una formula 
di de Joaqaitees e rao «ignificato g«oiaetrioo. Oaldberg, Sur aae efauwifioatioa 
dea problemea du calcnl des variationa. Sinigallia, Bul eisteuia di forme 
cabi^e binarie. Silla, aopra alcune quiationi di atatica. Forayth, DiÜereiitial 
iavariaaii of a plane aad of ear?ei in ihe plane. Young, A aote oa aeta of 
ovorlappiag iatttralls. Poiaear^« 8ar la dyaamiqae da räeeftoa. 

Beadlcontl del Circolo Matematico di Palermo. Tomo XXI. Faacicolo II. 

Fubini, Nuove ricerclie int<)mo ad alcune claaai di gruppi discontinui. De 
Donder, Sur lea invariante ditferentiela. Marletta, Contributo alla teoria delle 
com raaioaali. Hiaeo, Sul kiogo dei paati pacaboliei delle aiq>exfieie dHui ikidio. 

Chini, Sülle auperficie "W applicabili sopra una superficio »Ii rotazione. Sannia, 
Deformazioni inßnitesime delle cur\e incstenaibili e corriapondeuza per ortogonalitä 
di elemeuti. Scveri, lutoiuo al teoieuia d'Abel suUe auperficie algebricbe ed alla 
ridaaoae a forma normale d«i|^'iategtali di Picard. Boggio, Biaoluzione del 
problema dei valori al coniMao per alcoae elaem di eqaaiioai aUe deriTate 
parziali. 

Jeraal de Scienciaa Mateiuaticas e Astronomicas. Vol. XV. 

d*Almeida Ares, Dnaa elasaee de aameroe. Yollü, Application dea loie 

g^n^ralea de la formation dea mondea ä la g^n^ration ap^ciale du nötre. Barieiea» 
Note mr certaines conrbea ddrivöea de la cyloide. Siberiani, Uu t-ear«tna delle 
teorie delle aerie di potenze. Lorch, Sur la cinquieme dtmonatratiun de Gauas 
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NeaiDazm, Pran«, melie Werke. In 3 B&nden. II, H 

T - ' ' ' ' * ' ' .'sen die Herren: E. i' , 

ig), C.Pape (früher in K 
ij. SaaUchiit 7, _r), X. Von der Mnbll fBarel) A.Wangenn 

' ^iit einem Bildnis Franz Neumanns aus dem 86. Leben. - 
:e. (XVI u. 620 S.J gr. l. 1Ü06. geh. n. 86.— 

Nielsen, Dr. Niels , Dozent der reinen Mathematik an der UniversitHt Kopenhagen. 
Inspektor des mathematiHchcn Unterrichts an den Gymnasien Dänemarks, Hn 
J-nrh tier Theorie der Gammafunktion. fX u. 320 S.j gr ^ 
nw. geb. n. JC 12. — 

Handbuch der Theorie der Z jlinderfunktionen. [XIV u. 408 S.] 
i:T ^. 1904. In Leinw. geb. n. .id 14. — 

Osgood, Dr. W. F« Professor an der Harvard - Universität, Caipbridge, Mass., V. St A 
Lohrbuch I der Funktionentheorie. In 2 Bänden. I. Band. 1. H 
Mit zahlreichen Figuren im Text f8<»6 S.] gr. 8. 1906. geh. n. 7.— 
H.tirt« des L B»ail«a wird im Herbst IMfi «r«ehelnen.1 

PookelB, Dr. F., 1 r an der Cniversitüt Heidelberg, Lehrbuch der Kristall- 

>'|.tik. Mit 168 Figuren im Text und 6 Doppeltafeln. [X u. 619 S.J gr. 8. 
lüOO. In Leinw. geb. n. .ft 16.— 

PoincÄTÖ, Henri, Membre de l'Infltitut, Wissenschaft und Hypothese. Autorisierte 
deutsche Ausgabe mit erläuternden Anmerkungen von F. und L. Lindemann, 
ä., rerbesserte Auflage. IXVI u. 346 S.J 8. 1906. In Leinw. geb. n. .tC 4.80. 

<ler W.'t^ Act Witisenschaft. Mit GeiiiV"'' 'iing des VtT*'i • rs ins 
1' r II von E. Weber. Mit Anm -n und i von 

H. \\ t'l.«.»r, Frolessor in arg i. E., und einem Bildnis des Verfasser«. 

iV u. *jri2 H ] ». 1906. Iii i...;u\v. geb. n. JC 3.60. 

Beform Vorschläge fflr den mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterricht. Kiitworfen von der Untcrrichtskommi.ision der Gesellschafl 
lU'iit.si ■ ibrscher und Ar/.te. Nebitt einem allgemeinen Bericht über die 

l-ishen^,' . .. „Koit der Kommission von Professor A. Gitxmkii iü TI;il!>' :i S 
[IV u, 48 S.J gr. 8. 1905. geh. n..€ 1.— 

Bogel) "Pr'j Dozent am Technikum in Limbach i. 8., das Rechnen mit Vorteil 
Eine gemeinfaßliche durch zahlreiche Beispiele erläuterte Darstellung empfeh- 
lenawwfter Vorteile iiml al.knr/.. jiilf r Verfahren. flV ii. 88 S ] gr. 8. 1906. geh. 
n. JC —.80. 

Schüssler^ Pr. Rudolf , ^ Professor an der Technischen Hochschule au Graz, 
Orth ogonale A xonomctrie Ein Lehrbuch zum Selhnttitudium. Mit 29 Figuren- 
Ufrin in besonderem Heft^. [VIHu. 170S.J gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. 7.— 

Berrec-Hamack, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnur^. 
3 Bill: 8. [Von der 3. Aufl. an bat Prof. G. Sciikffkbs in Darmstadt die 

NeuLeii. .-L:iung übernommen. ] 

Einzeln : 

1. Band: Differentialrechnung. 3. Aufl. besorgt von Dr. 0. ScitKPrKHs, 
Professor an der T- hen Hochschule zu Darrastadt. Mit 

Figuren im Text. [ca. J geh. ca. n. JC 10 — . in L'mhw ach 

ca. n. JC 11. — [Krtchaint Im 8onun«r 1006] 
ud: Integralrechnung. 2. durchgesehene A , mit L; 'g 

vor- !' I.iKDMAits' und E.Zkhmklo, heraufigegc • .i • >u Dr. d i vn.\, 

Pr in Berlin. [XH u. 428 S.J 1899. geh. n. ^ 8. — , in 

Leuiw. geb. n. ^fC 9. — 
HI. Band: Di Tl. r- n f ■ n 1 Gleichungen und Variationsrechnung. 2. durch - 
a< re von Dr. G. Bohlmann, Professor in Berlin, nn«l 

K i.o. an der Universität Göttingen. Mit 33 Fig. 

iui 1 i.i [XII u. i->w . .j 1904. geh.n.v<tl9. — , in Leinw. geb. n...*! 10.— 

Simon. Pr. Max, Professor an der Universität Straßburg i. E., über die Entwick- 
der Elementar-Geometrie im XIX. Jahrhundert. Bericht cntatti t 
;• 1 i A. u. d. T.: Jahresbericht dt-r 

► ...... 1 1 . gänzungsband L Mit 28 Figuren 

it. [VlU u. 278 S.J gr. 8. 1 ,oh. n. .^8.—, in Leinw. geb. n. ^ 9.— 

Methodik der elementaren Arithmetik in Verbindung mit al- 
ui.-^chcr Analysis. Mit 9 Textfiguren. [VI u. lOH - ^ ' " 

n 3 20. 



Btarko, i !• . i» Uerlin, experim*" ' ' ' e 

Mit l>< . 'Rung der neueren An.- .r- 

ffMtellt. Mit 276 in den Text gedr. Abb. [XJV u. Att 6-1 gr. ». im. In 
Leinw. ffcb. n. 6.— 

StaudOj Dr. Otto, Profeceor an der UniversitAt Rostock, aualytiacho Ocometrio 
des Punkte«, der geraden Linie and der Ebene. Ein I! h zw den 

Vorlesungen und T' ' über m ' " i"- trie. Mit ür>, x lyoren im 

Text. [VIII u. 447 .8. 1'.' l>. n. 14 — 

BtolB, Dr Otto, weil. Professor an der Universität Innsbruck, und Dr. J. Anton Omeiner, 
Pr an der tltniti^chen Univeniit&t Prag, Einleit -! die Funkt ionen- 

i\. 'i., umgti-urbeitete und vermehrte AuI'Iul. von den Veriassem 

. in der „Theoretischen Arithmetik" nicht berücksichtigten Abschnitte der „Vor- 
lesungen Ober allgemeine Arithmetik" von 0. Stols. Mit 81 Figuren im Text 
(X u. üü» S.J gr. 8. 1«06. In Leinw. geb. n. 16.— 

Auch in a Abteilungen: 
I. Abteilung Mit 10 Figuren im Text [VI n. 24S S ] 1*.m)4. In Leinvr. 
geb. n. 6. — 

II — Mit 11 Figuren im Text. fVlII u. S. 248— 612.] 1906. In Leinw. 
gab. n. Ufc 9 .— 

Thomae, A-r Hofrat J., Profossor an der Universil&t Jena, Sammlung 

von 1 :...-ln und Sätzen aus dem Gebiete der elliptischen Funk- 
tionen nebst Ahwondungen. [IV u. 44 8.] 4. 1906. kort. n. JC 8.60. 

Grundriß einer analytischen Geometrie der Ebene. Mit 8 Figuren 

im Text. [X u. 188 S ] gr. 9. 1906. In Leinw. geb. n. H.60. 

Thomson, J. J., D. Sc. Lid. Ph. D. Er. S. Fellow etc., Elektrizität»- Durchgang 
in Gasen. Deutsche autor. Ausgabe unter Mitwirkunjg^ des Autors besorgt und 
er ' 1 Dr. E. Marx. Priv; ' t än der LnivcrsitM L' Mit 
Ib. „ > im Text. |V1I u. i> qr. «. 1U06. geh. n in 

Leinw. geb. n. JC-l^.— 

V&hlen, Dr. Karl Theodor, Professor an der l »' 

Geometrie. Unter'«'irhiin<?en über die Gruun. ^ n-hen ui at- 

Euklidischen Geomi Mit auihlreichon Figuren im Text. [XII u. 802 S.] 

gr. 8. 1906. In Lemu. ^. b. n. 12 — 

Verhandlungen des HI. Internationalen Mnihrmatiker-EongTeflneB in Heidel- 
berg, vom 8. bis 18. August 1904. Eiern en von dem ^ r des 
Kongrefl.'-' X.Krjuek' '' i-ssor an der i- ' " liHchuic ' 
Mit einer ^ . iit von 1 ' rg in Heliogra. ,.'■(1 S I 
In Leinw. geb. n. JC Ib 

Vivanti, Q., Professor an der LuiversitTit iMpH-^ina, Theorif lU i ' in.ii . cn 
analytiHchou Funktionen. Umarbeitung uuter Mitwu-ku»^ des \ci:.ir.-er8 
deutsch iirnj;. von Dr. A. Gltzukb, Professor an der Universität Halle a. S. 
[VI u. 512 S.J gr. 8. 1906. In Leinw. geb n. 12.— 

Wallentin. Dr. J., Regierungsrat und LandeHschnlinopektor in Wien, Einleitung in 
die theoretische Elektrizitätslehr- ' 81 Figuren im Text. [X u. 
444 8.] gr. 8. 1904. In Leinw. geb. n. >tL 1- .— 

Weber, Dr. H., Professor in Strafiburg, und Dr. J. Wellstein, Professor in Sttaßburg, 
Encjklop&die der Elementär-Mathemutik. Ein Handbuch filr Lehrer 
ur InSB&nden. gr. 8. L Band. Elementare Alge? is. 

U. I.Wksk«. 2. Auflage. Mit 88 Textagnrcn. [XVlIi 6. 

In Leinw. geb. n. JC 9.60. U. Band. Elemente der Geometrie. ii< : von 

, HWasa«, J. WatLSTEiK und W.JAOoasTiiAL. Mit 280 Textfiguren. [An 'S] 
1906. In Leinw. geb. n. JC 12. — . (Bd III Anwendungen der K ir- 
mathematik. Unter d. Presse.) 

Wien, Dr. W., Professor an der Universität r. u::/, Hber Eli Vortrag 
gehalten auf der 77. Vernammlung dcu'-^ (:f>r N itiirtorncher vr ' \-. t. in Meran. 
[M S.] gr. 8 1906. geh. n. UK 1.- 

Wilosynaki, B. J.. A. M., Ph. D.^ Besearcb Aoduuute u\ ■•>i\ of 

WtMhington. Assistant Professor of Matbematics at t . i ornia, 

projective differential geometry of cnrves and ruled surfaces. [VIII 
u. 298 S.] gr. 8. 190«. Ln Leinw. geb. n. JC 10.— 



Hienu Beilagen von B. O. Tenbner in Leipzig, die wir der Beachtung 
onsezer Leser bestens empfälen. 
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Uber die Qnindlagett der Geometrie. 



Von Q. Feeüe in Jena. 
I 

Es kann mir nur erwünscht sein, mit Männern in lebendig^e Wech- 
selwirkung zu treten, die ihr Nachdenken auf dieselben Fragen wie ich 
gerichtet haben. Und 60 ist mir der Aufsatz des Herrn Kor?;elt Vher 
die Grundlagen der Geometrie (diese Jahresl)erKhte 12. Bd., S. 402) 
zunächst willkommen erschienen. Und ich habe auch die Freude gehabt, 
einige Berührungspunkte zu entdecken. Diese mögen zuerst hervor- 
gehoben werden. Herr Korselt gebraucht meine Ausdrücke „Wahr- 
lieitswert" „das Wahre", „das Falsche" und, wie es scheint, in meinem 
Sinne. Nur mSehto ich bitten, statt „der Wahrheitswert von a^' zu 
sagen „der Wabriieitswert a^, IHe BrUirung, die Herr Korselt von 
der ZdchenTerbindimg »a^&« gibt, stimmt fast mit meiner flberein 
für das Entsprodiaide in meiner B^prifissebrilb und ist besser als die 
von E. Schröder, der dies Zeiehen wohl eingeführt hat, und als die 
des Herrn Peano für sein »q«. 

Im Übrigen frulich bin ich durch die Eorseltsche Kritik ent- 
tauscht worden. Sie bietet ftir eine VerstSndigung und forderliche 
Weiterbildung keine so gOnstige Grundlage, als ich gewünscht hatte. 

Wenn Herr Korselt meine Bedenken gegen die Hilbertsche 
Darstellung als unberechtigt nachweisen wollte^ mußte er meine Qegen- 
grttnde ramtlich prüfen. Das hat er nidit gefain. Und doch kann ein 
einziger unwiderlegbarer Einwand die ganze Theorie zu Falle bringen. 

Die Lehrsätze des Herrn Hilbert handeln von den Axiomen, deren 
Unabhängigkeit und Widerspruchsfreiheit. Es ist also geboten, über 
den Sinn des Wortes „Axiom" keinen Zweifel zu lassen. Und deshalb 
ist es ein Fehler der Hilbertschen Schrift, daß sie diesen ihren Grond- 
begriff ganz im Nebel läßt Ich habe mich bemüht, scharfe Grenz- 
linien zu ziehen; Herr Korselt scheint sie geflissentlich wieder 
zu Terwischen. Wie ist das zu erklären? -Vielleiclit durch einen 
Selbsterhaltauji;.strieb der Hilbertschen Lehre, zu deren Xiebensbe' 

Jiklu-eibtiictit d. I)eat»ch«a Mftthem.-Vereuiiguag. XV. Hoft 6. SO 
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din^iügen eino Trülnmg gfliören mag. Ist dies richtig, so muß frei- 
lich ein Ketter dieser Lehre die Khining zu verhindern suchen. Ich 
glaube nicht, daß Herr Korselt dies mit Ab.sicht getan habe; aber er 
hat mir durch sein Verl'ahreu die Beautwortuug seines Aufsatzes außer- 
ordentlich erBchwert. Herr Hilbert setzt sich mit meinen 'Tifinden, 
so weit mir bekannt ist, überhaupt nicht auseinander. Vielleicht ist 
auch in ihm eine geheime, von tiefer Dämmerung umgebene Furcht 
wirksam, durch näheres Eingehen auf meine Gründe könnte sein Hau 
gefährdet werden. Auf der Oberfläclie freilich wird wohl die Meinung 
Rchwininien, (J.iß meine Gründe einer genauem Betrachtung überhaupt 
unwürdig seien. Sollte Herr Hilbert einmal dazu kommen, mit dem 
Lichte seines Bewußtseins die tieferen Untergründe zu beleuchten, so 
wird er vielleicht der Erwägung Raum geben, daß das Falsche in 
leiner Lehre auf die Daner doeb nicht su halten sein wird, daß es 
ahm nütslidL und dtreuToll ist^ dieses abzustoßen, damit das Wahre 
und Wertvolle desto klarer und nnanfeehtharer herrortrete. 

Es war meiner Meinung nach die Aufgabe eines Kritikers, an 
mein«! ÄusgangssStsen Stellung zu nehmen. Damit wire ffehdi die 
Frage an der Wurzel gefaßt und alles Folgeside in scharfe Beleuchtung 
gerflckt worden. Ich habe es in meinem ersten Aufeatze über diesen 
Gegenstand für nötig gehalten, mich weitläufig fiber Axiom und Defi- 
nition auszuspreehen, weil mir durch Herrn Hilberts Festsehrift eine 
große Verwirrung zu drohen schien. Mit diesen m«nen Ausführungen 
hätte sich Herr Eorselt zunächst auseinander setzen mfissen; denn 
hiervon gehe ich aus, und hiermit hängt alles Folgende eng zusammen. 
Ich habe die Definitionen, die etwas festsetzen, den Grundsätzen und 
Lehrsätzen gegenüber gestellt, die etwas behaupten. Jene enthalten ein 
Zeichen (Wort, Ausdruck), das erst durch sie eine Bedeutung bekommen 
soll; diese enthalten kein solches Zeiches. Erkennt Herr Korselt den 
wesentlichen Unterschied zwischen beiden Arten von Sätzen nicht an? 
Warum nicht? Er spricht weiter von Axiomen, die etwas definieren, 
als ob das gar keine Schwierigkeit hätte. Was soU denn eigentlich 
ein Axiom? Soll es etwas l)ehaupten, oder soll es etwas l'est.set/.enV 
Wo'/u hat man zwei Wcirter „Axiom" und ,.Defiuitiou'', wenn auch die 
Axiojne definieren sollen V Nur der größeren Dunkelheit wegen? 

Auch bei Herrn Hilbert definieren die Axiome in der zweiten 
Auflage lustig weiter, als ob nichts gescheheu wäre. Offenbar weiß 
Herr Hilbert selber nicht, was er mit dem Worte „Axiom" meint, 
und damit wird es auch zweifelhaft, ob er wisse, welche (Jedanken er 
mit seinen J^iitzeu verbinde, und noch zweifelhafter, ol) Herr Korselt 
e-s wisse. Oder halten vielleicht beide Herrn eineu Gedaukeuiuhalt der 
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Sfttee für entbehrlich? Worte! Wortel Worte! Ich habe anf 
eine Verwimmg des Sprachgebfauchs in der Hilbertschen FeetMhiift 
hinsiehüich dee Wortes „Axiom" hingewieten. Brkeunt Herr Kor seit 
diese ZwiespBltigkeit an, oder glaabt er sie ansgleiehtti zu können? 
Daraber hätte er sich glach sueorst dentlich aassprechen müssen. 

Jm Anfange meines aweiten Anfsataes maohe ioh daranf aufinerk- 
sam, daß die Erklärungen nnd Definitionen des Hetm Hilbert aweier- 
lei Art au sem seheinen. Ale Beispiele der ersten Art führe ich die 
ErUirangen dafür an, daß Paukte einer Geraden auf derselben Seite 
eines Punktes liegen nnd daß Punkte einer Geraden auf verscliiedenen 
Seiten eines Punktes liegen. Za dieser Art gehört auch die Gaußsche 
Definition der Zahlenkongruenz. Als Beispiel einer Erklärung der 
andern Art führe ich die des Wortes „zwischen'' an. Nach dem Muster 
dieser bilde ich « ine andere Definition der Zahlenkongruenz. Wenn 
nun Herr Korselt in förderlicher Weise streiten wollte, so mußte er 
hierzu Stellung nehmen. Erkennt er an, daß die Erklärungen und 
Definitionon des Herrn Hilbert zweierlei Art sind? Wodurch ist es ge- 
reehtferti<j;t, daß für beide dasselbe Wort,, Definition*' oder „Erklärung" 
gewählt ist? Oder ist es nur der gn'iüern Dunkelheit halber geschehen? 
Sieht Herr Korselt den ungeheuren Untersclii od zwischen der Grauß- 
schen Detinitiou der Znhlenkon«:^ruenz und derjenigen, die ich nach 
Hilbertschen Mustern gebildet hübe? Dies mußte festgestellt 
werden; sonst fehlt der feste Boden für eine fruchtbare Wechsel- 
wirkung. 

Ich glaube mit meinen Ausführungen über den Gebrjuich der 
Wörter „Axiom'' und „Detinition" mich im Gleise des Althergebrachten 
zu bewegen und mit Recht yerlaugeu zu können, daß man nicht durch 
einen ganz neuen Gebrauch Verwirrung stifte. Ich lasse mich aber 
selbst herbei^ auf einen ganz neuen Gebranch dieser Wörter einzugehen; 
nur muß ich Torlangen, daß er einheitlidi sei und vor dem Eingehen 
auf Einzelfragen rerstandlich und eindeutig dargelegt werde. Dies ver^ 
misse ich in den Ausfthrungen des Henrn Eorselt 

Dmmoch erkenne ich seiner Abhandlung einen Wert su, der es 
i&tlich ersdieinen Gißt, auf ihren Inhalt nSher anzugehen. Herr Eorselt 
scheint mir nändich Herrn Hilberts Lehre eine besondere Wendung 
geben zu wollen, indem er sie als formale Theorie, ab reinen Lehr- 
begiifP &Bt Ob diese Ansprfigung ganz im Sinne des Herrn Hilbert 
iei^ mag dahingestellt bleiben; immerhin ^ridit vieles dafür. 

Indem ioh mich nun einer genaueren Prflfnng der Korseltschen 
Abhandlung sawende, stelle ich zunächst zusammen, was sich in ihr 
zerstreut Aber Axiom, Definition und Bedeutung Torfindet 
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6. Fnai: 



Wir lesen da den Satz: 

„Nennt man Axiom einen wahren, aber logisch nicht beweisbaren 
(t< il iiikt'u, so sind „Definitionen'' (Nommaidefiuitionen, Namengebungen) 
keine Axiome." 

Was Herr Korselt hier im Bedingungssatze als Hetieutung des 
Wortes „Axiom'' auknbf, kann mau wohl die althergebrachte, die Eukli- 
dische Bedeutung nennen. Durch die Unbeweisbarkeit unterscheiden 
sich die Axiome von den Theoremen. Die Gründe, die Herr Kors»-lt 
für seine Behauptung angibt, nähern sich den von mir angegebeneu und 
zeigen^ daß auch umgekehrt kein Axiom etwas definieren kann. Wenn 

. das Wort „Axiom" in diesem Sinne genommen wird, darf der Aus- 
druck eines solchen kein unbekanntes Zeichen enthalten, weil er sonst 

i überhaupt keinen Gedanken ausdrückte. Buchstaben, die dazu dienen 
sollen, dem Grundsätze Allgemeinheit des Inhalts za Terleihen, dürfen 
gewiß darin vorkommesii weil es bekannt ist, wie sie zum Gedanken- 
ausdrucke beitragen, obwohl sie nichts beaeichnen. Hiermit beantwortet 
sich die Korseltsche Frage „Warum sollen die Axiome keine Zeichen 
enthalteiif deren Bedeutung niclit vorher feststeht?^' 

Es scheint annächsty daß HeiT Korselt diese Euklidische Be- 
deutung annehme, und er Terwirft sie auch nirgends ausdrücklieh; 
aber £wt alle seine spatem Aussagen stehen hiermit im Wid^^ruche. 
So erkennt er z. B. die Möglichkeit Ton ungültigen Axiomen an. Wenn 
er klar schreiben wollte, mußte er etwa sagen: ,,Diesen althergebrachten 
Sinn des Wortes *Aziom' nehme ich jedoch nicht an, sondern gebranche 
dies Wort in folgendem Sinne^. Und nun mußte er diesen möglichst 
Terstandlich darlegen. 

Herr Eorselt nimmt im Widerspruch mit der Euklidischen Be- 
deutung an, daß Axiome bis dahin unbekannte Zeichen enthalten und 
einen Begriff definieren oder bestammen. Die von ihm selbst anfangs 
herrorgehoboie GrundTerschiedenheit d«r Axiome Ton den Definitionen 
macht es ja unmöglich, daß Axiome etwas definieren. Blan mnß sich 
darüber klar sein: soll ein Grundsatz etwas festsetaen, oder soll er einen 
Gedanken ausdrücken und als wahr behaupten? und an dem, wofllr 
man sich entmdiieden hat, muß man dann auch festhalten und 
nicht immer awischen rersehiedenen Auffassungen hin- und her- 
taumeln. 

Nun hat Herr Korselt noch den unglücklichen Gedanken, die 
Heine sehe formale Theorie der Arithmetik mit der Hilbert scheu 
Lehre zu vermengen und ein Axiom als eine Regel aufzufassen für den 
Gebrauch darin vorkommender Zeichen. Das ist eine dritte Auffassung 
der Axiome. 
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Indem Herr Korselt sagt, die moderne') Mathematik beztiohne 
mit ihren Axiomen nicht mehr bestimmt« ErfahrungstatBachen, sondern 
deute sie hüehsteus an, ijringt er die Axiome der nioderneu Mathematik 
iu Gegensatz zu denen der Euklidi scheu, und man kann wohl annehmen, 
daß er sich selbst zu den modernen Mathematikern rechnet. Offenbar 
rechnet er aach Herrn Hilbert dazu und glaubt in diesem Satze dessen 
Gebranehsweiae dea Wortes „Axiom" geiroibn m liaben. Wenn dies 
riehtig ist, ao iat es eia grober Irrtann za meinen, daß Herr Hilbert 
irgend etwas Über Abliangigkeit oder Unabhängigkeit der EiddidiBdien 
Axiome ansgemadit habe, und daß, wenn er vom Pazallelenaxiome 
spriebt, dies das Euklidische Axiom sei. Wir müssen hiemaoh unter 
einem Axiome wohl etwas verstellen, was wie ein Sata aussieht, der 
einen Gedanken aasdrflcken aoU, in Wahrhttt aber kein eigentUeher 
Sata ist, weil er einen Gedanken nicht ausdrückt, sondern nnr andeutet, 
wie etwa der Budiatabe »a« in der Arithmetik kein Zahlaeicben iat, 
weil er keine Zahl bezeichnet, sondern eine solche nur andeutet. Dies 
ist eine vierte Auffassung der Axiome; es ist noch nicht die letzte; 
denn die Axiome beschreihen nach H«rr K o rs elt auch die Art, wie sich Er- 
fahrungsgegenstände verbinden lassen. Wie sich nun diese Auffassungen 
miteinander in Einklang bringen lassen, in welchen Beziehungen sie 
etwa zueinander stehen, darüber schwebt geheimnisYoUes Dunkel. 
Und nun erwäge man, daß auf das Verständnis des Wortes „Axiom" 
alles ankommt, wenn man die Hilbert sehe Sätze über die Unabhängig- 
keit der Axiome voneinander verstellen will. Klarheit! Klarheit! 
Klarkeit! Meint Herr Korseit, dali es ein Ver^üji^en sei, sich Ton 
ihm durch diese verworrenen Dickichte liinreu zu ius^^enV 

Mit einem Gleichnisse kann man die Sachlage woiil so kennzeichnen. 
Herr Hilbert hackt Definition und Axiom beide ganz fein, mengt sie 
sorgililtig durcheinander und macht eine Wurst daraus. Herrn Korselt 
genügt diese Mischung nicht; er backt auch nocli die Tbomaeschen 
Kegeln über den (Jebrauch der Zeichen klein, gibt eine Messerspitze 
^ meines Andeutens dazu und fügt aus eignen Mitteln die Beschreibung 

der Art hinzu, wie sich Erfahrungsgegenstimde yerbinden lassen, mengt 
alles gut durcheinander und madit dne Wurst daraus. An Hannig- 
fsltigkeit der Zutaten fdilt es wenigstens nicht, und ich zweifele nichf^ 
dafi fOr den Liebhaber etwas Gutes herauskommt 

Nehmen wir ein Beispiel! 

„Jedes Amerj baut wenigstens swei EUah''. 



1) Bind wir deim noch immer aidit ans dieser grikftliehea modemen Zeit 
heraus Y 
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„Wie kanu jemand solchen haarsträubenden Unsinn schreiben! 
Was ist ein AnejV Was ist ein Ellab?'' Öo höre ich mit Enti iNtuiiir 
fragen. Bitte sehr! Das ist ein Axiom, nicht von der alt^n Euklidischen, 
sondern von der niod» inon Art. Es definiert den Begnli Anej. Was 
ein Anej sei, ist eine ganz ungehörige Frage. Erst wäre zu erörtern, 
unter welchen Umständen eine Antwort genügen würde. Wenn man 
keinen Gedanken m diesem Axiome findet, so schadet das nichts. Der 
Satz wül gar keine Beschreibung bekannter Tutsachen sein, er deutet 
solche höchstens an, nnd zwar sehr fein, z. B. die bekannte Erfahrungs- 
tatsache, daß jede Wunt wenigsteuB zwei Enden hat, oder daß jedes 
Kind wenigstens swei Fihnehen eeliwang. Dies ist offenbar die Be- 
flohzeibimg einer Art^ wie dieEifahrungsgegenetSade — dieFShndhen — sich 
miteinander verbinden lasse». Das Anwendungsgebiet dieees Axioms rdcbt 
genau so weit, als ihm ErfiümmgsgegenstSnde angewiesen werden kdnnen. 

Herr Korselt bespridit das Wort „Bedentung", indem er meinoi 
Satz angreift^ daB aziomatische Sitae keinen Eigennamen, kein Begril&wort, 
kein Beaehnngswort enthalten dfiifen, dessen Bedeutnng nicht rorber 
ÜBststande. Hierbei gebianehe ich das Wort „Axiom^ im alten Ev- 
Uidisehen Sinne, Herr Korselt dagegen in einun moderaen. Folglieh 
liegt hierbei swischen uns gar kein Widerstreit vor, indem das was 
Henr Korselt verneint, ganz verschieden ist von dem, was ich behaupte. 
Aber hierbei tritt aufs neue eine Abweichung hervor. Ich hatte mir 
die Sache viel einfacher gedacht, nämlich so: ein Eigenname hat im 
wissenschaftlichen Gebrauche den Zweck, einen Gegenstand zu be- 
zeichnen, imd dieser Gegenstand ist, falls der Zweck erreieht wird, die 
Bedeutung des Eigennamens. Entsprechend ist es bei den Begriffs- 
zeichen, den Beziehunfjszeichcn, den Funktionszeichen. Sie bezeichnen 
beziehungsweise Begritlo, Beziehungen, Funktion» n, und das, was sie 
bezeichnen, ist dann ihre Bedeutung. Indessen so einfach ist die Sache 
nach llerni Korselt nicht. Nach \hm bedeutet die Aussage, daß die 
Bedeutung eines Zeichens feststehe, entweder: daß man dies Zeichen 
Vorkommendenfalls als dasselbe Zeichen für denselben (iegeustand wieder- 
erkennt, oder daß mau alle oder doch gewi.sse einfache (bis Zeichen be- 
nutzende Sätze immer als wahre, falsche oder als Detinition wiedererkennt. 
Fragen wir, ob hiemach die Bedeutung des Wortes „Anej" fest.stehe. 
Zur Zeit ist nuj- ein dieses Wort benutzender Satz bekannt, nämlich 
das oben angeführte Axiom. Ist dieses nun wahr, falsch oder Definition? 
Wahr? das will nickt rwht sdieinen; Falsdi? ebensowenig; aber 
Definition! das stimmt: es ist eui definierendea Axiom, und wir dürfen 
uns wohl zutmneD, dafi wir es als solches immer wiedererkennen werd^ 
also steht die Bedeutnng des Wortes ;7Anej'^ fest 
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Nach Hürrn Korselt haben für einen reinen Lehrbegriff die Wörter 
„Grundsatz" „Axiom" „Definition" dieselbe Bedeutung, uamlicli von mi- 
mittelbaren Gegenständen (Sätzen), und ihnen stehen die niittelliareu 
Gegenstände fSat7e) gegenüber. Hieraus erhellt die nahe Verwandtschaft, 
die zwischen Axiomen und Definitionen nach seinem Sprachgebrauche 
best*;ht. Ein Unterschied ist nicht angegeben; wahrscheinlich bestehen 
wie bei Herrn Hilbert die Definitionen ans Axiomen, womit nicht aus- 
geBcMosBoi ist, daß eine Definition nur ein einziges Axiom enthalten 
kann. 

Welche Beschaffenheit ein Sats haben müsse, am ein Axiom, eine 
Definition, eine Regel Aber den Gebrauch ron Zeichen m sein, dar&ber 
et&hiea wir woiig, eigentiich weiter* nidite, ab daß er imbekannte 
Zeichefn enthalten mflssa Freilich findet sich noch d«r rfttselhafle 
Aueepnch: 

,J)iejenigen Deutnngoi der Zeichen eines rdnmi Lehrbegriffos, welche 
Anssagen sind, dfir^NL nicht anf WidersprOche mit anettcannten Sitawn 
führen. Sonst hat man im günstigsten Falle nicht die gewflnschten, 
sondern andere Begriffe definiert". 

Hierin ist mir eigentlich alles nnyerstftndlich. Zuerst scheinen die 
Deutungen dadurch beschränkt werden zu sollen; znletzt sieht es wie 
eine R«gel für das Definieren aus. Ich sehe nicht ein, wie der Umstand, 
daß der definierte Begriff ein gewünschter ist, vor einem Widersprach 
bewahren kann, der hervorträte, wenn der Begriff nicht gewünscht wäre. 
Auch das Beispiel klärt die Sache für mich nicht auf. Was ist da die 
Definition? Wo ist der gewnn5?chte Begriff? Welche Deutung haben 
wir? Mit welchen anerkannten Sätzen findet ein Wi(h^rßpruch statt? 
Kann man ihn nicht durch eine andere Deutung vermeiden? Liegt der 
Fehler in der Dentunn;, oder in der Definition? 

Beim Definieren findet Herr Korsei t eine ^Schwierigkeit. Die 
Antwort auf die Fraj2;e, was etwas sei, sagt Herr Korselt, müsse immer 
in Worten ge;j^eben werden, nach deren Bedeutung wieder gefragt werden 
könne, und so wäre des Fragens kein Ende. Und ähnlich sagt er weiter- 
hin: ,,Von irgendwelchen eintaclien nicht mehr zerlegbaren Begriffen 
muß doch die Untersuchung ausgehen.'' Nun gut! aber was soll damit 
bewiesen werden? Es zeigt doch zwoSkthst nur, daß es unTsmünftig ist, 
alles definieren za wollen; abw fest sieht es so ans, als ob damit der 
Frage nach der Bedeutung flberbanpt die Bei«chtigung abgesprochen 
und das Definieren oder doch eine gewisse Art des Befinierens als 
wertlos hingestellt werden solle. Daß nur eine besondere Art des De- 
finierens dadurch getrofilen werde, kann nicht zugegeben werden: doon 
welcher Art eine Definition auch sei, sie wird immer g^sse Wörter oder 
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Zeichen als Ijekaunt voraussetzen müssen. Zunächst kann man denken, 
Herr Korselt wolle bei den einfachen, nicht weiter zerlegbaren Be- 
griffen Halt machen mit Definieren, weil sonst des Definiereüt> kein 
Ende wSxe; aber er fSlirt fbrt: 

^ie zugrunde gelegten eb&ehen Begriffe können wxr dnreh ^Uoe 
bestimmt werden, in denoi ein solcher Begriff mehrmals oder mehrere 
solcher Begriffe gleichEdtig auftreten." 

Also die ein&dien Begriffe soUen auch beetinont werden; und ist 
dies keine Definition? Ist des Definierens dann ein Ende? Später 
kommt freilich henras, daB solche Satee die Begriffe nicht bestimmen: 
i^Die Fordenmg an eine formale Theorie^ daß sie ihrai uadi Art yon 
Eigennamen oder Begriffimamen gebildeten »Figoren« (Namen), z. R 
,,Pankt^, eine bestimmte Bedeatung gebe, ist unawedan&Big und nn> 
billig." 

Herr Eorselt sagt: 

„Das obige Beispiel des Euklidischen Punktes zeigt, daß man 
nicht mit Herrn Frege die Auflösbarkeit jedes Systems von Grund- 
sätzen nach den in ihnen vorkommenden Unbekannten (Grundb^^riffoi) 
fordern darf, Tollends nicht die eindeutige Auflösung; das liefe auf 
unbeschränktes Definieren hinaus". 

Die Gefahr ins Unendliclie vroiter definieren zn müssen, tritt nur 
dann und immer dann ein, ^venn man verlauf/t, daß alles detiniert werden 
niüy.s«^: aber wer zwingt dazuV Dagegen hat diese Gefahr mit der Forde- 
rung der cniileutigen Auflösbarkeit eines Systems von (irundsätzen niehtü 
zu tun. Diese meine Forderung gilt nur für den Fall, daß dieses System 
eine Definition sein soll, durch die gewisse Begriffe oder Beziehungen 
bestimmt werden sollen. Ohne die eindeutige Auflösbarkeit haben wir 
eben keine Bestimmung, Wenn meine aus der Natur der Sache fließende 
Fordenmg nicht erfüllbar ist, »so folgt daraus nicht, dab man sie fallen 
lassen müsse, sondern daß in dieser Weise die Begrilie und Be- 
ziehungen nicht bestimmt werden können, daß also die sogenannten Defi> 
nitionen des Herrn Hilbert , die von dieser Art sind, den Anforderungen 
nicht genügen, die man an Definitionen stellen muß. Wenn Herr Korse It 
nadxweisi^ daß bei dar Definition des Punktes die Anforderungen nicht 
eiftllt werden können, denen eine Definition genügen muß idi will 
mich auf die PrQfang dieses Nachweises nicht einlassen — , so folgt 
daraus, daß man die Definition unterlassen solle, nicht aber daß man 
irgend etwas Beliebiges tun solle und dies Definition des Punktes nennen 
könne. Wenn nachgewiesen isl^ daß dw Sprung Aber einen g^benen 
Graben unmöc^ch ist, so folgt daraus, daß man ihn lieber gar nicht 
versuchen solle, nicht aber, daß man hinken soUe und dies Hinken 
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eineii Sprung über den Graben nennen möge. Wer willkürlich von 
dem berge braohtflii Sinne eines Wortes abweicht nml uicLt angibt, in 
welohem Sinne er es gebrauchen wolle, wer plötzlich anfängt; das rot 
za nennen, was sonst grün genannt wird, der wundere sich nicht, daß 
er Yerwirnmg anrichtet. Und solches ist, wenn es absichtlich in der 
Wissenschaft geschieht, eine Versündigung an der Wissenschaft. 

Was ist denn eigenÜieh der Zweck und das Wesen des Hilbert- • 
sehen Definierens? Und welchen Gesetzen ist es unterworfen? Denn , 
daß jedes System yon SatseUf die gewisse unbekannte Wdrter wie »Aue}" 
Jituzeof enthalten, eine ErklSrong dieser Wörter sei, glaubt doch Herr 
Kor seit selber nicht Wir sind darüber einverstanden, daß eine Er- 
klärung oder Definition im allgemeinen nicht auf eine Wahrnehmung^ 
ein Modell hinzuweisen braucht; aber wir mflssen uns nicht nur darüber 
Terstfindigen, was eine ErUSrung nicht zu leisten braucht, sondern 
hauptsächlich darfiber, was wir von ihr verlangen mflssen. 

Mdne Meinung ist diese. Wir mflssen logische Uzelemente an- ^ 
erkennen, die nicht definierbar sind. Auch hierbei stellt sich das 6e- \ 
dflrfiiis ein, sicher zu stellai, daß man mit demselben Zeichen (Worte) 
dasselbe bezelchnei Wenn sich die Forscher über diese ürelemeate 
und ihre Bezeichnungen verständigt haben, ist das Einversföndnis Über 
das logisch Zusammengesetzte durch Definition leicht erreichbar. Da 
bei den Urelementen diese nicht möglich sind, muß hier etwas anderes 
eintreten; ich nenne es Erläuterung. Diese dient also den Zwecken 
der ^'fc;rständigung• der Forscher imterc luander imd der Mitteilung der 
Wissenschaft. Man kann sie eiiier Propädeutik zuAveisen. Im System 
der Wissenschaft hat sie keine Stelle; in diesem wird kein Schluß auf 
sie gegründet. Jemand, der nur für sich forschte, brauchte sie nicht. 
Der Zweck der Erläutemncren ist ( in praktischer, und wenn dieser er- 
reicht ist, muß man mit ihnen zufrieden sein. Dabei muß auf etwas guten 
Willen, auf enti^'o^fnknnniicndes Verständnis, auf Erraten gerechnet 
werden können: drnn ohne eine Bildlichkeit des Ausdiucks wird oft 
nicht ans'/nkoiiuneu sein. Aber von dem Urheber einer Erläuterung 
kann mau immerhin verlangen, daß er selbst bestimmt wisse, was 
er meine, daß er mit sich selbst im Einklano;e bleibe und daß er, wenn 
sich die Möglichkeit eines Mißverstihons auch bei gutem ^Villen ergibt, 
bereit sei, seine Erläutenmg zu vervollständigen und zu verbessern. 

Da ohne gegenseitiges Verständnis der Forscher ein Zusammen- 
arbeiten an der Wissenschaft nicht möglich ist, muß man das Ver> 
tränen haben, daß ein solches Verständnis durch Erläuterungen 
erreicht werden kanU; obwohl theoretisch das Gegenteil nicht aus- 
geschlossen ist. 
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Sind nun die HilbertBchen DefiiiiUone& £rläaterungen? Solche 
werden im aUgemeinen Sfttn Bein, die den {täglichen Ausdruck, viel- 
leicht auch mehrere solche, enthalten, und stimmen hierin ttberein mit 
dem, was Herr Korselt mit den Worten angiht: ,,Die sogronde ge- 
legten ein&chen Begriffe können nur durch SStse bestimmt werden, in 
denen ein solcher Begriff mehrmals oder mehrere solche Begriffe gleieh- 
«eitig auftreten.'' Wenn die Hilbert sehen Definitionen nur der Ver- 
ständigung der Forscher und der Mitteilung [der Wissenschaft dienen 
wollten, nicht ihrem Aufbau^ so wQiden wir sie als ErUuterungrai in 
dem oben angegebenen Sinne betrachten und ihnen alle die Nachsicht 
bewilligen können, auf die sie als solche Anspruch machen können. 
Aber sie wollen mehr. Sie wollen nicht der Prop&dentik angehören, son- 
dern als Grundsteine der Wissenschaft, als Piftmissen von Schlllssen 
dienen. Und bei diesen Ansprüchen kann ihnen die Hüde der Beurteilung 
nicht gewährt werden, die sie als Erläuterungen yerlangen könnten. 
Übrigens verfehlen sie auch als Erläuterungen ihren Zweck, näm- 
lich sicher zu stellen, daß alle, die sich ihrer bedienen, nun auch mit 
den erläuterten Wörtern denselben Sinn verbinden. Mau läßt sicli loiclit 
dadurch täuschen, daß die Wörter „Punkt*', „Gerade" usw. hiclioii seit 
laii}Ter Zeit im Gebrauche sind. Man denke sich aber einmal statt dieser 
ganz neue, eigens zu dieseui Zwecke erfundene Wörter gesetzt, mit denen 
noch kein Sinn verbunden ist, und frage sich nun: würde jemand die 
Hilbertschen Axiome und Detiiiitionen in dieser Form verstehen? 
Es käüie dal)ei auf Idoßes Raten hinaus. Einig«' würden vielleicht gar 
nichts raten köimeu, eiiiiirf» dies raten, nndere das. 

Wenden wir uns den ei^^entlichen Definitionen zul Auch sie dienen 
der gegenseitigen \'erständigung, aber sie erreichen diese in viel voll- 
kommenerer Weise als die Erläuterungen, indem sie nichts dem Erraten 
überlassen, auf entgegenkoTiimendes Verständnis, auf guten Willen 
nicht zu rechnen brauchen, bie setzen natürlich die Kenntnis gowi.sser 
ürelemente und ihrer Zeichen voraus. Aus solchen Zeichen setzt die 
Definition eine Gruppe von Zeichen rechtmäßig zusammen, sodaß die 
Bedeutung dieser Gruppe durch die Bedeutungen der benutzten Zeichen 
bestimmt ist. Kein theoretisch angesehen krmnte dies genügen; aber 
solche Zeichengruppen werden oft zu unhandlich, zu z«ltraubeud aus- 
zusprechen oder hinzuschreiben. Man hedarf für sie eines einfachen 
Zeichens, Und dieses neue Zeichen dem durch die bekannten Zeichen 
bestimmten Inhalte beizulegen, ist die Aufgabe der Definition. Nun 
kann es vorkommen, daß dies Zeichen (Wort) nicht durchaus neu 
ist, sondern in der Sprache des Lebens oder einer der eig^tlich 
systematischen vorhergehenden wissenschaftlichen Behandlung schon 
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gebraucht worden irt. In der Regel ist dieser Sprachgebranish für 
die strenge Wissensehaft zu sohwiui&kend. Aber nehmen wir einmal 
aoy eir genüge in einem gegebenen Falle den strengsten Anforderungen, 
so kdnnte man denkeui daß dann eine Definition unnötig wäre. 
Und wenn die Definition gleich der ErUiutening nur der gegenseitigen 
Versündigmig und der Mitteilung der Wissenschaft dienen sollte, 
80 wäre sie in diesem FaJle in der Tat ftberftüssig; aber jenes ist 
nur ein beiläufig gewonnener Vorteil. Die eigentliche Bedeutsam- 
keit der Definition liegt in dem logischen Aufban aus den T7r- 
elementen. Und deshalb würde man auf sie auch in einem solchen Falle 
nicht verzichten. Die Einsicht in den logischen Bau, die sie gewährt, 
ist nicht nur an sich wertvoll, sondern auch Bedingung für die Ein- 
sicht in die logische Verkettung der Wahrheiten. Die Delinition ist 
tiu Bestandteil des Systems der Wissenschaft. Sobald die in ihr ge 
trotfene Festsetzung angenommen ist, wird das erklärte Zeichen ein 
bekanntes, und geht der erklärende Satz in einen behauptenden über. 
Die in diesem enthaltene selbstverständliclio Wahrheit wird nun im 
bvstem hU Prämisse von Schlüssen auftreten. 

Die geistigen Tätigkeiten, die zur Aufstellung einer Definition 
fuhren, können doppelter Art sein; zerlegend oder aufbauend, ähnlich 
der TIitiL''keit des Chemikers, der entweder einen gegel)enen Stoff in 
seine Elemente zerlegt, oder gegebene Elemente sieh zu einem neuen 
Stoffe verbinden läßt. In beiden Fällen erfäbrt man die Zusammen- 
setzung eines Stoßes. So kann mau auch hier dnrcli logischen Auf- 
bau etwas Neues gewinnen und für dieses ein Zeichen festsetzen. 

Aber die geistige Arbeit, die der Aufstellung einer Definition vor- 
heigebty arscheint nicht im systematischen Aufbau der Mathematik, 
sondern nor ihr Ergebnis: die Definition. Und so ist es für das 
System der Mathematik auch einerlei, ob diese vorausgehende Tätig- 
keit zerlegender oder aufbauender Art war, ob das su Definierende 
schon vorher irgendwie gegeben war, oder ob es neu gewonnen wurde. 
Demi im System erscheint kein Zeichen (Wort) vor der Definition, 
die es einführt. So ist für das System jede Definition eine Kamen- 
gebongt einerlei auf welchem Wege man zu ihr gelangt ist. 

Es ist selbstrerstandlich, daß da^enige, dem ein Name (Zeichen) 
gegeben wird, durch die Definition bestimmt sein mufi. Ein Wort 
ohDe bestimmte Bedeutung hat fOr die Mathematik keine Be- 
deutcmg. 

habe nun in meinem zweiten Aufsatae gezeigt, dafi die Defi- 
nitionen des Herrn Hilbert ihr Ziel grSfltenteils Terfehlen^ wenn man 
wenigstens annimmt daß sie den Wörtern „Punkt'', „Gerade'', „zwischen" 
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Bedeutungen zuweisen soUeu. Herr Kor seit ist im Grunde meiner 
Meinung; denn er sa^t: 

„Die Zeichen einer formalen Theorie haben überhaupt keine 
Bedeatang^'. 

Nim liält er o£fenbar die HilbertsdiA 13ieorie ftlr «ine formak. 
Also kann es in ihr keine Erklanuigen der Zeichen geben, durch die 
dies«! Zeichea Bedeatungen gegeben würden. Wenn es demnach, wie 
ich sage, keinen Begriff gibt, der durch die Hilberttehe Definition ■ 
dem Worte „Punkt'' als Bedeutung gegeben wird, so ist das ganz im 
Einklänge damit, daß dem Worte JPnnkt" nach Horm Korselt in 
einer foimalen Theorie überhaupt keine Bedeutung zukommt und nach 
dem Wesen einer formalen Theorie auch nicht zukommen kann. Im 
Einklänge hiermit sagt Herr Korselt: 

JDie Forderung an eine formale Theorie, daß sie ihren nach Art 
Ton Eigennamen oder Begriffsnamen gebildeten »Figuren« (Kamen), 
z. B. »Punkt«, eine bestimmte Bedeutung gebe, ist unzweckroißig und 
unbillig*'. 

Hiermit scheint etwas weniger gesagt zu sein, als in der vorhin 
erwähnten Stelle; in Wahi'heit aber ist es dasselbe; denn ein Zeichen 
ohne bestimmte Bedeutung ist ein Zeichen ohne Bedeutung. Also ^ 
vollkommenes Einverständnis! Warum streitet HeiT Korselt denn 
aber gegen mich, z. B. gee^eri mein Taschenulubeispiel? Wenn das 
Woi-t „Punkt" bei Herrn Hilbert keinen Begriff bezeichnet, ist es 
selbstverstäudiicii, daß die Frage, meinte TascheJiuhr ein I'imktsei, nicht 
beantwortbar ist. Herr Korselt iuitie emfacb darauf hinweisen können, 
daß es im Sinne der formalen Theorie aucb garnicht di r /weck ues 
W ortes „Punkt" sei, etwas zu bedeuten. Dann hätte er freilich sagen 
niiisst-n, was denn eigeutlicli der Zweck der llilbertbchen Erklärungen 
und Deliuitiünen sei, da es der, dem Zeichen eine Bedeutung zu geben, 
nicht sein kann. DaÜ die Hilbertschen i'seududetiuitiüueu den schein- 
bar erklärten Wörtern „Punkt", „Gerade", „zwischen" usw. keine 
Bedeutungen geben, dies kann nun wohl als endgültig festgestellt | 
gelten, und damit ist wenigstens eins der Ton mir Terfolgten Ziele 
erreidit. lodern er mir in diesem Endergebnis zustimmt, scheint 
Herr Korselt gegen den Weg, auf dem ich es erreicht habcy Einwen* 
düngen zu machen. Dies mag belanglos scheinen; dennoch wird es 
nicht Übeiflflssig sein, dies nSher zu beleuchten. 

Ich verlange ron einer Definition des Punktes, daß danach müsse 
beurteilt werden kdnnen, ob ein beliebiger Gegenstand, z. B. meine 
Taschenuhr, ein Punkt sei. Herr Korselt mißversteht das nun so, 
als ob ich verlangte, die Frage müne aus der Definition allein ohne 
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Hilfe von Wnhrnehmnngpn heantwortet werden, und hehanptt»t, dnß 
dies nicht möglioh sei. Ganz recht! Ob ein gegebener Stein ein 
Diamant sei, kann durch die hloße Erklärung des Wortes ,,Diamant** 
nicht beantwortet werden, Äl^er man kann von der Erklärung ver- 
kngen, daß sie objektiv die Frage entscheide, sodaß jeder, der den 
vorgelegten Stein genau kennt, danach bestimmen könne^ ob er ein 
Diamaut sei. Wenn es also nur an unserer nnyollkomnienen Kenntnis 
dee Gegenstandes liegt, daß wir die Frage nicht beantworten können, 
80 hat die Erklärung keine Schuld. Wenn aber bei noch so voll- 
kommener Kenntnis die Frage unbeantwortet bleiben muß, ist die Er- 
klärung fehlerhaft| und das ist unser Fall. Dieselbe Schwierigkeit, 
die }>ei der Frage entsteht^ ob meine Taschenuhr ein Punkt sei, erhebt 
sich bei jedem Gegenstande, mag dieser nun sinnlich wahrnehmbar 
flein^ oder nieht^ Nehmen wir z. B. die Zahl 2 oder selbst einen 
iiuUidiBchea Punkte wir stoßen immer auf dasselbe Hindernis, daß wir 
nimlieh schon von einem andern Gegenstände wissen müßten, daß er 
ein Punkt sei, ehe wir auch nur beurteilen könnten, ob die Aussage 
des ersten Hilbert sehen Axioms autrftfe. Und Uber dies Hindernis 
hilft keine noch so Tollkommene Kenntnis des vorgelegten Gegenstandes 
hinweg. Wenn ich denmach auch mit Herrn Korselt darin tiberein- / 
stimme, daß die bloße Definition sur Beantwortung der Frage nicht/ 
genOgt, ob ein Gegenstand unter den definierten Begrifif fiiQle, sondern^ 
daß dazu nodi eine irgendwoher gewonnene genügende Kemitnis desj 
Gegenstandes gehört, so muß ich andrerseits betonen, daß die voll-' 
kommene Kenntnis dee Gegenstandes mit der Definition zusammen 
dazu genügen muß. In unserm Falle nfitzt die Reparatur der Uhr 
nichts; denn der Fehler liegt nicht in ihr, sondern in der Hilbert sehen 
Defim'tion, die dem grammatischen Prädikate „ist ein Punkt" weder 
einen Sinn, noch eine Bedeatnng verleiht, sodaß jeder Satz sinnlos ist, 
der dies Prädikat hat, einerlei was das Subjekt ist. 

Ebenso liegt die Sache beim zalilentheoretischen Beispiele. Die 
Gaußi.sehc Delinition der ZahUnkougiuenz erfüllt ihren Zweck, weil 
sie die Bedeutung des Wortes „kongruent" auf tlie bekannten BpiImi 
tiiiigeu der Ausdrücke „Differenz" und „eine Zahl geht in eint-r Zahl 
auf" znrückfübrt, sie aus bekannten Bausteinen logisch aufhaut. Was 
ich nun au der Hilbertschen Erklärung des Wortes ,,zwischen" t. B. 
vermisse, ist keine8weL''s der Hinweis auf ein Modell, eine Wahnn'li- > 
mung. sondern der iugi'^che Aufbau. „Eine Zurürkfiiiirung auf Be- 
kanntes ist hier nicht möglich" höre irli antworten. Nun, dann ist 
eine bohmtion nicht möglich. "NTun wird hier dann ein Urelement an- 
erkennen und sich mit einer Erläuterung begnügen müssen, die aber 
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im System nioht enclieixien darf, aondem ihm vorhergdiea muß. Im 
\ System wird man dami das Wort „zwisdien^ em&eh als bekamit 
' voratussetzen müssen, wie mm denn flberbatipt um die Notwendigkeit 
nicht herumkommt^ Wdrter als hekannt vorauszusetKen. 

Wenn eine Besiehnng richtig definiert ist^ so muß diese Definition 
zusammen mit hinlänglicher Kenntnis gegebener Gegenstande genfigen 
zu entscheiden, ob diese Gegenstände in der definierten Beziehung 
zueinander stehen. Diese Kenntnis spricht sich natürlich in Sätzen 
aus, welche die Bekanntschaft mit dem fraglichen Beziehungszeichen 
nicht voraussetzen, also weder e.'f selbst noch einen Ausdruck enthalten, 
der mit ihm zu erklären wäie. Daß aus der Definition allein die Ent- 
scheidung 7X1 entnehmen sei ohne Zuziehung anderer Sätze, habe ich 
nie verhingt. Wenn Herr Korselt mich widerlegen will, hat er ein- 
fach aus meiner H i ll»erts:chen Mustern naeli gebildeten Dehnition der 
Zahleukongruenz aitzuleiteu, daß 2 der ^ naeli 3 kongruent ist, und 
dabei kann er alle Sätze der Arithmetik henut/en, zu deren Verständ- 
nis die Kenntnis des Worten „kongruent" nicht nötig ist. Er mag es 
versuchen, und er wird sehen, daß es nicht geht. Möge Herr Kurselt 
Sätze über Punkte auf einer Geraden nehmen, welche er wolle, wenn 
sie nur die Kenntnis des Wortes .,zwischeu" nicht voraussetzen, und 
er wird nicht imstande sein, aus der Ililbertschen Definition 
des Zwischeuliegens mit diesen Sätzen zu beweisen, daß dieser 
oder jeuer Ton drei Punkten einer Geraden zwischen den beiden 
andern liege. 

Legen wir dagegen die Gaufische Definition der Zahlenkongruenz 
zugrunde, so bedfirfen wir nur der Satze 

*8 — 2 3 -|- 3< und »3 geht in 3 -(- 3 auf«, 

die das Zeichra. der Kongruenz nidit enthalten, noch auch seine 
Kenntnis Toraussetzen, um zn erkennen, daß 2 nach dem Modul 3 der 

8 kongruent ist. 

Wir sahen, daß eine Definition, die einem Worte eine Bedeutung 
zuweisen will, diese bestimmen muß. Das leistet die Hilbertsehc 
Pseudodefinition nicht. Es gibt keine Beziehung, die nach ihr durch 
das Wort „zwischen" zu bezeichnen wäre. Und hier befinden wir uns 
wieder gnnz im Einklänge mit Herrn Knrselt, der in einer formalen 
Theorie diesem Worte überhaupt keine Bedeutung zuerkennen will. 
Oder kann es vielleicht verschiedene Be<leutung(Mi haben? 

Hiermit kommen wir auf die Forderung der Eindeutigkeit der 
Zeichen zu sprechen, die, wie es scheint, von manrhen neueren Mathe- 
matikern mißachtet wird, im Widerspruch zum alten Goethe, der zwar 
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kein Matlif^matiker, aber doch nicht ohne Verstand war. Dieser sagfc 
im neunten Buche seiner Dichtnn«? nnd Wahrheit: 

,,Wie sich denn alles behaupten hißt, wenn man sicli eilatibt. die 
Worte «janz nnhestimmt bnhl in weiterrn, l)ald in eugerm, in einem 
näher oder ferner verwandten Sinne /.u gfhrauchen und anzuwenden." 

In der Tat, wenn es sich darum haiul.Ue, sich und andere zu 
täuschen, so gäbe es kein besseres Mittel dazu, als vieldeutige Zeichen. 

Herr Korselt erklärt es für unbedeuklich von „dem Satz a" 
(z. B. dem Parallelen axiom) zu sprechen, wenn a in allen Geometrien 
denselben oder ähnlichen WorilHut habe, als ob es auf den Sinn 
gamicht ankäme. Ich hatte Gründe für das Gegenteil augegeben; 
Herr Kor seit kümmert sich nicht um sie, sondern stellt ihnen einfach 
Beine Autorität entgegen. Ob diese genügt? Nun, praktisch ist seine 
Redeweise freilich, wenn es gilt, sich einzubilden, das gdte such von 
den Axiomen im Eoklidisdien Sinne, was man yon den Axiomen in 
einem modernen Sinne bewiesen habe. 

Im aUgemeinen bewegen sich denn auch die Wissenschaften in 
entgegengesetzter Bichtnng. Sie suchen ihre Sprache immer genauer 
zu machen, indem sie Kunttausdrficke mit möglidister Scharfe aus- 
prägen, um den Schwankungen des gemeinen Sprachgebrauchs zu ent- 
gehen. Nur die modwnen UaHianatiker scheinen manchmal in der 
Vieldeutigkeit ihre StSrke zu sndi^; und bequem ist sie ja auch ent- 
schieden, ZQ genialem Fluge einladend. Und doch sind die Gefahren 
nicht zu Terkennen, die mit ihr für die Sicherheit der Beweisführung 
verbunden sind. Sind sie so für nichts zu achten? Man sollte denken^ 
daß die Freunde der Vieldeutigkeit der Zeichen zunächst Vorsichts- 
maßregeln angäben und ausführlich begründeten, die den aus der Viel- 
deutigkeit entspringenden Gefaliren sicher vorbeugen könnten. Meines 
Wisseus ist das nicht geschehen und wäre auch eine unnütze Arbeit; 
denn der Schein, daß eine Vieldeutigkeit der Zeichen notwendig sei, 
entsteht aus unklarem Denken und mangelhafter logischer Einsicht. 

Zunächst kann man im den Gebrauch der Buchstaben in der 
Mathematik denken, wenn man die Vieldenti^^küil der Zeichen ver- 
teidigen will. Aber die Buchstaben sind ganz anderer Art als die 
Zaldzeichen »2* -a* usw. oder als die Beziehungszeichen » = « »><y. 
Sie Süllen garnieht Zahlen, oder Begritfe, oder Beziehungen, oder 
irgendwelche Funhiiuneu l)ezeichnen. sondern sie sollen nur imdeuten, 
um dem Satze, in dem .«sie vurkommen, Allgemeinheit des Inhalts zu 
verleihen. Also nur im Zusammeuhange eines Satzes haben sie eine 
gewisse Aufgabe ztt erfiUlen, haben sie zum Gedankenausdru^e bei* 
zutragen. Aber außer diesem Zusammenhange besagen sie nicht«. 
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Es ist gims verkehrt za meinen, der Sats ^^(a <t'()'tf"*<k'( + &-^< 
drtteke rersehiedene Gedanken mm, nnter andern aueb den im Satze 
»(2 + 3)-7b2'7 + 3*7c enthaltenen; sondern jeuer erste Sais drückt 
auch nur einen einzigen Gedanken auS| der aber Ywschieden ist ron 
dem des zweiten Satzes. Ebenso Terkehrt ist es za meinen, der Bnch- 
Stabe »a« bezeichne bald die Zahl 2, bald eine andere^ oder gar mehrere 
Zahlen zugleich. Er hat hier gamidit den Zireck, gleich einem Zahl- 
zeichen eine Zahl oder sonst etwas zu bezeichnen, sondern nur die 
Aufgabe, dem Satze ^{a -i- h) ■ c ^ a - c + h ■ c<^ Allgemeinheit des In- 
halts zu verleihen, und eben die Allgemeinheit unterscheidet diesen 
Satz von dem zweiten. 

Eine andere Gelegenheit, wo eine Vieldeutigkeit der Zeichen als 
notwendig erscheinen kiinn, bieten die Begiiffswörter. Wenn man 
meint, das Wort „Planet" bezeichne bnld die Erde, bald den Jupiter, 
so wird man es ja fiJr vieldeutief halten. Aber in Wahrheit steht es 
zur Erde nieht in der Beziehung des Zeichens zum Bezeichneten; sondern 
es l)ezeichnet einen Begriff, und unter die.sen fällt die Erde. Hier ist 
keine Vieldeutigkeit zu imden. Nehmen wir einmal an, das Wert 
„Pianet" wäre unbekannt, und man hätte das Bedürfnis, den ent- 
sprechenden Betritt' zu bezeiehnen, 80 könnte man vielleicht auf den 
Einfall kommen, den Eigennamen „Mars" dazu zu gebrauchen und 
könnte die Forderung unbillig schelten, daß dem AVorte „Mars" eine 
bestimmte Bedeutung gegeben werde; es müsse diesem Namen ein 
möglichst weiter Deutungsbereich offen gehalten werden. Aber als 
BegrifEswort würde ^^ars'' ebenso eindeutig >^ein inüssen, wie es als 
Eigenname gewesen wäre. Man sage nicht, daß es als Begriffs wort 
keine bestimmte Bedeutung habe, oder daß es einen unbestimmten 
Gegenstand bedeute. Jeder Gegenstand ist bestimmt; „unbestimmter 
Gegenstand'' ist widerspruchsvoll, und wo dieser Ausdruck auftaucht, 
kann man ziemlich sicher sein, daß eigentlich ein Begriff gemeint ist. 
Man kann nicht sagen, durch den Satz »2: > 0« werde dem Buchstaben 
»je« ein unbestimmter Gegenstand, eine unbestimmte Zahl als Bedeutung 
zugewiesen; vielmehr wird hier ein Begriff positive Zahl bezeichnet; 
aber »a;« wird nicht als Zwchen für diesen Begriff eingefOhrt^ sondern 
yertritt nur die Stelle der Eigennamen (Zahlzeichen) von QegenstÜnden* 
die etwa dem Begriffe subsumiert werden. Also entsteht der Schein 
der Yieldeutigkeit nur aus der mangelhaften Auffiwsungy indem Eigen- 
name nnd Begriffigwort nicht scharf genug unterschieden werden. 

Ahnlidies kami eine Stufe hoher Torkommen, indem man tou 
einem unbestimmten Begriffe oder yon der nicht bestimmten Bedeutung 
eines Begriffswortes spricht, wo ein Begriff zweiter Stufe Torschwebi 
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Dies ist auch wohl der Fall, wo Herr Eorselt die Forderung un- 
zweckmäßig und im1)illig findet, dem Worte „Punkte eine bestimmfo 
Bedeutung zu geben, and wo er den Namen einen mögliclut weiten 
Deutnngsbereieli offen halten wiU. Er meint hiermit offanbar nichts 
dem Worte ,,Pnnkt'' BoUe ein Begriff mit mögliehst wMtem Umfange 
angeordnet werden; denn ein solcher konnte trotzdem und mfißte sogar 
ein TdUig bestimmter sein; sondern ihm sehwebt ein Begriff zweiter 
Stufe TOT, in den mehA dem Enklidiscken Begriffe Punkt no<dk andere 
fallen. Dieser Begriff sweiter Stufe muß freilich ebenfalls ein völlig 
bestimmter sein; aber er verhält sich zu den in ihn fallenden Begriffen 
erster Stufe ähnlich wie em Bc'f;riff erster Stufe zu den unter ihn 
fallenden Gegenständen. Die Mannigfaltigkeit dieser Begriffe erster 
Stufe (Punktbegriffe) erwägend kommt man zu der Ansicht, daß hier 
eine Unbestimmtheit oder Vieldeutigkeit vorliege. Dies braucht hier 
ebensowenig der Fall zu sein wie beim Begriffe erster Stufe Primzahl 
deswegen, weil nicht nur die 2 unter ihn fällt, sondern auch die 3, 
Die Vieldeutigkeit der Zeichen ist in keiner Weise nötig und 
folglich ist sie vom Übel. Was nur mittels vieldeutiger Zeichen be- 
wiesen werden kann, das kann nicht bewiesen werden. 

(Fortsetzung folgt.) 



Otto Stolz. 

(Auszug aus dem Nachrufe im XVII. Jahrg. der Monatshefte für Math. n. Phjs. 
von J. A. Gmeiner. Mit einem Bildnisse Stolz' and einem Vexzeichniase iOiner 

Publikationen.) 

Am S5. November 1905 wurde in Innehmek mer der herror- 
ragendeten Mathematiker ÖsteireiehB, detsen Name in d^ gesamten 
mathematiBdien Welt wohlbekannt und hochgeadiStaBt ist, Ho&at Professor 
Dr. Otto Stolz unter allgemeiner Trauer an Ghrabe getragm. 

Otto StoU wurde am 3. Juli 1843 zu Hall in Tirol als Sohn 
des Hauswnndanstes und nadunab'gen Direktors der dortigen Land«»- 
irrenanstalt Dr. Josef Stolz und dessen Gattin Alois ia geb. Rapp, 
Toohter des bekannten Verfassers des Ges^diichtsweikes „Tirol im 
Jahre 1809", des Gubemialprokurators Dr. Josef Rapp, geboren. 
Sein Vater, der schon als praktischer Arzt und geschickter Operateur 
eine ausgebreitete Tätigkeit entfaltet hatte, wandte sich später haupt- 
sächlich der Psychiatrie za und erwarb sich durch seine Publikationen 
auf diesem Gebiete einen bleibenden Ruf. 

iabroiberidit d. DenUciiea Mattaaiii.*Veniiijgung. XV. Oiett 6. Sl 
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Seine Mittelschulstudien begann Otto Stolz am Franziskaner 
Gymnasium in seiner Vaterstadt Hall. Da jedoch dort damals nur die 
unteren Klassen bestanden, wandte er sich schon nach Absolvierung 
des 3. Kurses nach Innsbruck, wo er seine Studien fortsetzte und im 
Jahre 1860 die Maturitätsprüfung mit Auszeichnung ablegte. Im Herbste 
desselben Jahres bezog er daselbst die Universität und hörte lui der- 
selben sodann durch sechs Semester hindurch vorzüglich Vorlesungen 
über Mathematik bei Baum- 
garten, Physik bei Walten- 
hofen, Chemie bei Hlasiwetz 
und Botanik bei Kerner. Mit 
welchem Eifer er sich gleich 
von Anfang an in das Studium 
der Mathematik vertiefte und 
wie niseh er sich dank seiner 
hervorragenden Begabung in 
dieser Wis-senschaft, die sein 
Berufsfach werden sollte, zu 
recht fand, ersehen wir daraus, 
daß er schon im zweiten Uni 
versitätsjahre die von der phi 
losophischen Fakultät für das 
Studienjahr 1801 / 02 ausge- 
schriebene Preisaufgabe: „Man 
gebe einen Abriß der Lehre 
von den singulären Punkten, 
welche bei ebenen algebni- 
isehen Kurven vorkommen" 
löste und für diese Arbeit 
den Preis von 210 Gulden zu- 
erkannt erhielt. 

Im Oktober 1863 verließ Stolz die tirolische Landeshauptstadt, 
um an der Wiener Universität seine Fachstudien fortzusetzen. Hier be- 
schäftigte er sich außer mit der Mathematik insbesondere auch eingehend 
mit Astronomie. Er hörte die Vorlesungen von Petzval und Littrow 
und erwarb sich im Oktober 1864 die j»hilosophische Doktorwürde. 
Im Mai 1867 wurde er zuni Assistenten der Wiener Universitäts- 
sternwarte bestellt, und im nämlichen Jahre habilitierte er sich dort, 
nachdem er schon im Februar eine größere Arbeit über die Achsen 
der Kurven zweiter Ordnung vollendet und an die Akademie der 
Wissenschaften eingereicht hatte, für das Gesamtgebiet der Mathematik. 
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Als rriTatdozent hielt er diurauthin Kollegien ub über DifFt-n iitial- und 
Integralrechnung, Theorie und Anwendung der Determiiiauten, iiualytische 
Geometrie des Raumes und der Kegelschnitte, sowie ancli über synthe- 
tische Geometrie. Der Erfolg der Tätigkeit, welche Stolz in dieser 
ersten Zeit seiner akademischen Laufl)ahn eutt'altete, und die Wert- 
schätzung, welcher sebuii seiue ersten wissenschaftlicbeu Leistungen 
sich erfreuten, finden sich tretilicli charakterisiert im 39. Bd, von 
Wurzhfi('}»s biographischem Lexikon. Wir entnehmen demselben die 
üachfoigeude iStelle, die uns anch über den nlifh^teu Zeitabschuitt ans 
Stolz' Leben Aufschluß ^ibt: Nachdem er :St il//) als Privatdozent 
eme bervon-agende Lehrbegabung au den Tag gelegt, sowie durch die 
in der Zwischenzeit in den Sitzungsberichten der kaiserlichen Akademie 
der Wissenschaften veröffentlichteu Abhandlungen: <Uher die Achsen 
der Linien zweiter Ordnung in iülgemeinen trimetrischen Punkt- 
Icoordinaten» und «Über die Kriterieo zur Unterscheidung der Maxima 
und Minima von Funktionen mehrerer Veränderlichere Beweise eines 
seltenen mathematischen Talentes geliefert hatte, erhielt er wiederholt 
Staatereisestipendien zu dem Zwecke, auf den Universitäten Berlin and 
Göttingai, an welchen die neuere Richtung der mathematischen Foi*schung 
ihre glänzendste Vertretung fand, seine höhere Aushildung zu fördern." 

In Berlin y wohin sich Stolz im Herbste 186i) hieben hatte, be- 
suchte er durch drei Semester die Kollegien von Weierstraßi Kummer 
und Kronecker und nahm während dieser Zeit auch an dem von den 
beiden ersteren geleiteten Seminare tatigen Anteil Einen überwältigenden 
Eindruck machten auf den jungen Gelehrten, wie aus mehrfachen 
gelegenthehen Äußerungen Stolz' hervorgeht, Weier straß' fnnktionen- 
theoretische Vorlesungen, wie denn überhaupt von den drei genannten 
Meistern der mathematischen Wissenschaft Weierstraß auf Stolz 
offenbar den tiefetgefaenden und nachhaltigsten Einfluß ausgeübt hatte. 
Während seines Au^Üialtes in Berlin verdflinitUchte Stolz die im 
16. Bd. der SchlSmilehschen Zeitschrift erschienene Abhandlung: 
Jjhm eine analytisehe Entwicklung der Grundformeln der sphärischen 
Trigonometrie in voller Allgemeinheit.'' 

Das Sommeraemester 1871 brachte Stolz in Güttingen zu, wo 
er Clebsch und Klein hörte und seinen bereits gewonnenen wissen- 
sehafilichen Gesichtskreis um manche wertvolle und fruchtbare Idee 
erweiterte. Hier schrieb er auch die im 4. Bd. der mathematischen 
Aimalra publizierte Abhandlung über „die geometrische Bedeutung der 
komplexen Elemente in der analytischen Geometrie/' 

Nach seiner Rückkehr nach Wien nahm Stolz im Herbste 1871 

seine Vorträge an der Universität vor sehr zahlreicher Hörerschaft in 

21* 

Digitized by Goo^^Ie 



J. A. GmiKBit: 



erweitertem Umfange wieder auf. Im dariiiiffolijeudeu Jahre, Juli 1872, 
Würde er zum außerurdentlichen Professdr au die neu errichtete zweite 
mathriiiatische Lehrkanzel in Innsbruck berufen, wo er sodann, und 
zwar seit 187() als Önlüianus, bia zu seinem Tode wirkte. Melirere 
während dieser Zeit an ihn ergangene Rufe (naeh Darmstadt und nac^b 
AVien I lehnte er ab. Im Oktober des letztgeuüunteu Jahres vermählte 
er sich mit Fräulein Paula Meyer ans Innsbruck. 

In Innsbruck entfaltete Stolz eine ebenso erfolcrreiche wie unermüd- 
liche, der Wissenschaft und dem akademisrlieu Lehramte gewidmete 
Wirksamkeit. Um seiner Lehrtätigkeit einen «;r<)ßeren Ertol^r zu sichern, 
war er l)ald naeh dem Antritte seiner Professur auf die Erriehtung 
eines mathematischen Seminars bedacht, welches denn aueh mit dem 
Wintersemester 1870/77 eröffnet und seiner Leitung übergeben wurde. 
In seinen Vorlesungen, die ein reichhaltiges Programm aufweisen, be- 
handelte er außer den bereits oben genannten Stoflfen, über welche er 
Bcbon als Privatdozent gelesen hatte, die Oebiete: Anwendung der 
Infinitesimalrechnung auf die analytische Geometrie der Ebene, Theorie 
der Raumkurven und Flächen, allgemeine Arithmetik, Funktionentheorie, 
Doppel integrale, Differentialgleichungen, Variatlonerechnnng, algebraische 
Funktionen und deren Integrale. In den früheren Jahren hielt er überdies 
Kollegien ab über Algebra, elliptische Funktionen, sphärische Trigono* 
metrie und sphärische Astronomie Seine A'^orträge waren sachlich 
Oberaus fein durchdacht und durchgearbeitet, klar und bünd^^ in der 
Definition der Begriffe , ebenso wie in der Fassung der Lehrsätze und 
Probleme, streng und exakt in der Beweisführung. Mit der größten 
Gewissenhaftigkdt war Stolz stets auch darauf bedacht, seine Hörer mit 
den neuesten Erscheinungen auf den Ton ihm yorgetn^enen Gebieten 
bekannt, oder fidls dieselben seinem eigenen Lebraysteme sich nicht 
einfügen ließen , so doch auf sie aufmerksam zu machen. Überhaupt 
waren seine Vorlesungen reich an Bemerkungen fiber die Literatur 
und geschichtliche Entwicklung der Mathematik, worin er über einen 
unerschöpflichen Wissensrorrat verfügte. Am Schlüsse seiner am 
2. M&rz 1891 in der Aula der Universität gehalienen Rektoratsrede 
legte Stols den Studierenden ans Herz, sich behufi Erwerbung gründ- 
licher Kenntnisse und wissenschaftlicher Bildung an die Werke der 
Meister zu wenden oder, falls das untunlich sein soUtei sich einen 
Führer zu wählen, der sie zu den Quellen und Originalen geleite; und 
7on den hierzu berufenen Führern war er selbst der bestoi einer. 

An der Universität bekleidete Stolz zweimal, nämlich in den 
Studienjahren 1877/78 und 188h so, das Amt des Dekanes der philoso- 
phischen Fakultät und im Studienjahre 1890,91 die Würde des Rektors. 
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Im FlrofeBBorenkollegiuiii genoß er meht nur als Gelehrter, sondeni auch 
wegen eeinee durch und durch edlen, geraden und biederen Gharakters 
hohes Ansehen. Der immer sehr ernste Mann mochte wohl dem Fem> 
stehenden etwas unnahbar scheinen: hatte man aber Gelegenheit, mit 
ihm in näheren Verkehr zu treten, so zeigte er sich, immer nach seiner 
geraden und offenen Art, ungemein liebenswtlrdig, wohlwollend und 
hilfsbereit und dabei war er von einer geradezu rflhrenden Anspruchs- 
losigkeit. Ebenso gewisseiiluift wie in seinem Banfe war er auch in 
seinem Privatleben, ein Muster emster Lebensführung und treuer 
Pflichterfüllung. 

Als Sohriftsteiler auf dem Gebiete der Mathematik war Stolz 
Uli ausgesetzt in hervorragender Weise tatig. Außer den bekannten 
Lehrbüchern schrieb er über sechzig mathematische Abhandlungen, 
welche zumeist in den raathematischen Annalen, in den Sitzungsbericliten 
der WieiKT Akademie, in ileu Monatsheften für Mathematik und Physik 
und in ilen lierichteri des naturwissenseliaftlicli - medizinischen Vereins 
in Innslnuek ersehieueu. Einzelne Arbeiten von ihm Huden sieli noch 
in (It'r Seil li'im ilchschen /eitselirift, in den Transactions of the American 
nmthematieal society, im Periodieo di Matematica, in der Zeitschrift für 
österr. Gymnasien, in den Jahresberichten der Deutschen Mathematiker- 
verein iiiung, in den Acta mathematica und in den Sitzungsberichten 
der Münchner Akademie. Überdies verütientlichte Stolz noch im 
Sonderdrucke einen populären Vortrag über „die Sonne" (Innsbruck 
187i>j, sowie seine Rektoratsrede über „Größen und Zahlen" (Leipzig 
1891), in welcher er einen sehr interessante Überblick Uber die 
geschichtiiche Entwicklung des Großen- und Zahlenbegriffes von Euklid 
bis auf die Gegenwart entwirft 

Von seinen Lehrbüchern erschienen in den Jahren 1885 und 1886 
die beiden Teile der Vorlesungen fiber aUg«neine Arithmetik^; die 
Jahre 1893, 1896 und 1899 brachten nacheinander die drei Teile der 
„Chrundzflj^ der Differential- und Int^ralrechnung". 

Im letztgenannten Jahre brach fiber Stolz und seine Familie ein 
schweres Unglfick herein. Sein älterer Sohn Friedrich, der nach 
Absolrierung des Gymnasiums in den letaten Jahren in Innsbruck und 
MOnchen Naturwissenseliaf ten studierte und sich auf dem Gebiete der 
l^iyptogamenforscbang Tirols trotz seiner Jugend bereits einen be- 
achtenswerten Platz errungen hatte, fand am 14. August 1800 im 
Pitztale durch Absturz über eine Felswand seinen frühzeitigen Tod. 
Den Schmerz Ober den Verlust dieses ihres hoffnungsvollen Sohnes 
vermochten die Eltern, obwohl noch zwei liebe Kinder sie umgaben, 
durch lange Zeit hindurch kaum zu überwinden. Stolz selbst fiihlte 
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sich infolge dit\^es i^cbickbalssclilages derart niedergebeugt, daß er einen 
kurz vorher über Anregung des Herrn Teubuer in Leipzig gefaßten 
Plan y.nr Abfassuug eines neuen Werkes, das den Jitel: „Die Grund- 
lagen der Arithmetik'* erhalten sollte, momentan wieder aufgab. Doch 
nach und nach nioehte er gerade in der Beschäftigung mit seiner 
Wissenschaft eine wohltuende Ablenkung von den trüben Gedanken, 
in die ihn die Trauer um seinen Sohn versenkt hatte, finden, und so 
nahm er im Herliste desselben .Tahres den früheren Phm in etwas ver- 
änderter Gestalt wieder auf. Da nämlich inzwischen eine neue Auf* 
läge seiner ^Vorlesimgen über allgemeine Arithmetik^' notwendig ge- 
worden war, BO entschloß er sich jetzt, dieses ganze Werk umzuarbeiten 
und es in neuer und vermehrter Gestalt in zwei selbständigen Bünden 
als „Theoretische Arithmetik" und „Einleitung in die Funktionen- 
theorie" herauszugeben. Diese Arbeit, an der ich auf Einladung Stolz' 
als Mitarbeiter teilnahm, füllte seine letzten Lebensjahre völlig aus, und 
er war dann nnansgesetst tilt%, bis der Draek seines letzten Werkes, 
der ,,Einleitung in die Fnnktionentbeoiie'* gegen Ende August 1905 
endlich fertig gestellt war. Wenige Wochen 8{»Bter warf ihn ein 
schweres Leiden au& Krankenlager, Ton dem er sich leider nicht mehr 
erbeben sollte. Arteriensklerose in Verbindung mit einer Neubildung 
in den inneren Organen führte am 23. November 1905 seine Anf 
lösung herbei 

Stolz war bis kurz vor dem Eintritte des Todes bei kku«m Be- 
wußtsein, und noch in den letzten Tagen verweilten seine Gedanken 
bei der Wissenschaft Ihm war die Beschäftigung mit der Mathematik, 
der er vom Beginn seiner Studienzeit an seine ganze Kraft gewidmet 
hatte, sozusagoi zur zweiten Natur geworden. Sein s^r ersprießliches 
und verdienstvolles Wirken hatte auch mehrfach öffentliche Anerkennung 
gefunden. Im Jahre 1898 wurde er von Sr. Majestät dem Kaiser 
Franz dosef I. durch Verleihung des Ordens der eisernen Krone IE. Klasse 
ausgezeichnet; im darauf folgenden Jahre fimd seine Wahl zum wirk- 
lielien Miti;liede der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften, deren 
korrcspüiuiiereudes Mitglied er schon seit 1893 war, statt. Seit 
1900 war er auch korrespündieiendrs Mitglied der königlich Imyenscheu 
Akademie der Wissenschaften und in der nämlichen Eigenscliaft gehörte 
er noch der künigl. l>idiniisehfii üesellscliaft der Wissensehaften in 
Prag an. 1904 wurde er endlich zum k. k. Hofrate ernannt. Welcher 
AN ertschätzuug sich Stolz unter den Fachgelehrten orfrento, '/eii^t unt< r 
anderem ein EiiiMii k iu die bisher erschienen Hefte der „Enzykhipiidie 
der niatliemati>'-li<'ii N\ issenschafteu", wo bei den eiusclilägiiieu Artikeln 
an sehr zahlreichen Stellen von den verschiedeusten Autoren auf die 
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Stolzscben Bdeko- und Abhandlnogen hingewiesen isi Dieselbe Hoch» 
schStsimg seiner wissenscbAftlichen Leistungen findet auob in dsn von 
versobiedenen Seiftat ezfolgien Besprechungen seiner Werke, sowie in 
gelegentlichen Urteilen hervorragender Fachmanner ihren Ausdruck. 

Wahrend ich im Yorstebeuden ein Bild von dem Leben und 
Wirken meines bocbTerehrten Lehrers in allgemeinen Zfigen zu ent- 
werfen trachtete, will ich nun noch versnrlien, einen Icuneen Überblick 
aber die Ergebnisse seiner wipspnschaftlichen Forsi hung zu a:pben. 
Seine Arbeiten gehören snmeist der Arithmetik, Intinitesimalreehnang 
und Fnnktionentheorie sowie der analytischen Geometrie an. Dazu 
kommen noch ein paar Arbeiten rein geometrischen Inhaltes sowie 
einige mit vonviegeud mathematisrh geschichtlichem Charakter. 

In seiner ersten Puhlikution (W. S. ÖÖV) bestimmt Stolz die 
Haltiachscn rines durch die allgt-nieine Gleichung 2ten Grades in trime- 
triseheu I^unktkcxmlinaten dargestellten Kepfelschnittes als Maximum 
und Minimum des Kaciiusvt ktors, w eleher das Zentrum desselben mit 
einem Kurvenpunkte verbindet, und gelangt dabei zu Ausdrücken fÖr 
die Summe und das Produkt der Quadrate dieser Halbachsen, wie sie 
für den l all rechtwinkliger Koordinaten schon früher von Fanre ge- 
geben wurden. Stolz geht aber insbesondere dadurch über Faure 
hinaus, daß er den genannten Ausdrücken eine Form erteilt, mittels 
welcher sich die Diskussion der allgemeinen Gleichung 2ten Gbades in 
sehr einfacher Weise unmittelbar zu Ende fahren läßt In seiner 
zweiten geometrischen Abhandlung (Schlömilchsdie Zeitschr. 16) 
leitet er die Gmndformehi der sphärischen Trigonometrie auf analjtischem 
W^ her. Hierbei gewinnt er durchaus eindeutige und ansnahmslos 
gflltige Fonneln dadurch, daß er nicht nur die in Betracht kommendoi 
geometrischoi GhrUßen als relative Grüßen nach dem Vorgange von 
Möbius eindeutig definiert, sondern auch die Grundbegriffe der 
analytischen Geometrie einer strengeren Fassung unterziehi Den 
nämlichen auf die konsequente DurchfOhrnng des Prinkipes der Vor* 
zeichen hinzielenden Gedanken verfolgt er in einer spateren Arbeit 
(M. 1) hinsichtlich der beiden Krümmimgen der Raumkurven. 

Eine t^einer ersten Arbeiten hat Stolz, wie bereits bemerkt wurde, 
den komplexen Elementen in der Geometrie gewidmet (Ann. 4); sie 
betrifit die I rage nach der geometrischen Bedeutung dieser Elemente. 
Diese Frage hatte v. Staudt in seinen ,.Beiträgen zur Geometrie der 
Lage*' auf rein geometrischem Wege beantwortet, doch hatten seine 

1) Im folgenden bedeutei: W. S. -= Sitsungtbericbte der Wimer Akademie; 

M. = Monatshefte f. Math. u. Phvä.; Ann. ^ matliomatische Annalen; I. B. = Be- 
richte des natarw.>niedizim9Che& Y^erein« in Innsbiuck. 
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Uatersudiangeii bis dahin in der analyttselien Gdametrie nur wenig 
Berücksichtigung gefunden. Stolz unternimmt et nnn, die Staudtsehen 
Gedanken nach der Methode der analytische Geometrie durchzuführen, 

wobei dieselben an Klarheit und Durchsichtigkeit bedeutend gewinnen 

und zugleich die Übercinshinmung des Imaginären in der analytischen 
Geometrie mit dem v. Staudtscheu Imaginären unmittelbar nach- 
gewiesen wird. 

Über algebraische Kurven hat Stolz drei wichtige Abhandlungen 
geschrieben (Ann. 8, 11 u. 15). In der ersten derselben vervollständigt 
er die von Plücker gegebene Darstellung der bei den ülgebraiselieu 
Kurven auftretenden Singularitiiten und bringt sie durch konsequente 
Beuützimg der von Plücker selbst gebrauchten Ditferentialgleichungea 
zum Abschlüsse, indem er namentlich die Frage uucli der (iestalt emer 
Kurve in der Umgebung eines Do]*pelj)U)iktes vollständig erleiiigt und 
auch die bei einem w-faclien l'uukte müglielien Fälle angibt. Dio 
zweite enthält eine „allgemeine Theorie der Asymptoten der algebrai8(dien 
Kurven*'. Während Plücker die Asymptoten bis einschließlicb zur 
4ten Ordnung hauptsächlich mit Hilfe von Kontinuitätsbetrachtungen 
entwickelt hatte, zeigt hier Stolz, wie man auf Grund der fundamen- 
talen Eigenschaften der algebraischen Funktionen TOn der Knrvengl<M'chung 
aus unmittelbar zur Aufstellui^ der Gleichungen der krummlinigen 
Asymptoten beliebiger Ordnung gelangen kann. In der dritten der 
erwähnten Abhandlungen gibt Stolz zunächst eine allgemeine Definition 
der Multi[i!izität der eigentlichen und uneigentlichen Schnittpunkte zweier 
algebraischen Kuryen, wozu er die Kroneckersche Kesolvente benutzt^ 
und zeigty daß die Multiplizität eine von der Wahl des Koordinaten- 
systems unabhängige Größe ist Sodann beantwortet er nameutiich 
die Frage, wie die Multiplizität eines dgentlichen Schnittpunktes aus 
den gegebenen Kurvoo^eichnngen unmittelbar bestimmt werden könne. 

Sehr eingehend hat sieh Stolz mit den Ghnmdproblemen der 
Integralgeometrie sowohl in den „GnmdzQgen'* als auch in mehreren 
seiner Abhandlungen befaßt; insbesondere kommt er bei mehr&chen 
Oelegenheiten auf die Rektifikation zuillck. In der Abhandlung fiber 
B. Bolzano (Ann. 18), in welcher er die Verdienste dieses Philosophen 
und Mathematikers um die Infiniiesimalreehnung einer eingehenden 
Würdigung unterzieht, führt er uns im Anschlüsse an die Darlegung 
von Bolzanos Auffassung der Rektifikation, Komplanation und Kubatur 
die Hauptmomente in der geschichtlicheu Entwicklung des Rektifikations» 
(a ublems vor. Der Erklärung der Bogenzahl sowie des Inhaltes eines 
krummen FläcbenstQckes sind die beiden AuMtze im 3 Bd. der 
„Ti-ansactions*' gewidmet. Die Abhandlung im 35. Bd. der „Münchner 
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Berichte" enthält eineu sehr einfachen Beweis für die Ivektilizierbarkeit 
der regulären Kurven, «welcher sich auf die komplexe Darstellung dieser 
Karren gründsL 

Seine Aaffii88nng von den Gnuidlagen der Geometrie hat Stols 
in J.B. 15 ausgesprochen. Da die Tatsache, daß neben der Eaklidschea 
Geometrie noch andere geometrische Systeme möglich sind, die Geometrie 
auf das Gebiet der Er&hrung Terweist^ so fordert er eine solche Formulierung 
der geometrischen Axiome, daß dieselben durch Yersuche geprüft und 
innerhalb der Grenzen der Beobachtnngsfehler bestitigt werden können. 
Es lafit sich, wie Stolz ausführlich nachweist, das ganze Lehrgebäude 
der Euklid sehen Geometrie gewinnen, wenn man die Axiome der Ge- 
raden, der Ebttie und des Kreises für einen hinlänglich kleinen Teil 
des Raumes gelten läfit und das unkontrollierbare elfte Axiom £uklids 
durch die Forderung ersetzt, daß es mindestens ein Dreieck mit der 
Winkelsumme 180" oder, was damit gleich bedeutend ist, mindestens 
ein ebenes Viereck mit vier rechten Winkeln gebe. Weiter hat Stolz 
(J. B. 12; Ann. 22 u. 29; Theor. Arithm., V. u. VI. Abselui l die Größen- 
vergleichung in der Geometrie der alten Griechen, sowie das Euklid sehe 
Verfahren der Größenbildung kritisch beleuchtet und namentlich die 
Bedeutung, welche dem Axiome des Archiraedes in der Theorie der 
absoluten Größen /.ukommt, hervorirehoben und klar gestellt. Die 
Euklidscheu Prmzipien der Grüßeubilduug wendet er auch au zur 
Herleitung mehrerer Systeme von unendlich kleineu GnlÜen i J. B. 14: 
M. ö); doch schreibt er diesen keine besondere Bedeutimg zu, souderu be- 
trachtet sie lediglich als lehrreiche .\ a Wendungen der genannten Prinzipien- 

Die Theorie der Kettenbrüche verdankt Stol?, die wichtige, zuerst 
in J. B. 1.) mitgeteilte und in „Allgem. AnLliui. il" bewiesene all- 
gemeine Hegel, nach welcher sich die Konvergenz oder Divergenz eines 
jeden rein periodischen Kettenbruches und im Falle der Konvergenz 
auch dessen Grenzwert bestimmen lifit Derselben steUt er in J. B. 17 
noch einige sehr ein&che DiTergenzkriterien zur Seite. 

Große Aufmerksamkeit hat Stolz auch der Reihentheorie sowohl 
in seinen LehrbQdbem als auch in mehreren Abhandlungen zi^wendet. 
Was die letzteren anbetrifft, so oithalten zunächst die beiden in Bd. 20 
u. 29 der ^^ch 15 milch sehen Zeitschrift" Teröffentlichten Arbeiten 
mehrere an Abel sich anschließende Sätze Aber die ganzen Potenz- 
reihen. In W. S. 95 u. 104 befaßt sich Stolz mit der ümkdirung 
der Potenzreihen und gelangt dabei zu einem wichtigen Satze über 
den Konvergenzradius der umgekehrten Reihe; die Abhandlung in 
W. S. 95, p. GÖ9 enthalt außerdem eine neue Herleitung des Grenz- 
wertes und des KonTergenzradins der L amber tschen Reihe. In 
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Ann. 21 g;iht er eine ausführiiclie Darstellung der fuudameutaleii Eigeu- 
schftfteu der Do|)pelreihen. 

Einige kleinere Arbeiten von vStolz gehören der Theorie der 
analytischen Funktionen au. Von diesen sei jene in J. B. 17 ern'ähnt, 
welche eine genaue Untersuchung der Unstetigkeiten der Hauptzweige^ 
sowie der wechelseitigen Beziehungen der TTaupt werte der yerBChiedenen 
Kreisfunktionen bringt Die Elemente der Theorie der monogenen 
analytischen Funktionen und insbesondere die Kreisfunktionen finden 
sich überdies im VII. u. VIII. Abschn. der ^^inleitung in die Funktionen- 
theorie" in eingehender Weise dargestelli 

Zahlreiche und höchst bedeutsame Arbeiten hat Stolz auf dem 
Gebiete der Infinitesimalrechnung Terdffenilicht. In der Di£ferential> 
rechnung rerdankt man ihm sneret die endgültige Erledigni^ der 
bekannten Formel ftlr die sogenannten nnbestimmten Quotienten 

lim , == lim ; ; bei einem bestimmten Grenzübercanffe des x im 

Falle, daß f{x) und (p(x) dabei je einen unendlichen Grenzwert besitzen. 
In Ann. 14 u. 15 leitet er auf verschiedenen Wegen die Bedingungen 
fOr die Gültigkeit dieser Formel her. Am ersteren Orte benatst er 
zwei Hilfssntze, welche auch an sich von Literesse sind und in der 
Theorie der Konvergenz und Divergenz der unendlielien Reihen Torteil- 
hafte Verwendimg finden; sie besi^en, daß die Gleichung 

lim lim <rflN 

besteht, wenn der Grenzwert auf der rechten Seite vorhanden ist^ 

bei wachsendem x sich stets im nSmIichen Sinne Sndert und entweder 

lim 9" (x) = + CO {— oq) ist oder aber f (x) und (p {x) zugleich zur 
Null konvergieren. 

Sehen in einer seiner ersten Arbeiten (W. S. 58) hatte sicli Stolz, 
Avie l>ereitB bemerkt wurde, mit den l*]\treiiien der Funktionen mehrerer 
Veränderlicher belaßt und darin eine allgemeine Kegel hergeleitet, uacli 
welcher sich die Maxima und Minima einer Funktion beliebig vieler 
"V i rändcilichen bestimmen lassen, wenn nur nieht alle zweiten Ab- 
It'itunüen ilt'rselben au den betreffenden Stellen zugleich verschwinden. 
1)]«' im Jahre 1800 ersehienene Seheeffersehe „Theorie der Maxima 
und Minima einer Funktion von zwei Veränderlichen" veraulaßte ihn, 
sieh mit diesem < it-uenstunde nochmals zu beschäftigen, zu der er nun 
eine drei Abbnu(llun<;en (W. S. 99. 1*^0 n. 102) umfassende äußerst 
wertvolle Ergänzung lieferte. In der ersten Leueist er zunächst den 
Scheeffersehen Fnndamontal«atz für m \ t ' il luirrliehe xind .«ucht die 
Scheeffersche Methode zur Bestimmung der Kxtrema auf Funktionen 



Digitized by Google 



Otto Stolz. 



319 



von melireren Veräuderüchen auszudehnen, wobei er für den Fall dreier 
Veränderlicher zu einem voUbtäudigeu Abschlüsse gelangt. In der 
«weiten Abhandlung gibt Stolz ein neues Yer&Iiren zur Bestimmung 
der Extrema einer Funktion zweier Yeriinderliclien und zeigt zugleich, 
wie sieh duselbe anf Funktionen von mehr als zwei VerllnderUehen 
ttbertragen laaee. Die dritte endlich enthält eine üntereuchuug des 
Fallee, daß die linken Seiten der Gleiehungen, za denen man bei der Be- 
stimmung der Extremen geführt wird, einen gemeinsamen Teiler ent- 
halten. 

Große Verdienste hat sich Stolz noch nm die Theorie der be- 
stimmten Integrale erworben; seine Arbeiten anf diesem Gebiete um&ssoi 
wohl alle grundlegenden Fangen der bestimmten Integralrechnong. In 
Ann. 23 stellt er zwei zum bestimmten Integrale in naher Beziahui^ 
stehende Grenzwerte Aber Punktm engen auf, welche er die Intervall» 
grenze, bezw. Flächengrenze der betreffenden Punktmenge nennt; die- 
selben sind mit den heute als äußere Länge einer auf einer Geraden, 
bezw. äußere Flächenzahl einer auf einer Ebene befindlichen Punktmenge 
bekannten Grenzwerten identisch. Die Abhandlungen M. 7 und W, S. 
107, p. 736 bringen zwei neue Formen der Bedingung für die Integrier- 
barkeit einer endlichen Funktion f (.r) in einem endlichen Intervnlle. 
Ebenso enthält die Abhaudlung Ann. 2() eine neue Form der Intt gri-'r- 
barkfitsbodingnniX ffir eine Funktion vou zwei Veränderlielion. Im Anisehliiß 
daran beweist Stolz noch einen Satz über die Berecl i wiij eines Doppel- 
integrals durch zwei aufeinander folgende Integrationen. Daselbst macht 
er auch auf die große Bedeutunir nufmerksam. welche dem Begriffe der 
gleichnjüüigen Kunveriyenz in der lutegralreehnuug zukommt. 

Drei wichtige Al.liandlnni^en (W. S. 107, 108: M. 9) bat Stolz 
in den Jahren 180H und 1>1''.» über die absolut konvergenten uneigent- 
lichen Integrale veröffentlicht. In denselben stellt er der von De la 
Vallee-Poussin gegebenen Theorie dieser Integrale eine zweite, ebenso 
allgemeine und in ihren Ergebnissen mit der ersteren durchaus Über- 
einstimmende Theorie derselben gegenfiber. Dieselbe gründet sich hinsichir 
Uch der einfachen Integrale auf die allgemein fibliche Cauchjsche 
Erklärung und auf die Ton Harnack gegebene Erweiterung derselben, 
welche letztere Stolz strenger gefaßt und in ihren Folgen konsequent 
dnrchgefahrt hat Einen analogen Weg schlägt er auch bezflglich der 
nneigentliehen Doppelintegrale ein. Die betreffenden Untersuchungen 
finden sieb auch im 3. Teile der „GrundzOge^. 

Die Eigebnisse der Stolzschen Forschungen sind, soweit dieselben 
der Arithmetik, Funktionentheorie oder Infinitesimalrechnnng angehören, 
zum größten Teile in seinen LehrbQchem niedergelegt. In den letzteren 
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tritt DOS auch dort^ wo er bereits Vorhandenes gesammelt hat, in der 
Art der Darstelltmg des Stoffes seine kraftvolle Eigenart entgegen; 
denn Stolz hat Oberall dem ron ihm behanddten G^enstande seinen 
eigenen Geist eingeprägt und insbesondere gar manche Begriffe und 
S&tie stranger gdhBt, als es vor ihm geschehen war. Seine Lehr* 
bflcher haben in den Fachkreisen auch allgemein sehr günstige Auf- 
nahme und Anerkennung gefunden und ist an ihnen nanientlicli die 
Klarheit, Einfachheit und große Genauigkeit in der Darstellung des 
TOigefiihrten Stoffes, sowie ihre Reichhaltigkeit an literarischen Nach- 
weisen Ton den verschiedensten Seiten mit Recht rühmend heiror- 
gehoben worden. 

Durch seine Werke hat sich Stolz selbst dajj beste Denkmal, ein 
monumentirin aore pwoiinins gt'schaft'eu, und in iliiien wird sein Geist 
fortleben und um belehr<'nd weiter begleiten, weuu auch der uii'-rlutt- 
liche Tod ihji selbst, den j^eliebtcn Meister, nus ciitrissen hat. Kiii 
zweites Denkmal hat er in den l]f>r:'pii seiner Schüler hinterlassen, denen 
er ein ausgezeichneter Lehrer, ein iiewissenhafter und wohlmeinender 
Führer und Berater war, und daukliar werden alle, die einst seinen 
begeisterten Worten s^olauRcht, ihm ein treue.s Andenken, voll der 
höchsten Verehrui;«!;. bewaliren. Wer aber des näheren persönlichen 
Verkehres mit ihm sich erfreute, der betrauert iu ihm nicht nur den 
hervorragenden Gelehrten und den hochgeschätzten Lehrer, sondern vor 
allem den edlen, lieben Menschen. 

Teneieknls der ton Otto Stolz veroiTentltchtcn BOeber nnd Abhandluagen. 

A Lehrbücher ^Erochienen bei Teubner in Leipzig). 

Vorlesuugeu über allgenieine Arithmetik. L Teil 18t*5, U. Teil 18bG. 
Grandzfige der Differential- und Integralzeduung. I. Teil 1893. II. Teil 1896, 
III. Teil 1899. 

Tbeoretischti Arithmetik. Von 0. Stols Q. J. A. Gmeiner. 1. Abteilung 1900, 

II Al't«ilung lUü-i. 

Kinleitung iu die Funktionentheorie. Von 0. Stolz u. J. A. Gmeiuer. I. Ab- 
teilung 1904, IL Abteilung 1900. 

B. Im Sonderdruck erschieneue Vortrüge. 
Die Soune. Linsbnick 1076. 
GrGBen nnd Zahlen. Leipzig 1891. 

C. Abhaudiuugeu (Die beigefagt«D iislUeD b«deut«u die JtUvgüBge oder ükitd« der betrefIead«o 

Beilelkte od«r Z«Uachrift«ii). 

In den Sitsungsberichten der kaia. Akademie der Wiisenvchaften 

in Wien: 

Die Achsen der Linien zweiter Ordnung in «Hgemeinen tnoietrisefaen Punktkoordinftteo. 
55 (1867). 
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über die Kriterien zui Untersciioidung der Maxima und Minima von Funktionen 

mehrerer Vari»be!ii. 58 (1868). 
Bemerkung sa der Abhandlung des Henn Prof. Dr. E. Weift: Entwicklongen snm 

La gran gesehen Revenionatheorem etc. 96 (1881). 
Tber die Lamberteche Roihf 95 (1887). 

Die Maxima und Minima der Funktion^ von mehreren Ver&aderlichen. 99 (1890), 

IfK) (1891), 102 ^WJZ). 
Cber den Konvergenzkreis der umgekehrten Keihe. lü-l (1895). 
Zwei Ovexuwerto, Yon welchen daa obeie Intogcal ein besonderer Fall ist. 106 

(1897). 

Zur ErklftiDDg der absolut konvergenten uneigentlicbcn Integrale. 107 (1898). 

Eine neue Form der Bcdingong zor Integrierbarkett einer Funktion eioer Ver- 
ändern rhen 107 (1898). 

Cber die absolute Konvergenz der uneigentlichen bestiouuteu Integrale. (II. Mit- 
teilung.) um 1899). 

Ein Sats der Integralgeometrie. IIS (1908). 

In den ^^Mathematischen Amialen". 
Die geometrische Bedeutung der komplexen Elemente in der analjrttschen Geometrie. 

Vhcr die singiiHtren Punkt*' der al^eliniischcii Funkt ioiicu iiiiil Kurven. 8 (1875). 
Allgeuieiue Theorie der Aayuuptoteu der algebraischou Kurven. 11 ^1877). 
üb» die Granswette der Quotienten. 14 (1878), 15 (1879). 
Die HnltiplisitU der Schnit^ankto aweier algebraischer Knrren. 15 (1879). 

B. BolzanoB Bedeutung in der Geachichto der Tnfinit<'simalrechnung. 18 (1881). 
Zur Geometrie der Alten, insbesondere über ein Axiom des Arcbimedes. 22 (1883), 
Cber einen zu einer uuendlieben Punktmenge gehörigen Ürenxwert. 23 (1884). 
Über unendlidie Doppelreihen. -Ii 1884). 

Die gleichmäßige Konvergenz von Funktionen mehrerer Veränderlichen zu duu 
dadurch sich ergebenden Gienswerten, dafi einige derselben konstanten Werten 
sich nfthem. 26 (1886). 

^1 : zwei Arten von unendlich kleinen und unendlich großen GiOfien. 81 (1888). 

Iber Verall^'emeinemng eines Satzes von Cauchy. 88 (1889). 

über das Axium de? Archimedes. 39 n89l\ 

Zu den Gnindtormeln der analytischen Geometrie. 43 (1893). 

In der SchlOmilchschen Zeitschrift fflr Math. n. Pye.: 

Über eine analytische Entwicklung der Grondformeln der sphftrischen Trigonometrie 

in voller Allgemeinheit. 1<> (1871). 
Beweis einiger Sätze über Potenzreiheu, 20 (1875). 

Nachtoag sur Mitteilung: t^Beweis einiger Sätse über Potenzreihen'^ 29 (1884). 

In den Berichten des natnrw.^med. Vereins in Innsbruck: 

Bemerkungen zur Integralrechnung. 5, C, 8. 
Bemerknngen Ober einen Sats des Herrn E. Picard. 11. 
Zur Theorie der elliptischen Funktionen. IS. 

Zur Geometrie der Alten, insbesondere über ein Axiom des Archimedes. 12. 

Die unendlicli kleinen Grrtßen. 14. 
Da» letste Axiom der Geometrie, lö. 
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Uber die l'artialbrucLüerleguug der Funktion e'*' :{€' — 1;. Ib. 

Dber die Konvergenx und DiTttrgani rein perioditcher KeAtenbrOche. 15 v. 17. 

Bemerkungen tnr Theorie der Funktionen von mehreren nnabhingigen Tertader* 

liehen 17. 

über die Hau|itvverte der Kreisfanktionen. 17. 

Über die geomotriscbe Bedeutung der komplexen Elemente der uiAljtischen Geo> 
metrie. 19. 

Iii den Monatsheften für Math. u. Fysik: 
Zur Theorie der Raumkurven. 1 (1890). 

Die ebenen Vichn ke und die Winkel mit Einschluß der Berührungswinkel elf 

Systeme von absoluten Giöüuu. 6 !^lö94). 
Bemerkungen tum AufMlse: „Die ebeiien Tieleoke und die Winkel mit Enucfalnft 

der BerQhrongswiokel als Systeme von absoluten Großen". 7 (1896). 
Über den von Herrn O. Peano aufgestellten B^riff des bestimmten Integrals. 7 

(1896), 8 (1897). 

Über die Umformung eines uneigentlichen Doppelintegrals in ein zweimaliges 

Intf^]. 9 a898>. 
Zum Exittteuäbeweid für das komplexe Integral. 11 (1900). 
Leopold Gegenbauer. Nachruf unter Mitwirinmg von E. Kobald und J. A. 

Gmeiner verfaßt von 0. Stolz. 15 (1904). 

In der Zeitschrift fflr die {(sterr. Gymnasien: 

über die anschauliche Veigleiohang der ebenen Vielecke tud d» Prismen. 89 

(1888). 

Im Periodico di Matematica: 

Sulla teoria della divisione f» dclT ostnizione di radice. l.'J (1898 . 
Sup])lemento all' articolo suIla teoria deUa divisione e dell' estrazioue di radice. 
13 (1898). 

In den Transactions of the American mathematical soeietj: 

Zur Erklftmng der Bogenlftngo und des Inhaltes einer krummen Fl&che. 8 (1902). 
Nachtiag aum Artikel: ,,Znr Erklärung der B<^nl&nge eto.** 8 (1902). 

In den .Tahresbericliten der Deutsehfn Mathematiker-Vereinigung: 
Die Zahlen der ebenen Flächen. 11 (1902). 

In den Acta mathematica. 

Die Bedeutung der Abelscheu Abhandlung über die binomische Reihe für die 
Funktionentheorie. 28 (1<J(>4). 

In den Sitzungsberichten der kgl. bayerlHchen Akademie 
der Wissenschaften in München: 

Beweis eines Satzes über das Yorhandensrnn des komplexen Integrals. 85 (1905). 
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Das Archiv de]' Mathematik und Physik, 
em Geleitwort zu den ersten zelm Bänden der dritten Folge. 

Von Paul StXckel in Hannover. 

„Als ich Primaner in Paderborn war/* erzählte mir einmal Weier- 
Straß, j^alf ich einem der Lehrer bei dem Ordnen der Bibliothek des 
Gymnasiums. Dabei fand ich in einem Winkel einen Stoß Terataubter 
Hefte, die noch nicht aufgeschnitten waren; ich blätterte darin und sah 
zu meinem Erstaunen, daß sie merkwürdige Dingo enthielten: es waren 
die ersten Hefte des Crellesclien Journals mit den schüiien Abhandlungen 
von Steiner, von denen auch ein Primaner etwa.s verstehen konnte/' An 
äußerer Ordnung lassen heute die Bibliotheken der Gymnasien wohl 
nichts zu wünschen übrig, ob aber die sauber gebundenen Bände mehr 
gelesen werden? Wenn nicht, wird man es erklärlich finden, denn 
auch für einen Mathematiker von Fach ist das Journal für reine 
und angewandte Mathematik eiüe zähe Speise, imd dasselbe gilt von 
den Fachjournalen, die im Laute der Zeit /u dem „Grelle*' hinzu- 
gekommen sind. Wer sich aus ihnen über die fortschreitende Ent- 
wicklung der Mathematik unterrichten will, hat eine harte Arbeit zu 
leiatoi, eine Arbeit, die die KrSIfce einee yiel beachäftigten Gymnaaial- 
lehrera in der Begel übersteigen wird, and doch möchte man wünschen, 
daß dieser in Ftthlong mit seiner Wissensehaft bleibe. 

Die hierin liegende Schwierigkeit, die wohl bei allen FSchem auf- 
tritt, sich aber bei der »Unsivsten aller Wissenschaften am meisten 
bemerklich macht, ist schon lange empfunden worden; denn bweits im 
Jahre 1841 hat sich J. A. Grnnert in der Ankündigung dea yon ihm 
begründeten AxefaiTB der Mathematik und Physik folgendermaBen ge- 
äußert: „Daß es bei dem g^enwSrtigen Zustande der Mathematik und 
den großen Fortschritten, welche dieselbe täglich macht, anfierordentlidi 
schwer ist, sich nur einigermaßen auf der Hohe der Wissenschaft zu er- 
halten und ihrem raschen Gange zu folgen: darüber durfte nur Stimme 
sein. . . . Die Ursachen hiervon li^en teils in der Art und Weise, wie 
die neuen Erfindungen vorgetragen werden, indem die betreffenden 
DarsteUungen sich oft auf eine bedeutende Anzahl nicht sehr bekannter 
Sätze ohne weitere Erläuterung derselben gründen, die dann erst aus 
andern Schriften rnnhsam zusammengesucht werden müssen, teils aber 
auch, und /war ganz vor/flglich, iij der Schwierigkeit, mit welcher die 
meisten Schriften, in denen die neuen Ertiudungen bekannt gemacht 
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werden, an vielen Orten su haben sind, so daß Tiele neue Leistungen in 

der Wissenschaft einer großen Anzahl trefflidier Mathematiker, wohei ich 
vorzüglich die in jetziger Zeit SO höchst ehrenwerte Klasse der Lehrer der 
Mathematik an Gymnasien und Lyceen, Militär-, Gewerb- und polytechni- 
schen Schulen und andern höheren Unterrichtsanstal teu im Auge habe, 
unbekannt bleiben." Demnach sei der Hauptzweck der neuen raathe- 
matischen Zeitschrift, „daß alle neueren Erfindungen von Wichtigkeit, die 
in den sämtlichen verschiedenen Teilen der Mathematik, von den niedrigsten 
bis zu den hücliston und schwierigsten, gemacht werden, in zweckmäßiger, 
so viel als irgend möglich nur solche Vorkenntnisse, die in Rücksicht 
auf die Leser, welche ich mir nach dem Obigen denke, mit dem Namen 
allgemein bekannter bezeichnet werden dürfen, in Ansprnch nehmenden, 
überhaupt also so elementaren Darstellnngeu, wie es nnr irgend die Natur 
des Gegen stau Jos gestattet, dem größeren mathematischen Publikum so 
schleunig als möglich vor Augen geführt werden sollen." Auch sollte 
„die mit der Mathematik so eng verschwisterte Physik in den Kreis 
der Zeitschrift hiiieiiigezogen werden''; m der Tat enthalten die von 
Grunert 1841 bis 1872 herausgegebenen 53 Teile eine große Anzahl 
▼on Abhandlungen ans der angewandten Mathematik, also nicht uar 
aas der Physik im engeren Siime des Wortes, sondern aneh ans der 
Astronomie, Geodisie^ Nautik, Meteorologie, technisdien Mechanik usw. 
Dem Zwecke der Orientierung dienten endlich fortlaufende Übersichten 
der neu erscheinenden mathematisdien und physikalischen Literatur, 
„bei wichtigem Werken mit kurzer Angabe ihrw Tendenz und ihres 
wesenÜit^en Inhalts^. Erst in zweiter Linie soUte das Archiv „den 
Mathematikern und Physikem eine Oelegenhdt zur Bekanntmachung 
eigner Arbeiten darbieten, wobei aber BefleiSigung mdglichster Kfirze 
sehr zu w ansehen ist^. 

Man wird Grunert die Anerkennung nicht yersngen dflrfen, daß er 
sich redliche Mühe gegeben hat, dieses vortreffliche Programm durch- 
zuführen. Er hat eine Menge im Auslände erschienener Aufsätze, die 
ihm für seine Leser von Wichtigkeit zu sein schienen, teils übersetz^ 
teils im Auszuge wiedelgegeben, und über eine erhebliche Anzahl von 
Gegenständen, mit denen sich die Forschung damals beschäftigte, aus- 
führliche Berichte verfaßt, so, um einige Themata herauszugreifen, über 
die literale und die numerische Auflösung algebraischer Glcicliuugen, 
die Theorie der Elimination, die Lehre von den unendlichen Heihen, 
die neuere Theorie der besitininiien Integrale, die liyperbolischeu 
Funktionen, trimetrische und tetraedrische Koordinaten, die Lehre von 
den Kegelschnitten, die Flächen zweiter Ordnung, die DilTerentialgeometrie 
der Kurven und krummen Flächen, die Mechanik starrer Körper. 
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Leider fand er bei diesen Bestrcbtinfjen fast gar keine Unter- 
fitützung. Nur 0. Schlömilch hat ihm anfangs zur Seite gestauden 
und ist für die Verpflanzung der Cauchyjichen Ideen nach Deutsch- 
land mit Erfolg tätig gewesen; das hörte aber auf, als t;r 1856 seine 
eigene Zeitschrift bein'öndete. Indem Gninei-t so auf sich selbst an- 
gewiesen war, ist es gekommen, daß das Archiv .sich allmählich in ein 
Organ für die Veröffentlichung mathematischer Abhandlungen ver- 
wandelte, wie es die andern Fach i«Hi male auch waren. Unter diesen 
Abhandlungen finden sich recht wertvolle, es sei nur an die aust^ezeich- 
neten TJntersuchnnjrpu von Seydewitz aus der synthetischen Geometrie 
und an die schönen Arbeiten ron Imschenetzkij Über partielle 
Differentialgleichungen erinnert, im allgemeinen aber waren die An- 
sprüche beim Archiv nicht ao hoch wie anderswo. Schließlich war 
T<ui der auf dem TitoLhlatte Tenprochenen „Rücksicht auf die Bedürf- 
nisse der Lehrer an den hSherm ÜnterrichtsansialteiL'' etwas nur in 
den Literarischen Berichten zu Tenpüren, in denen auch Ijehrbücher 
der elementaren Mitiiematik und Physik angezeigt wurden. 

Auch HoppOy der das ArchiT von 1872 bis 1900 leitete, hat 
dieoen Niedergang nicht anftnhalian yermooht, nebnehr iet unter ihm 
aaek noeh die Pflege der angewandten Mathematik «lahmi. Wenn 
Hoppe aemer intnmfligenian SinneBart nadi an und &ir aidi zn einem 
Bedaktenr wenig geeignet war, ao machte sieh das auüi empfindlickite 
bei einer ZeitMihrift gellend, deren große An^ke ea geweaen wftre, 
die bedfokte Verbindnng swiaeken XTnireisitil und kökeier Scknle auf- 
leehi in erkalten; daB lieh swiaeken beiden eine Zeit hmg eine ao tiefe 
Khift angetan bat, iat wokl zum Teil durck den Mangel an einer 
aoleken Teimiitabden Stelle Teraokuldet worden. Gewiß ist Hoppe, 
wie aick E. Lampe in dem Nackmfe auadrflckt, ^^flfar daa Arckiv un- 
ermfidfiek tätig geweaen^ aber dieee Tätigkeit bestand im wesentlichen 
in der Ab&asung von eigenen Abhandlungen, die mit den Bedllif- 
niaien der Lebrer an den kdheren UnterriditianBtalten nichts au tnn 
hatten, and von Besprechungen, die, milde ausgedruckt, sehr einseitig 
waren. 

Mit dem neuen Jahrhundert hat für das Archiv eine neue Ära 

begonnen. Den Verlag übernahm die um die mathematischen Wissen- 
schaften so verdiente Firma B. G. Tenbnt-i in Leipzig, uud die 
Kidaktion ging in die Hände von E. Lampe, W. Fianz Meyer und 
£. Jahnke über, die sich damit einfiihrten, daß hic als ihre Absicht 
die Rückkehr zu dem alten G runer tsclien Programm bezeichneten, das 
freilich, den veränderten Zeit(Mi tnts]) rechend, ans- und umf^estaltet 
werden sollte. .iHrA, wo (h"e ersten zehn Bande der dritten Folge des 
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Archivs vorliegen, Bcheint es augebracht, zu fragen, in welchem Um- 
fange diese Absicht verwirklicht worden ist, und welche SteUnng das 
Archiv unter den mathematiBchen Zeitschriften eimummt. 

Was konnte und durfte die Aufgabe des nenen Archivs sein, wenn 
es nicht mit andern Journalen in Kollision geraten, wenn es eine Zeit- 
schrift eigenartigen Gepräges werden sollto? Eine fortlaufende Bericht- 
erstattung über die matheinatisclie Literatur jral) seit l^C)H das Jahr- 
hucfi ühcr dit' Ffn-fschrittf drr Matimnatik, un l tüi die Zeiteclirifteii war 
seit 1893 die lirviu ^rnvstrirUr hinzugekommeu ; li iMer sind zu uenuen 
die seit 1891 der I^i utschrn Mailu nuitiher-yrrciniiiuinj i r-hittoten Be- 
richfi' uud das gruüe tJnterneliinen der Enc^fkUtpädir der nmCnrmnlischtm 
W'issrnsrhafteii. Während die angewandte Mathematik schon früher in 
der Schlömilch-Can torschen Zeitschrift für Mathematik und Plivsik 
bevorzugt worden war, ist diese seit 1901 unter R. Mehmke und C. 
Runge ein spezitisches „ürgun l'ür ungewandte Mathematik" geworden. 
Freilich war gleichzeitig ihre 1875 eingerichtete Historiseh- Literarische 
Abteilung eingegangen, aber der Geschichte der Mathematik hat sich 
die seit 1900 etwetteite BtUtoHeea maUiemaiiea genidmel^ nnd die Be- 
sprechung von Werken ans dar angewsndten Matiiematik war ein in- 
tegrierender Bestandteil der Mehmke-Run gesehen Zeitschrift ge- 
worden. Endlich waren eigne Zeitachriflen für die Behandlung der 
pädagogischen, den Unterricht an den höheren Schulen betreffenden 
Oegenstiinde entstanden und ffir die organisatorisch«! Fragen des Hoch- 
schulnnterrichts hatten seit 1902 die Jähresbariehie der Ihutadien 
MaäimaHker-Veremigung die Führung fibemoronm. 

So Uieb dem Archiv als Grundstock die VeröffmÜidmHg wm 
Origin^arheiienf aber nidit in dem Sinne, daß es, wie andre Fachr 
Journale, einer bestimmten Bichtong der mathematischen Forschung 
dienen wollte, sondern daß man von möglichst vielen Formalem kleinere, 
nicht allzu schwer verständliche, aber doch deren Eigenart chßrakteri 
sierende Beitril«^e zu erhalten suchte, um so den Lesern einen Einblick 
in das Leben der Mathematik zu gewähren. Die Redaktion ist hieriHr 
mit großem Eifer und schönem Erfolge tätig gewesen, denn eine er- 
hebliche Anzahl von Mathematikern des In- und Auslandes hat zu den 
zehn Bänden Untersuchungen ans den Terschiedensten Gebieten der 
Mathematik beigesteuert. 

Besonders willkommen warfu solr-he Artikel, bei denen sich die 
wissenschaftliche Forscltiirii,' mit dem Unterrieht an den höheren Schulen 
h»'rfibrt. Ein solcher ü egenstand ist zum Beispiel die neuere Dreiocks- 
gcometrie, die übrigens .schon in dem alten Archiv vertreten gewesen 
war; hat doch in dem neunten Baude E. W. Grebe die grundlegende 
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Abhandlong Aber jenen merkwfird^n PtanH des DreieckB terdffeni- 
üeh^ den später E. Lein oine wieder entdeekte. Über Dreieeksgeometrie 
sind Arbeiten Ton 0. Casparj, E. Cwojdsinski^ E. Eckbardt, O. 
€(ntscbe, E. Jahnke, E. Janisok, 0. Majoen, J. Nenberg, L. Bipert 
ansofObren. Daso kommen Abbandlungen von W. FranE Mejer fiber 
den ptolemaiscben Satz und die Hdhen des Tetraeders, von E. Lampe 
aber angenäherte WinkelteiluDgen, TOn B. Gfintscbe, E. Lemoine, 
L. Ripert über Geometrographie; mag mm auch Lemoines Bexeicb- 
nni^ jyGen&üigkeitskoeffisient^ beanstanden, dn die Geometrographie der 
PxSsisionS'Methematik rasnrecltnen ist, so hat doeb die Frugostellong 
Lemoines sehr anr^pend gewirkt, und für den Unterricht an den höhwen. 
Schulen ist die gelegentliche Einflechtung der Geometrographie sehr zn 
empfehlen: „den ziemlich erstarrten Fonnen der Elementar -Planimetrio 
gef^enülM r besitzt sie den Iteiz eines neuen Elements, sie gibt dem be- 
gabten S liiiler Gelegenheit, hervorzutreten, sie bewirkt zwanglos und 
in anregender Form eine ^\ u di rholnn^ der früheren Pensen". Endlich 
sind auch Fragen aus den Gnindia^^i ii ier Geometrie von 6. Hessen- 
berg, P. Milau, E. B. Wilson behandelt worden. 

Da die mathematische Seit« der angewandten Mathematik durch 
die Mehmke- H ungesche Zeitschrift vertreten wird, hat sich das 
Archiv der andern Seite der Anwendungen zugewandt, nämlich Fragen 
der ex])erimeutellen Physik uud Technik. Das hedmäet eitie iresent- 
liciie Bereicherung der Literatur, denn das Archiv hält die Mitte 
zwiscben den Zeitschriften, die ansschüeßlich für die phjsikaliscbe 
Forscbnng bestimmt sind, wie etwa die Amtaten der Physik, und den 
atof ein grOfieres Ptiblikum bereohneteni mdur populSien und didakti- 
schen Daratelluiigen, wie sie etwa die Naturwissenschaftliche Rundschau 
bringt Auch hier ist ein tflchtiger Anfang gemacht worden, da hervor- 
ragende Physiker und Techniker sich aar Mitwirkung bereit finden 
ließen; u. a. haben E. Budde, A. Ebeling und F. Doleialek, F. Emde, 
0. Fischer, E. Gehreke, 0. Lummer, W. Nernst, E. Pringsheim, 
A. Botth, E. Bieoke, J. K. Sumee Beitriige geliefert. 

Die eben genannten Artikel haben sum Teil eine mehr berichtende 
Tendenz, sie dienen dasti, die swate Au%abe des Archivs zu erf&Uen, 
für die Verbreitung der Bestdtaie der maffiemaiisch-pliysikalischeti Forscfmng 
fl» sorgen. Diese Aufgabe bleibt trotz oder vielmehr neben den früher 
genannten Unternehmungen bestehen, denn das Jahrbuch der Fort- 
schritte beschrankt sich auf kurze Referate über die einseinen Abhand- 
lungen, während doch auch ausführliche, zusammenfassende Berichte 
über die Entwicklung einzelner Disziplinen während kürzerer oder 
längerer Zeiti&ume erwünscht sind; die Berichte der Deutschen Mathe- 
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matiker-Veramigung, 80 atugasfiLehnet sie aind, wurden doeh im weseni- 
lidien von Forschem fllr Foreeheir geschriebeni und die Eiicvklopädie 
ist einerseitB noch nicht fertig, andreneÜB werden aber die fertigen 
Artikel Ton den Fortschritten der Wissensohaft llberholt Leider sciheiut 
es in der Mathematik sehr schwer an sein, eokhe Beriehte in be- 
kommen, denn die zehn Bände enthalten davon nnr den einen Artikel 
von G. Vivanti Ober die Gleichungen fünften Grades. Die Leiter des 
Archivs haben es an Bemühungen nicht fehlen lassen und wollen jetzt 
selbst in die Bresche treten: E, Lampe will eine einfache Darstellung 
der mechanischen Quadraturen liefern, W. Franz Meyer eine Ein- 
fiihmng in die Theorie des Kugelkreises mit Anwendungen auf die 
uichteuklidische Geometrie geben, und E. Jahnke hat einen Artikel 
über Vektoren mit Anwendungen auf die Mechanik in Aussicht gestellt. 
Hoffen wir, daß ijir Beispiel Nachnliiuuiig findet. 

Zur Berichterstattung iscehören auüli die Beeprechunffen Hier war 
diis ;Vrchiv in der günstigen Lage, einen Teü der Autgabe zu über- 
nehmen, die früher der Historisch-Literarischen Ableitung der Schlö- 
m i Ich- Ca n torschen Zeitschrift o])gelegen hatte, nämlich die Be- 
sprechung dei" Werke aus der remen Mathematik; daneben haben die 
Besprechungen der elementaren Lehrbücher der Mathematik und Physik 
ihren Platz behalten. Li den zehn Bänden hat das Archiv außer sehr 
zahlreichen kürzeren Anzogen eine Reihe ausführlicher Kritiken ge- 
bracht, die den Wert TOn selbständigen Abhandlungen beaitxen. Es 
läßt sich nicht leugneiLi daß diese Kritiken nicht immer den Beifall 
der Autoren gefanden haben und daß es zu öffentlichem und nicht- 
öffentlichem Widerspruch gekommen ist Man wird es jedoch als einen er- 
irenlichenFortsehritt zu begrüßen haben, daß il as Archiv au ch Besprechungen 
Aufnahme gewährt, die nicht bloß in den Tönen des Lobes erklingen. 
Gewiß dürfen wir Mathematiker stolz darauf seiny daß in unsem Zeitschriften 
ein Tomehmer Ton herrscht und daß man, von den Ausnahmen ab- 
gesehen, die die Regel bestätigen^ durch das Gewicht der ChrQnde^ nicht 
durch die Wucht der Grobheit au flberaeugen sucht Auf der andern 
Seite ist es aber ein ungesunder Zustand, wenn man tot lauter Hßflich- 
keit kein tadelndes Wort in sagen wagt und wenn auf diese Weise 
minderwertige Werke es su recht anerkennenden Besprechungen 
bringen. Mßge also die Redaktion des ArduTS fortfthren, saehknndige 
Kritiker heranznaiehen, auch wenn sie eine scharfe Klinge führen; nur 
so kann sie die Besprechungen auf der Hdhe halten, die diese in den 
ersten aehn Binden eingenommen haben. 

In engem Zusammenhange mit der Berichterstattung stehen auch 
der SpmiMuU für die Encykhjxidie der nutäiemaiudieH WisunsAaflen 
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und die SUmaufiibmdde dar Balmar MaffiematiMiim Gesdlschaß, die 
seit dem swaton Bm^ ak Beigabe zn dem Aiehiy eneheineii. 

Hiermit iit jedoch des Frograaim des Benen AkIutb nooh mM 
enehöpft, vielmelir iit nock eine Eiorichiimg gesebaffiaa worden» die 
beeondere Beachtung Terdieoi Wie ecihoii «nrittuit wurde, eind fttr die 
■peEifiBchen Fragen des Ünieirichti an den höHeveo Sehulen und »udi 
fttr die orgmieatoiiiehen Fragen des HocSiecdinlnnternchtB besonde» 
Organe Torbanden, e« felüte uns aber in Deatachland an einer Zeit- 
aehriftf die sich wie die NattoeBes Annalea in Frankreich und das 
Giormäe dl matemctHdie in Italien an die Studi'eranden wendet nnd 
auch Studierende zn Mitarbeitern bat. Um diese Lücke ausznfÜUeo, 
bringt das Archiv in jedem Hefte An^ben, die sich für Studierende 
eignen, und Teröffentlicht die Lösungen, die sich durcb Originalii&t 
nnd Eleganz anszeichnen; bis jetzt sind etwa 150 solcher Aufgaben ge- 
stellt worden und haben, wie die zahlreichen Lösungen zeigen, Anklang 
gefunden. Von dieser Einrichtung darf man sieb eine Ober die Uni- 
teraitiLten hinausgehende Wirkung versprechen; denn wenn der Stu- 
dierende auf der Universit'ät das Arrliiv kennen und schätzen gelernf 
hat, ist zu hoffen, daß er auch später, im Amte, dies Interesse bewahren 
und aus dem Archiv wertvolle Anregungen für seine wissenschaftliche 
Ausbildung entnehiripn vvird, die doch l)ei der raschen Entwicklung 
der WisRPiiffchaft keineswegs mit den wenigen Jahren des Universitäta- 
studiums beendet ist. 

Damit diese Wirkung eintritt, müßten freilich die Dozenten an den 
Hochscbiilen 'iir Sladierendeu »ui das Archiv hinweisen und die darin ent- 
haltenen Aufgübtu gelegentlich in den Übungen zur Sprache bringen. Ferner 
müßten die Studierenden die Möglichkeit haben, das Archiv zu lesen, dieses 
müßte also in den mathematischen Listituten ausliegen. Ob das ge- 
schieht, ist bei den geringen Mitteln, Uber die die meisten dieser bi- 
stitnte Tcrftigen, rsdit Bweifi»1haft, und ea wSie dahsr an wflnadien, 
daß die ünterriditsrerwaltung hiJ£reich emtr&te; Bind doch, als Hoppe 
das ArehiT leitete, mehrere Exemplaie Ton der üntemehtsverwaltung 
an Institute ttberwiesen worden. Endlich müfite das angefiMDgene Werk 
fortgesetat und dafür gsaorgt werden, daß Abwall auf den Biblio- 
theken der höheren Lehranstalten das Archir au finden ist 

Hoffen wir, daß diese Wlinaehe in Erfnllung gdien, dafi in dem 
AichiT und seinem Ereiie sich ein feisdies, fröhliches mathematisohee 
Leben entwickeln, daB daa Aroiiir, wenn wir wieder fiber zehn neue 
Bande au berichten haben, ein flbendl gesn gesehenesi, nnentbehrlichea 
Mitglied der Zeitschriflenfbmilie geworden sein möge. 
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Bemerkung zum Aufsatz des Herrn Mikami. 

Meine von Herrn Y. Hikami auf Seite 358 dieses JaJuresberichts be* 
anslaadete Behauptung (Jahresbericht, Bd. 14, S. 316; Leipzig 1905), daB 
Matsumurn, o(1fr nach Herrn Mikatnis \ orbessertei I.eseart Miiraraatsu, 

einer der berühmten 17 Ronin pewesf'n '-■p'k ist aus Herrn T. Hajashis 
„A lirief liistury ot" the Japaueso mnt hematics'' (Nieuw Archiff voor Wis- 
kuude, tweede reelis, deel VII, Ö. 330; Amsterdam iüüO^ LUinummea 
worden. HAmsm, 



Hittellnngeii und Nachriehten. 

Geeignete Mitteilungeu wird der Herausgeber titet» mit größtem Danke entg^n- 

nehmen. 

1. Akademien. OesellschafteiL Yereiniguogen. Versammiimgen. 

Verindenugen im Personalbestände der DeatBOhen MatliflinatikAr- 

Yerelnigong, Mal 1900. 

Neu aufgenommen als Mitglieder: 

W. C. Brenk e, Lehrer an der Harrard UiiiTsnitftt in Cambridge (Mass.), 

Eustis Street 35. 
Das Progymnaslnm in Berg-Gladbach. 

Gestorben: 

Kneschke, SL, Schulamtskandidat, Brannschweig. 

Adressen&nd ernngen: 
Bungers, £., Oberlehrer am Gymnastnm, Strehlen (Schlesien), Gr. Fiscfaer- 

gasse 3/4. 

Jung, F., FhTatdozent an der Teohnisoheu Hochschule, Wien IV, Mitter* 

steig 3 a. 

Berliner Mathematiaehe Gesellschaft. Siiznnfj am Mitlwoch den 
30. 3lai 1906. Sändor, Beitrag zur Thoorit' des Fachwerks: Kötter, 
Über das Foucauitsche Pendel. — Sitzuruf am Mittwoch dm 21. Juni 19o6. 
Schafheitlin, Zur Theorie der Besselschen Funktionen; Kötter, Über 
eine Zweirftderwage. 

Breslau. Mathematische Sektion der Sohieäiächen GeseiläciiaXt 
für Ttttorlindisolie Kiütor. SHmmg den $9, Mai 1906, Pyrkosch: Über 
eine VeraUgemeineiiing der Albasenschen Aufgabe. — Landsberg: Über 
Ausdrücke, die sowohl differenzierbare wie stetige nndiffwenzierbare Funk- 
tionen danustellen geeignet sind. 

Mathematische Sektion der Gosellsohaft Isis in Dresden. In der 

Xpit vnni 1. Juli 1005 bis zum 30. Juni 1906 wurden folgende Vortrage 
gehalten: 12. Okfober 1905. Witting: Über die Hambui-ger Versammlung 
deutscher Philologen und Schuhii.inner. Heger: Über Beziehungen zwischen 
Kreisen auf der Kugel — 14. Dezember 1005. Krause und Henke: Über 
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den von der ünteniolitflkoiiiiniiflioii an die Heraner Naturfoischer-VerBBrntn- 

lung erHÜiitcten Bericht inr Reform des mathematischen TJntemcbts. Hoger: 
iTier (las Parallploimxiom. - — Februar 190G. Weinnipistor: Bestimmung 
dm- kürzesten Dämmerung. Heger: Konsfrnktiou eines Kreises, rler drei 
gegebene Kreise unter gegebenen Winkein schneidet — März WOO. 
Kr aase: Zur Interpolationatheorie. — St. JutU 1906, Naetsck: Über 
eine gewine zwisohen drei Differetitialaiifldrflokeii heatebende identisohe 
Relation. 

Mathematisohe Geselleoliaft in Göttingen. 1. Sitzung am 1. Mai 1906. 
F. Klein berichtot ftber seine in Angelegenheiten der Herausgabe der 
mathem. EnzjklopHdie unternommene Pariser Reise, und schildert hierbei 
insbesondere die versdiiedene Stellungnahnie der einzelnen frankSsischen Go- 
lebrten den im YII. Bande m. bdiaiiddndeii Fragen pbilosophisdiea InhaltB 
gegenüber. — 2. Sitzung am 8. Mai 1906. F. Klein trägt vor über die 
Axiome der Geometne. Des nuheren fiespriclit der Vortragende seine eijjenen, 
die projektive Grundlegung der Nicht - Euklidischen Geometrie betretenden 
Arbeiten aus den Jaliren 1869 — 71, und gebt hierbei auch auf ihre £nt- 
stehongigesehiehie genauer eiii. — 3. SUmmg am IS. Mtu 1906. Blieb- 
feldt referiert flber seine Untersuchungen betreffend die Bestimmung aller 
endlichen flnippcn linearer Substitutionen. — 4. Siizuuff am 31. Mut 190(1. 
P. Koebe berichtet über die von ihm bezüglich der kontonneu Abbildung 
durch Vollkreise begrenzter Gebiete aufeinander erlangten Resultate. — 
5. Sittmig am ÜB. Mm 1906. G. Caratheodorj trSgt ttber neuere die 
Grundlagen der Mechanik betreffende Auseinandersetzungen vor. Der Vor- 
tragende geht insbesondere nfther auf die von P, Painleve herausgearbeitete 
axiomatische Grundlegung ein, der er die E. Mach sehe Auffassung der eiu- 
fachstcn Ausdeutung der gegebenen Tatsachen gegenüberstellt. 

Colorado Mathenoatioal Sooiety. Unter diesem Namen hat sich im 
vergangenen November eine mathematisebe GeseUscbaft gebildet, deren erstor 
VondtBettder Fto£ J. M. De Long ist Die Sitsongen soUen etwa alle sechs 
Wochen in DenTer stattfinden. 

AstronomiBche GesellMluift. Die Jahresversammhmg der AstronO' 
mischen Oesellsobi^ wird am 12. — 16. September d. J. in Jena stattfinden. 

BldKW^erieohe Ratovförscliende Gcsollsobafl. Die 89. Jahres» 

versammlang der Schweizerischen Naturforschenden Geeellscbal't wird vom 
29. Juli bis 1. August d. J. in St. Gallen stattänden. 



1 Fnlaii%i])ni und pktMt FraiiMiiilfttiL 

(Vacat) 



1 HooliBiihiilluohrieliten. 

Teohnlaoli« HiHduohiila an HannoTw. Am 85. Hai d. J. feierte 

die Technische Hochschule su Hannover ihr Töjähriges Bestehen. T'nter 
den Ehrendoktotetti die bei dieser Gelegenheit ernannt wurden, befindet sich 
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Bttch FrofeaaiMr L. Bnrmester in HQncheii, deBBen henrorragende Verdieule 
in der ITinamatilr und Beleuidltttngaldixe damit anerkannt werden sollten. 
Der Festvortrag des Geh. Baurat Professor Stier behandelte die Organisatum 

der techuischon Arboit. — Im Anschluß an die Ff^ier fand eine Konferenz 
der Kekioren der lieiitsehen Technischen Hochschulen statt, in der zu 
schwebenden Fracren Stellung genommen wurde. 

Columbia Universität. Die Columbia Universität erhielt von Frau 
Louise T. Uoji oüUO Dollars behufs Begründung eiues mathematischen 
Preises com Gedächtnis an John D. Vnn Baren jr., einen Btndierenden 
der UniTersitat im Jahre 1908. 



4. PfnooalBAohriohten. 

■menmmgon, AnmeioiiiiiiiigeiL usw.: 

Prof. Dr. L. Boltxmann in Wien ist der Preis der Peter Wilhelm Malier- 
Stiftung 7M Prankfurt a. M. für höchste I.ci'^tniiirPTi auf dem Gebiete 
der Naturwissensciiaften , bestehend in (Mner goldenen Medaille und 
einem Ehrensolde von 9000 M., verliehen worden. 

Professor Dr. Burmester an der Technisehen Hochschule in München vnirde 
▼on der Technisehen Hoehschide in Hannover wegen seiner hervor- 
ragenden Verdienste nm die Kinematik ehrenhalber nun Dr. Jng. promoviert. 

Dr. G. Eberhard wurde zum stftndigeii Mitarbeiter am Astroplijsikaliadiui 
Observatorium ernannt. 

Dr. S. Epstoen wurde zum ao. Professor der Mathematik an der Universität 
von Colorado ernannt. 

Dr. N. B. George wurde zum ao. Professor der Mathematik am Massap 
chnsetts Institate of Technologj ernannt 

Dr. 0. N. Haskin wurde snm ao. Firofessor der Ifethematik an der Uni» 
versität von Illinois ernannt. 

Professor G. A Afillor «n d^r Stanford üniversitSt wurde zum ao. Pro- 
fessor der Matheniutik an der UniversitSt von Illinois ernannt. 

Professor J. A. Miller an der Universität von ludiauia wurde zum o. Pro- 
fessor der Mathematik an der Universität v<m Wisconsin ernannt 

Professor Dr. E. Malier an der Tedmischen Hochschule in Wien wurde 
aum korrespondierenden Mitgliede der K. Akademie der Wissenschaften 
in Wien gewählt. 

Dr. J. Stark, Privatdozent an der Universität Oöttingen, ist zum Professor 
und Dozenten der Physik an der Technischen Hochschule zu Hannover 
ernannt worden. 

Dr. E. B. Van Yleek, P^essor an der Weslejan üniversltat, wurde sum 
Professor der Mathematik an der üniversittt von Wiseonsin ernannt 

Professor Dr. F. S. Woods an dem Massachusetts Institute of Teehnologj 
wurde zum o. Professor der Mathematik daselbst befördert 

Habilitationen. 

Dr. L Hanni hat sich an der Universit&t Wien als Privatdoseot der Mathe- 
matik habilitiert.. 

Dr. F. Jung, Privatdozent an der r)euts( heu T* rhuis» Ii ii Uochschnle in 
Prag, ist als Privatdozent für allgemeine Mechamk au. die Technische 
HoÄsehule su Wien ftbeigesiedelt 
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6. VermisolLtes. 

Jubelfeier de« Vereins Dentscher Ingenieure. Der Verein Deutscher 
Ingenieure, der zur Zeit rund 20 000 Mitglieder zählt, bf^ging in den Tagen 
vom 10. bis 14. Juni d. J. unter sehr reger Beteiligung von Mitgliedern, 
Güsten und Ehrengästen die Feier seines 50j&hrigen Bestehens. Bekanntlich 
hil der Verein Deutadier Ligeoieore von Anftng «n d«r Befoim des hißimren 
Sdralweseiifl auf dem Gebiete dee oAfheniatiMhen und natnrwisaemohaftltcben 
ünterrichts große Aufmerksarabeit sngewendet, wie dies audi bei der Jubel- 
feier wieder deutlich hervortrat. In der Untenichtskonimission der Gesell* 
Schaft Deut^^ch^r Naturforscher und Xr/.te ist der Verein durch seinen Direktor, 
GeheKiif-ii Hnui-at Dr. Peters, verlri'Tt'n. 

Franklin Feier. Die 200. ^\ icflrrkehr des Ooburt.Hages von Ben- 
jamin Franklin ist vom 17. bis 20. April von der American Phüosophical 
Soeietj gefinert woiden; vgl. diesen Jahresbericht S. 237—228. Fast 160 
Tertietor gelehrter Gesellsehaften and voa Universititen nahmen an der 
Feier teü. Die American Mathematical Society war durch Professor Hnn- 
tingtün vertreten. Unter den wissenschaftlii^ien Mitteilungen waren von 
mathematischen? Interesse die folgenflen: Darwin, The figure and stai)ilify 
of a liquid satoiiite; Royce, The present position of the problem concern- 
ing the hrst principles of scientific theory; MichelsoUi Form analjsis} 
Leren tZf On positive and negative eleetrons. 

Grabdenkmal für Weieratraß. Das Grabdenkmal für Weierstrafi 
(a diesen Jahreaberieht 8. 79) ist au^geftthrt und auf dem Si Hedwigs- 
Kiidiliof^ Berlin N., Liesenstrafie 8, aufgestellt worden. Über einem Sockel 
aus graublauem bayrischen Syenit erhebt sich ein 2 m hoher Obelisk aus 
poliertem «cliwRr/en srhv.e/^i«obf»n Granit, auf dessen Vorderseite unter 
einem von dem Kircheuvorstande vorgeschriebenen Kreuz die Worte 

KARL WEIEßSTBASS 
geb. 81. Oktober 1816 

SU Oetenfelde 
geii Februar 1897 
zu Berlin 

in erhabner Blockschrift eingemeißelt sind. Die Grabstelle liegt schrUg hinter 
dem Wobnbause des Kirchhofii-InspelrtorB, Hut am Ende des ersten bintsr 
diesem Häufte nach rechts abgebenden Weges. 



LiterariacbM. 

t KotlMii uid Bespnoliimgmi. 

JTraiu Heumanna Gesamiueito Werke. Herausgegeben ?on seinen 
Sdifilern. Zweiter Band, Mit einem Bildnis Frans Nenmanns aus dem 
d6.IiebeB8jabrinHe]iograTflie. [XVI u. 620 8.] 4^ Leipiig, B. O. Tenbner. 

nf Jabre erst naeb dem Tode des Altmeistefs der mathematischen Physik, 

dreiBig Jahre, nachdem der damals 78 jährige seine Lehrtätigkeit eingestellt, 

ist es möglich j:reworden, eine Gesamtausgabe seiner wissenschaftlichen Ab- 
handlungen erscheinen zu lassen. Daß unter den Gesamtausgaben der Werke 
hervorragender Mathematiker und Physiker die Werke Franz Neumanns 
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bisher fehlten, ist von vielen schmerzlich bedauert Und wenn diese Lücke 
nunmehr aiugeC&llt ist, ausgefällt, oline daß dem Heraiugeber irgmd welche 
üntentütznngen gaitens einer Akademie oder einer gelebrten Geaellscbaft sn 
Gebote standen, so ist das vor allem der rastlosen Tiltigkeit des Herrn Carl 

Netimann zu danken, der, unterstützt von anderen Schülern seines Vaters, 
diesem in der schön ausgestatteten Ausgabe ein bleibendes Donkmal er- 
richtet hat. — Von dem aiif drei Bilndo Ijereclineton Werke i.st soel)en der 
zweite Band erschienen, während der erste und dritte später tolgen sollen. 

Der zweite Baad, bei dessen Hwaiisgabe neben Herrn C. Neumann, 
dem Leitor des Oanien, di6 Herren E. Dorn^Hslle a. 8., 0. E. Hejer* 
Breslau, C. Pape, früher in Königsberg, L. Saalschütz-Königsberg, W. 
Voigt- Gflttingen, P. Volkmann-KöDipsborg, K. Von der M üb 11 -Basel, 
H. Weber-Stmßburg sowie der Vertasser dieses Koterats tätig gewesen 
sind, enthält F. Neumanns Arbeiten über Wärme, über Elastizität sowie 
die vor 1840 erschienenen optischen Arbeiten. Die sieben ersten Abhand- 
langen betreffen die Wirme; drei derselben sind sneist in Poggendorffs 
Annalen ersobienen: Nr. 1, Untersudiungen Uber die spesifisdie Wftnne der 
Mineralien, 1831; Nr. 2, Bestimmung der spezifischen Wftnne des Wassers 
in der Nähe des Siedepunktes, 1831; Xr. G, Beobachtungen über die spezi- 
fische Wärme verschiedener, namentlich zusammengesetzter Körper, 1831. 
Zwei weitere Abhandlungen: Nr. 3, Theoretische Untersuchungen über die 
zur Bestimmung der spezitischen Wärme dienende Methode der Mischung; 
Nr. 4, Wie man dnrob geeignete Beobaditungen den absolntMi Wert dier 
inneren Leitnngsftlugkeit eines homogenen Körpers sn bestünmen vermag, 
sind hier zum ersten Male nach Neumanns hinterlassenen Manuskripten 
mitgeteilt. In beiden liandelt es sich um die Entwicklung von Formeln, die 
in der Abhandlung 1 benutzt sind, ohne daß dort ihre vollständige Ableitung 
angegeben ist, sowie um Erweiterung der in 1 vorkommenden theoretischen 
Betracbtungen. Nr. 5, Ck)mmentatio de emendanda formula, per quam 
calores corporam spedfid ex experimentis methodo mixlionis instittttis 
computantor, ist 1834 von Neumann als TJniversititssehrift heim Antritt 
seiner ordentlidien Professur veröffentlicht. Gerade diese Abhandlung, die 
wohl wenig bekannt geworden ist, ist ganz besonders charakteristisch für 
die Art und Weise, wie Nenmann die Theorie dem Experiment dienstbar 
zu machen gewußt^ und tur die Mühe und Sorgfalt, die er anf die eingehende 
Diskussion der Beobachtungen verwendet hat Über den Wert theoretischer 
Untersuchungen für die Beobaditnngsmetbode sprioht sich Naumann in einem 
der Abhandlung 5 beigefügten Manuskript, das bier ebenfidls nun ersten 
Male mitgeteilt wird, folgendermaßen ans: 

,,Zwei große Vorteile kann man bei experimentellen Untersuchungen 
über die Wärme aus der Theorie zielien. Einerseits nämlich kann man, 
auf Grund der Theorie, die zweckmäßigste Einrichtung der Versuche im 
voraus bestimmen; und andereneits kann man von gewissen Fehlern (die 
▼on Einflttssen heirfibren, wddie sieb im Versnob dar direkten Beobachtung 
entziehen) mittels der Theorie die möglichen Grenzen angeben. Selbst' 
versiftndlich wird dabei vorausgesetzt, daß man über die Werte der in der 
Theorie enthaltenen Konstanten bereits iigend welßbe approximatiTe Kennt- 
nisse besitzt." 

„In den Phänomenen der Wärme sind, neben andern Elementen, 
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weseutlich tütig und von wesentlichem Einfluß: die innuro und äußere 
W&rmeleitungsfähigkeit und die spezifische Wärme. Die pausende Einrichtung 
d«i EsiMiiiiiMito bestellt dazin, daß man demjenigtti Eiemeot, weldiea i^er 
studiert werden soll, den Torherrsch enden Effekt zuteil werden ISBt — 

Eine völlige Unabhängigkeit von den übrigen Elementen ist nicht zu er- 
reichen; aber man wird bestrebt sein, diese störenden Einflüsse möglichst 
g-ering zu machen; und dazu wird es nötig sein, <lon in Rede stehenden 
Effekt auf theoretischem Wege durch einen bestirnniten analytischen Aus- 
druck darzustellen, der nähere Auskunft gibt über die Abhängigkeit des 
ElBdctee von allen flberlianpt in Betraebt Irommenden Elementen.** 

Die Abhandlung Nr. 7 endlioh, 186S in den Anniües de chimie et 
de phi^que, T. 66, yerOifentlißht, betrifft Neumanns noue Methode snr 
Bestimmung der inneren und äußerrn Wärme-Leitungsfähigkeit. Das Wesen 
dieser Methode besteht darin, daß nicht d«»r stationäre, sondern der mit 
der Zeit variable Zustand beobachtet, und daß pleiehzeitig der absolute 
Wert der inneren und äußeren Leitungsltihigkeit beatimuit wird. V'oran- 
geschickt ist d«r knraen Abhandlang ein Bii^ Neamanns an Badan ans 
dem Jahre 1863, wfthraid am Schluß ein Aufisata von Badan abgedruclrt 
ist^ der 1862 in der Zeitschrift Cosmos unter dem Titel; fßar l:i couduLti])ilite 
calorifique" veröffentlicht ist. Kadau sucht darin einen Überblick über das 
Wesen und dio Tragweite der Neumann sehen Untersuchungen über Wärme- 
leitung und liir Veriiiiituis /u den Arbeitcüi Anirströms zu geben. Er be- 
spricht ferner die aut Neumanus Aureguug entstandeuen Arbeiteu von 
Sehamann und Saalschftts, sowie Neumanns Beobachtungen der Erd- 
iemperator. 

Waren diese Arbeiten sur Wärmelehre wesentlich experimenteller Natur, 

die Theorie nur soweit verfolgend, wie es die direkte Anwenduns: auf 
die Beobaehtnngen erfordert, so folgt als Nr. S die rein theoretische Arbeit 
aber die doppelte Stiahlenbrechung (Poggeud. Ann. 25, 1832). In dieser 
Arbeit sind zum ersten Male die Navierschen Gleichungen der Elastizität 
anf kristallinisehe Medien ausgedehnt, und aus ihnen sind dann, unter ge- 
wissen Annahmen Aber die sechs in den Gleichungen auftretenden 
Konstanten, die Fr esne Ischen Gesetze der Doppelbrechung theoretiseh ab- 
geleitet. Gleichzeitig hatte Cauchy eine andere Ableitnng gegeben, doch 
sind damals nur die llesultate veröffentlicht, die Entwicklungen später, 
Eina der wichtigsten Resultate in Neumanns Arbeit ist das, daß die 
elastischen Glcichimgen nur dann auf die Fresnelscheu Gesetze führen, wenn 
man die Polarisationsebene, abweichend von Fresnel, definiert als die durch 
die Wellennoxmale und die Schwiagongsiichtnag gelegte Ebene. Beigeftigt 
ist der Abhandlung Nr. 8 ein groBer Teil der Erläuterungen, die der Ver- 
fasser des vorliegenden Referats seiner Ausgabe dieser Abhandlung in den 
Klassikern der exakten Wissenschaften (1896 ) beigegeben hatte. 

An diese Arbeit schließt sich eine Reihe weiterer, die in Poggendorfis 
Annalen in den Jahren 1882 — 1835 Teröffentlicht sind. Von ihnen betrifft 
Nr. 9 die Formeln ftlr die elliptisohe Folaiisation bei der Metallreflexion, 
nebst Anwendung auf Beobaditungen , Nr. 10 die thermischen, optischen 
und kristallographischen Achsen des Gipses, Nr. 11 das ElastizitätsraaS 
kristallinischer Substanzen, Nr. 12 die optischen Achsen und die Farben 
zweiachsiger Kristalle im polarisierton Licht. Hier wird der bis dahin 
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schwankende Ik-trnff der optischen Achsen zweiachsiger Kristalle fe^tpf'lfet 
und gezeigt, daü man darunter die Normalen der Kreisschnitte der Elastizitülä- 
flicke m T«ntoh«B hftt Nr. 19 bancUlt tob im cptiaobea l^oucUlm 
der swei« nnd eingliedrigeii KristaUeb 

Die umfiuigreichste, mehr alt eiii Drittel des geizen Bandes umfassende 
Abhandlung ist die in den Abhandlungen der Berliner Akademie im Jahre 1835 
erschienen Arbeit über Reflexion (Nr. 14) Der Titel derselben ist „Theoretische 
Untersuchnngen der Gesetze, nach welchen das Licht an der Grenze zweier 
vollkommen durchsichtigen Medien reflektiert und gebrochen wird^'; in den 
SeparatabxBgen lautet der Titel sntrelfe&den „Über den EuflnB der 
Kiiatillfliehen bei der Befleadea des LieliteB und ftber die Litemdtftt dee 
gewöhnlichen und ungewöhnlichen StraUs". Wie in Nr. 8, handelt es sich 
um rein theoretische Untersuchungen, aber während Neumann dort bei 
AbleituriL! d^r G*isef7e der dopj>tdten Strahlenbrechung auf die allerersten 
ITrsaehen der Erscheinung zurtlckgreift, wird hier (in Nr, 14) ein pewinser 
Kreis von einfachen Vorstellungen zugrunde gelegt, die durch die Erfaiiruug 
hflohat wahiscb^nlich gemaoht lind. Naumann b^p^ii naebdem er einleitend 
die bisherigen Untersuehnngen fiber Reflexion an nieht kristaUiniaebeii Medien 
besprochen, mit der Aufstellung der Grundsfitze, auf denen ssinr Tu Hexions- 
theorie beruhi Er laßt dabei die longitudinale Welle, auf die die Theorie 
der doppelten Strahlenhrer'h nug neben den beiden transversalen geführt hatfp, 
gaTi7 bei Seite, nimmt die .Schwingiinir als genau transversal an und dehmert 
die Polaiisationsebene, abweichend von 1 resnel, ebenso wie in der Abhandlung 
Nr. 8. Als Grensbedingungen führt er, nun TsU abwskliend von Fresnel, 
die Gleichheit aller drei Komponenten der Bewegung für Punkte der Greaa- 
fläche ein und nimmt dasn das Prinzip der lebendigen Kraft Auf dieser 
Grundlage behandelt er znerst die Keflexion an der Genze zweier nn- 
kristallinischen Mpdiori und gelangt genau zu den F resnel sehen Formeln, 
die ihrerseits duirli dio Erfahrung hestUtigt sind. Dieselben einfachen 
i'rinzipien reichen auch aus zur Behandlung der Kriätalli-eflexion. Nach- 
einander werden die Formeln für mnachsige und zweiachsige Kristalle ent- 
wickelt, nnd awar nicht nur fttr den Fall, dafl das aus einem unkrislalliniaclien 
Medium kommende Lidit an einer Kiiatallfläche reflektiert wird, sondern 
auch für den Fall der Reflexion im Innern des Kristalls, resp. fllr den Aus- 
tritt des Lichtes aus diesem. £s liegt in der Natur der Sache, daß die 
Durohföhrnng der Theorie sehr umfangreiche und teilweise schwer über- 
sichtliche Rechnungen erfordert. Diese lieciinungen werden überall bis zum 
letaten Fnnkte dnrchgefEihrt, und es wird eine große FtfUe nm Binael- 
resttltaten abgeleitet, auf die einaugehen hier hier auweit fuhren wUrde. 
Ein Teil der Resultate wird an vorhandenen Beobachtungen geprüft und 
mit der Erfahrung in guter t^»ereinstimmung gefunden. Diese wichtige 
Arbeit war nicht nur die erste, welche die Ges^trp drr Kristallreflexion 
streng theoretisch begründete; sie ist auch die eingehendste, die überhaupt 
über den Gegenstand vorhanden ist. Zu ihrem Verständnis ist in der neuen 
Ausgabe eine grOßere Beihe Ton Brlftnterungen hinzugefllgt, die gröfltenteÜs 
▼CD 0. Nenmann benrftbren, einige anch vom Verfhsser dieses BeiBittta. 
Übrigens sind auch den andern Abhandlungen dieses Bandes, wo m nStig 
schien, erläuternde Bemerkungen beigefügt, nirgends alior so /ahlreiche wie 
in Nr. 14. — Am Schluß Yon Nr. 14 sind auch die auf die Priorit&tsfrage 
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zwischen Nenmann und Mae Gvllagh besflgUchen VwMiBntlidiiiiigaii «b* 

g»drnckt. 

Die zwei letzten Abhaadlangen des Bandes sind als Ergänzangen zu 
Nr. 14 »irniaehwi. Nr. 16 Iwtrilft ein photometnMdieB VerfaLren, die In- 
tmsitilt der odtentlichen nnd anfierordentUchen Strahlen, sowie die des 
reflektierten Lichtes zu bestimmen. Daran schließt sidb eine strenge Ab- 
leitunf? der Fresnelschen Formeln für die totale Reflexion. Nr. 16 endlich 
enthält euio Reihe systematiscber Beobachtungen über den Einfluß der 
KnetallflSchen auf das reflektierte Licht. 

Die elmtliehen Abhandliuigen dieeee Bandes 4flrflea oieht aUein hietoriechea 
Intereste gewähren; wer sie eingehend itttdiert^ wird au reiche An* 
regnng auch heute noch erfahren. 

Halle a. 8., Mai 1906. A. Wamobrot. 

Dr. Otto Biermaim, o. ö. Professor der Mathematik an der deutschen 

technischen ll Dilischulu in Brüun: Vorlesimgon über mathomatisohe 
Näherungsmethoden. VI u. 226 S. 35 Figuren im Text Braunachweig, 
Vieweg u. Sohn, 1905. 

Sechs Studienjahre bat der Verf. Vorlesungen über diesen Gegenstand 
gehalten. Sein Bneh Metet eine glückliche Aoewahl ana der FSlle des 

Stoffes, der anter den Bogriff' der Näherungsmethoden f&llt, nnd ist für jed«i 
verstandlich, der die Anfaugsi,n*ande der Infinitesinuüreohnnog nnd der ana- 
lytischen Geometrie beherrscht. 

Das Rechnen mit genauen und ungenauen Zahlen bildet den Anfang. 
Bei der Multiplikation und Divieion wird anidi die Fonriereehe Methode 
aueinandergesetzt. Der zweite Abschnitt besehSfligt sich mit der Aus- 
wertung unendlicher Reihen, wie sie in der höheren Analysis auftreten. 
Als Beispielp dienen die Herpcbnung der Logarithmen und die der Wurzeln 
von ganzen Ziihleu. Die näheriingsweise Auflösung von Gleichungen ist das 
Thema des dritten Ahsdmitts. Nach ErOrtemng der graphisehen Darstellung 
einer Funktion wird gezeigt, wie man die Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung durch den Schnitt einer Geraden mit der festen Parabel y = x* 
findet, die Wurzeln einer Gleichung dritten und vierten Gnides durch den 
Schnitt der Parabel y =^ mit einer gewissen Hjperbel und die Wurzeln 
einer Oleiehung n-ten Grades durch den Schnitt der beiden Kurven 

y Jc""*, u^xy 4- a^y + a^x"~- + • • • -f U. 

Auch di«^ Mehmkesche Methode zTur graphischen Auflösung von Gleichungen 
wird austührlich dargelegt und zuletzt die Konstruktion der Lösungen eines 
Systems von Gleudinngen} insbesondere von linearen, vorgefiihrt. Dann 
fi^gt die xectomrisciie Bestimmnng der Wuieln dner algebraischen Gleichang 
mittels der Newtonschen Näherungsmethode und nach dem auf Grund 
dieser Methode angegebenen Verrnliren von Horner, Es wird noch gesagt, 
wie man die Newtousche Metbode auf Gleichungssysteme ausdehnen kann, 
und schließlich werden kurz die transzendenten Gleichimgen besprochen. 

Der vierte nnd lingste Abschnitt des Buches bezieht sich aidf die Inter* 
polations- und Diffcrenzenrecbnnng. Die Interpolation durch ganze rationale 
Fiinktionf-Ti (F»>nneln von Lagrange und Newton) wird auch im Fall© 
zweier Vertlnderiicher durchgeführt, worüber der Verf. wie über so viele 
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andere Fragen aus dem Gebiet der NShenmgsmethodeii selbst gesitidtei 
hat (vgl. Bd. 14 der Monatsbefte für tfathematik vod PliTsik). Bei der 
Interpolation durcb trigonometrische Ausdrücke wird auch einiges über 
die harmonischui Analjsat(tfen l)e richtet und der Apparat von Henrici 
unter Boiffigung einer scliematischen Abbildung erläutert. Von den zahl- 
reichen Methoden zur rechnerischen Bestimmung der Koeffizient^^n »ier 
Nüheniugsfunktion widmet der Verf. nur der Run gesehen (Zeitschrift tiir 
Mathematik und Physik, Bd. 48) eine eingebende Aosdnaadersetsang. Der 
fünfte Abschnitt »igt, wie man die Inteipolationsrechnung zur nIhenugB* 
weisen Quadratur und Kubatur verw^idet Am Beblnß dieses Ahecbnitti 

kommt die nftbemngsweise Integration der Differentialgleichung . =^ f(x^ y) 

zur Sprache. Daun folgt die Beschreibung einiger mathematischer Xnätmmente, 
s. B.' des fiecbenschiebers und des Amsl ersehen Polaxplanimeteis. Ein 
Nachtrag bringt etwas Aber Ausgleichungsrechnung. 

Ziihln i hl I' i-[)iele, die der Verf. jedesmal sorgfältig und i;:u aurch- 
führt, sind in die Darstellung eingefS^ und erleiohtem das Verstftndnis 
dieses vortrefflichen Buches. 

Bonn, April 1906. G. £owalbw8KL 

Hexmaiin Braun, Besiehungeii 6m Da Bois-Beymondschen Mittel- 
wertsataes aur Ovaltheorie. Eine mathematische Studie. Berlin, 

Georg R^^iraer, 1905. X u, 135 S. 

l)en Auscrangspunkt dieser Untersuchungen bildet das bekannte Abelsche 
Lemma über Ausdrücke von der Vovm 

Bs sa^ aus, dafi ein solcher Ausdruck unter den Bedingungen 

*o ^ «i ^ • * * ^ «« > 

Ä"< Oo, «0 + «1, • • «0 + «1 + \- a^<K 

»wischen den Grenzen €qH und £qK liegt. 

Dieser Satz wird hier in der Weise verallgemeinert, daß man die 
GrOflen Oq, a^, • • als komplexe Zahlen (mit zwei oder auch mehr ab 
swei unabhängigen Einheiten) betrachtet, wBhrend die t nach wie vor reell 
bleiben und den angegebenen Ungleichungen genügen. VersinnUcfat man 
die komplexen Zahlen durch die Punkte eines kartesischen Baumes» SO IftSt 
sich die Verallgemeinerung des A heischen Satzes so ansspredten: 

Gehören die Punkte 

«Ol «0 + «1» • • * % + *i i ^ 

dem Eigebiet ü an, so liegt 

»efle + «1% + • • • + 

in dem Eigebiet welches aus 45 dadurch entsteht, dafi man alle 

Radienvektoren mit multipliziert (Dilatation vom Anfangspunkt aus im 

Verhältnis 1 : £<,). 

Ein Ei- oder Ovalgebiet ist ein fat)f^eschlossöner) Bereich, der dio Eig-fn- 
f?c*haft hat, ilaß man von jedem seiner Punkte zu jedem andern in ^'erader 
Strecke gelaugou kauu, ohne den Bereich zu verlassen. Solche Bereiche 
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hat Herr Brunn schon in seiner Dusertaiion (Über Ovale und Eiflächen, 
München, 1887) studiert. In seinen späteren Arbeiten übtr diesen Gegen- 
stand berührte er sich dann z. T. mit Minkowski| der die Eigebiete tiir 
die ZahlenthAoiia yerwerteie. 

Um die oben angegebene VemUgemeinening des A belachen Lemmaa 
aaf einen möglichst genauen Ausdruck zu bringen, hat man für (£ d&a 

engste Eigehiot einzusetzen, welches die Punkte rt^,, 0(,+aj, •• , a^-f a, -j |-ö, 

enthUlt. Dem Gebiet gehört dann, wie der Bruunsche Satz aussagt, 
der Punkt t^a^ -{- e^aj -|- • • • -f sm. Wann liegt der Punkt auf ier 
Begrenzung yon «oQ? Herr Brunn gibt die notwendigen and hinreichenden 
Bedingungen für das ISütteten dieses besonderen Falles an. Die dabei be- 
natzt^en Hilfsbetrachtungen sind auch an und für sich von lutoresse. 

Sieht man von der Voraussetzung ab, daij ciie £ positiv und mit 
wachsendem Index nicht zunehmend sind, und fordert nur, dafi sie eine 
monotone Folge bilden, so entsteht ein Satae, bei dessen Formnlienuig Herr 
Brunn sich des Begriffs „Pnnktsumnierigebiet" liedient Addirrf man auf 
alle mügllLlicn Arten einen Punkt a des Bereiches VI und einen l'uiikt b 
des Bereiches 59, m entsteht „das Punktsuinmengeliict aus und iö". 
Herr Brunn bezeichnet es mit ^ -j- Sind U und Eigebiete, so ist 
aneh V -f ® ^ solches; flberhanpt ist AK -f* ^ Bigehiet, wenn l 
und (i beliebige reelle Zahlen bedeuten. Der augekt\iidigto Sats sagt nnn 
aus, dafi der Punkt t^a^ + H~ " ' + ^ifim dem Eigebiet 

angehört Auch hier unteranoht der Verfasser genau, wann der Punkt auf 
der Begrenzung des Eigebiets liegt. 

Im zweiten Abschnitt wird sozusagen n unendlich groA angenommen, 
d. b. es werden unendliche Reihen vou der Form 

betrachtet, wo die a wieder komplexe Zahlen (mit irgend einer Anzahl von 
Einheiten) und die c positiv sind und den Bedingungen Cq ^ ^ C| ^ * " 
genügen. Wenn / . . . \ 

OD 

existiert, so konvergiert die betrachtete Reihe und der ihrer Summe ent- 
sprechende Punkt liegt in dem Eigebiet ««(S, wobei <E das engste die 

PünWe , , , 

"o' '^0 + ''o + '^1 "T f's, • • • 

enthaltende Eigebiet ist. Nimmt man nur an, daß die s eine monotone 
Folge bilden imd nicht nach + oo oder — oo konvergieren, so zeigt 
sich, daB der Punkt (qO^ + CiOj + «sO, + • • • dem Eigebiet 

{sq — £ j Ii; -f £(5 (f = lim f J 

angehört. Auch diesmal wird eingehend untersucht, wann der Punkt auf 
die Begrenzung des Eigebiets l&Ut. 

Im dritten Abschnitt kommt der Gegenstand «ur Sprache, den der 

Titel der Schrift ankflndigt. Es ist bekannt, daß der Mittelwertsatz von 
Bonnet, du Bois-Reymond, Weierstraß aufs engste mit /h rn A heischen 
Lemma zusanunenhängt. Dies führt dazu, eine Verallgemeinerung dieses 
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Mitielwertsatzes zu suchen, die in deraellNni Be/.iehang zu der Brunnsolien 
Veral]gPTnp''nr>rung dps schon Lommfts steht. Der Wrfasser beschrünkt 

sich hierbei auf di« Ebene, Es sei t eine HilfsverSladerUche, die das Inter- 
vall t') durciiiiiuft, und 

sei «in stetiger und rektifizierfa«m KumnlM^vii. Fsnunr tt\ f{x, y) » 
eine positiTe Funktion, die nie snnitumt, wenn f von nach ^ gah^ 
0 komplexe Fnnktion fon x und )/ derart» daß lUe im folgenden 
auftretenden Integrale einen Sinn haben. Dann gilt die Formel 

wo Oj, ^ «j + «2^1 i'*^ und '0 = ^ ^ 's ^ ' • diese FoiTnel aus 

den Hesuliatcn des ersten Abschnitts /.u gewinneu, muß man noch zeigen, 
daß das engste Eigebiet, welches den stetigen Kurvenbogen 

(st 



£ 

eoth&lt, von den Sehnen des Bogens erzeugt wird.^) 

Fflr den Fall, dafi man f{x, y) nur ab redl und lings des Integratioos-* 
woges monoton Toranssetiti stellt Herr Brunn folgende Formel auf: 

tmt l^t^ 1 = /, 

(«) / rgd0 - (x(0 - x(0)(« ßäM-k-ß fgds) 

( = (, ( = /. 

+ X(0(« ßät + ßjgdzy 

WO a, ^ ^ 0, a -\- ß = \ ist und fg, in (/q, /') liegen, ifan kann 

abfr «linkt nus (1) eine viel einfachere Formel gewinnen. Unter den hier ge- 
machten Voraussetzungen genügt nämlich die Funktion —/}:(;[(/') — x(^)) 
der Bedingung, längs des Litegrationsweges positiv nnd nie snnebmend an 
sein. Man darf sie also an Steile von f in Fonnel (l) «naetMO. Dann 
erbttlt man aber: 

( = C («(, <-<, 

(=f, f = f. 

An Sttillü der vier Grüßen /j, ^j, /j, hat mau hier nur zwei, üelerent 
hat unabhängig von Herrn Brunn nnd vor dem Erscheinen der vorliegenden 

1) Einen Beweis dieses Satzes hat Referent schon vor Herrn liruiiu iu einem 
Aufsatz in Ud. 117 des Crelleschen Journahl gegeben (ß, M9). Er iit reprodntiert 
in Bd. 14 di«Ms Jahieeberichto (Ö. 86 ff.). 
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Studie, deren Vorrede um Weihnachten 1904 geschrieben ist, eine etwas 
uiitait Iftatondft Vemllgeoieuieraiig des Weierstrafischen Hittelwertsatses 
auf der Breslaner Natiii^rscfaerveraiuiiiitliuig Toi^trsgen (vgl. dieiea Jahzee- 
bericht, Bd. XTV, S. 86 C). Diese VetaUgemeuieraiig Iftfit siäi dweh folgende 
Formel ausdraeken: 

(3) fz(t)rm - rm + «t fym] 

+ x(0[«i/ kW*** + «I jT 

ist eine komplexe Funktion von i. Ist der Brnnnsche Integrationsweg 
f ™ 9 Tif) -ft !/;(/) so beschaffen, daß il'f'* stetige Ableiinngen haben, so folgt 
aus (3), wenn man y{()=^g{x^ f (fjj setzt, sofort die Formel (2'). 

£s wure aber falsch, die Autsteiluug der Formeln (l) und (^2J (und 
noch sweier uiderer Veiallgeiiieuierungen des Bonneiielieii ond des Weier- 
straSsehen Sataee) als das Hauptergebnis der Brnnnsoheii Arbeit su be> 
trachten. Der schwierige Teil seiner Untersuchungen fUngt erst an nach 
AufistelluDg dieser Formeln und bezieht sich auf das „Randproblem^*, wie 
er es kurz nennt. Wir wissen, daß die linke Seite der Formel (l) einen 
Punkt des Eipebietes (5 darstellt, welches man erhält, wenn man rechts die 
Größen a^, «, und /j, Tinua- Beachtung der Bedingungen 

Oj, «j ^ 0, + «j = 1, ^ 'i ^ 's ^ 

Tariieren läßt. Wann tUllt der Punkt auf den Hand von G'? Die analoge 
Frage kann man ])ei (2) stelleu. Uerr Brunn erledigt sie mit alier nur 
wünschenswerten GründJiciikeit. 

Bonn, April 1906. G. Kowalewskl 

H. Foinoarä, Membre de Tlnstitut, der Wert der WiseeiUMdiAft 

Autorisierte dfiit<(he Ausgabe von E, Weber. Mit Annierktingen von 
H. Weber in 6traÜKu.- i. K. -JiO S. 8. Leipzig 1906, B (J. Teubner. 

Allen denen, die in Deutschland der Entwicklun«,' der mathematischen 
und physikalischen Wissenschaft und ihrer stets enger werdenden Beziehung 
zur Philosophie und zu den Geisteswissenschaften Interesse entgegenbringe u, 
wird das Erscheinen einer deatschen Ausgabe von dem neaesten Werk des 
geistroUen Fransosen willkommen sein, der selbst unter den Förderern der 
Wissenschaft unter den vordersten steht, wfthrend er andererseits mit 
Scharfsinn den Quellen und logischen Bedingungen der menscbliclien Er- 
kenntnis naclispürt. Das vorliegende Werk hat ähnliche Ziele wie das 
gleichfalls in deutscher Übersetzung erschienene Werk desselben Verfassers 
„Wissenschaft und Hypothese^', bietet aber ein für sich ai>g< »chiossenes Ganze, 
dessen Verständnis dnzoh die meisterhafte Spiaehe und die kunstvolle Dar- 
stellang auch dem Laien xug&nglich ist Der Verfasser gibt im ersten 
Tal eine Darlegung seiner Anschauungen, wie in uns die Vorstellungen 
Ton Raum und Zeit entstanden .sein könnten. Der zweite Teil enthalt eine 
Darüteliung gegen w&rtiijen Standes der Phy.sik und der l)esonders dureh 
die neuen Untersuchungen über Elektrizität hervorgerufenen Kiisis, in der 

jAbnabflridil d. OeutMhau M«(bemu-Vttr«aa(ruDg, ZT. Hafte. S3 
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die frtlher für ToUstiDdig geBichert gehaltoieii Prmi^iMi ins Wuikeii 
raten sind, und die merkwilrdigerweue auf die philoflophiachen AsaeluHiimgen 

der Zeit zurückgewirkt haben. Auch der Laie wird eidi ans dieser Dar- 
stellung eine richtige Vorstellung von dem Inhalt der Fragen, um die es 
sich dabei handelt, bilden Icimuen. Der dritte Teil ondlich miiT^flet wieder 
in den Anssriingspuukt ein und kehrt 7.n der durch den Titel des W erkes 
gestellten Frage nach dem Wert der Wissenschaft zurück, indem er das 
Yerhlltais der WisBensobaft mr Wiridiahkeit einer TJntarauohiuig unterwirft. 
Die der detttsehen Ausgabe beigefügten Amneilnuigen haben teils den Zweck, 
Einzelheiten, die dem deutschen Leser vieUeicht weniger zur Hand sind, zu 
erläutern, teils die behandelten Fragen noch aus «nem etwas anderen Ge* 
Sichtspunkt zu betrachten. 

Strafiburg i. £. • H. Wbbbr. 

Otto Viaelier, Dr. pbiL et med., Professor an der UniTersitftt Leipiig. 
Theoiettflohe Grundlagen fOr eine Mechanik der lebenden Körper 

mit speaiellen Anwendungen auf den Meneohen sowie auf einige 
Bewe^ingsvorgänge an Maschinen. (A. u. d. T.: B. G. Teubners 
Saiumlung von Lehrbüchern auf dem Gebiete der mathematischen Wisüen- 
schaften mit Einschluß ihrer Anwendungen.) Mit 67 Textfiguren und 
4 Tafeln. [X u. 873 S.J gr. 8. Leipzig 190G, B. G. Tenbner. 

Dnrdi seine Arbeiten über die Medtanik der Idienden Körper sah 
sich der Verfasser genötigt, unter anderen sonScfast aUgemeine Unter« 
sudrangen übw die Kinetik Yon Gdenksystemen mit beliebigen Freiheits- 
graden anzustellen: denn die r.ahlreichen Arbeiten, welche über die Kinetik 

der bei den Maschinen verwendeten (Jetriebe vorl!iir'>n, konnten der ünt^r- 
suchung der ;illgomeint;u «*giiedrigen (Jelenksystenif verhültnisiniißii,' wenig 
nützen, da sie sich nur mit einem ganz .speziellen Falle, dem der zwaug* 
läufigen Gelenksysteme, beschäftigen. Das Torliegende Buch gibt nun eine 
zosaromenfassende Darstellung der Untersudiungen des Verfassers fiber die 
Kinetik der Gelcnksysteme und xeigt an einer großen Reihe YOn An- 
wendungen auf die Bewegung«- und Gleiclig('wiclits/u>;t;inde des Menseben, 
daü dieselben die allgemeine Grundlage tür eine Mechanik der lebenden 
Körper bilden können. Um den Umtaug des Buches nicht über ein ge- 
wisses MaU zu vergi'Ößern , ist dabei alles, was sich nicht auf die Kinetik, 
sondern nur auf die Kinematik der organischen Gelenke und Gelenksjsteme 
besieht, aufier Betracht geblieben. Infolgedessen haben s. B. die eingehen- 
den Untersuchungen über qiezielle Gelenke des menschlichen Kdrpera, 
welche von di-ni Verfasser zum Teil noch tr^^f^f^'iusam mit W. Braune an- 
gestellt worden sind, in dem Buch keine Berücki>ichtigung gefunden, da sie 
in keinem direkten Zusammenhang mit den hier mitgeteilten kinetischen 
Problemen stehen. So blieb denn nach Ausscheidung der „Kinematik 
organischar Gelenke und Gelenksysteme**, welche demnAdist als besonderes 
Buch erscheinen wird, ein in sich geschlossenes Gebiet tOixig, das die all- 
genuine Kinetik und Statik der oi^nischen Gelenksysteme um&ßt. Da 
die ganze tierische Organisation in erster Linie die Oliederbewegungen des 
lebenden K< rfnrs zum Zwecke hat, so ist das vorliegende Buch /uk i< !!st 
den Medi/.ineni, insbesondere den Physiologen und Anatomen, sowie auch 
den Zoologen gewidmet. Es ist daher in damselbeu der Vei-such gemacht| 
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die nuthoDDiiliMli«!! AbleituiigMi so elenuiitar m lialtea «nd die ReBDlttto 
dmrselben in so ansohaulioher Wm danurtelleii und su dent», daB sie 
axtcb dem Nichtmathematiker leicht verständlich sein werden. Das Buch 
ist aber in gleicher Wim«« fftr den Mathematiker und Physiker von Fach 
bestimmt. Es soll ihneu eiuen £iiibliok gewähren in die Aufgaben, welche 
die Bewegungsphjsiologie der lAaduatk ttelh, und in die Metliod«!, neoh 
denen die letiteren diese Angabe m lOsen imslande ist SoUieMeh dftrfle 
das Budi auch das Interesse der Verfottter der technischen Mechanik erregen. 
Die angcftthrten Beispiele werden zeigen, daß dio npu^n Mpfhoden fatsAchlich 
für die Lösung mancher Probleme der technischeu Mechanik von einigem 
Nutzen sein können. 

Leipzig. Otto Fibchbr. 

I*. Krfiger, Abtpilnnp-ivorsfpher um Köiiigl. Cteodätischen Institut zu 
Potsdam. Zur AuBgleicliuug der Widersprüche ia den Wiakel- 
l9ediaBiUigBi^«l«lniiigen trigomimetriMhmr Netie. (Veröffentlichang des 
Königl. PrcuB. Geodätischen Institnte. Keoe Folge Nr. 36.) [II u. 34 8.] 
Leipsig 1906, B. G. Teubner. 

Wenn zur Ausgleichung eines tnL'ononK'frischen Netzes Richtnnp-s- 
vorbesserungen erforderlich sind, so lass» u m( h aus den Normalgleichungen 
die Korrelaten der Winkelbedingungsgleichungen im allgemeinen nicht in 
einfacherer Weise als mittels des Oaufieehen Algoritiunns eliminieren. Es 
gibt jedodi viele Ftile, in denen man schneller und leichter zum Ziele ge- 
langt*, wenigstens wird man sehr höufig die Darstellung der KoiTel:iten 
der '/u den Wink&lgleichungen gehörigen Nonualgleichuugen auf die Auf- 
lösung weniger Gleichungen zurückführen können. Man zerlegt die NetzGgur 
in der Weise, dafi man auf ibre Teile die AuflOsong der Normalgleichungen 
spezieller einfacher Formen von Dreiecksnetzen anwenden kann. Als eine 
solche Form dient das Zentralsysteni mit einer SeiteTigleichung Für dieses 
werden zuerst die Normalgleicbungen aufgelöst, die den Winkelgleichongen 
entsprechen, in denen die Bichtungsverbesserungen zunächst mit verschiedenen 
Gewichten angenommen werden. Hieran sdilieBt sich die Auflösung sämt- 
licher Normalgleichungen des Zentralsjstems nebst Berechnung des mittleren 
Felders einer Richtungsbeobachtung und Bestimmung dos Gewichte einer 
Funktion der Verbesserungen. Sind die Gewichte einander gleicii, so kommt 
man zu sehr einfachen Formeln. Aub der Auflösung der Normalgleidiongen 
für das Zentralstem lassen sidi nun leidit die Formeln f&r die Korrelaten 
bei einer einfut-h zusammenhängenden Dreieckskette ableiten, die hier als 
zweite nmndform benutzt wird. Als dritte Form ist noch eine Kette von 
Vierecken mit Dia<rona1ricbtuniTen gewählt wordm, für die sich die Kurre- 
laten der au.s den Wiukelgleit-hungüu ent^^priugeudeu Normalgleicbungen 
leieht durch die Widersprüche ausdrüdcen lassen, wenn die Riehtungs- 
▼erhesserungen gleiche Gewichte haben. Die Anwendung dieser Autlösungen 
wird an einigen Beisjiielen gezeigt. So werden die /u den Winkelgleichimgen 
gehörigen Normalgleiehungen aufuelöst l»ei eiiior Dreiockskettr und bei 
einem Zentralsystem mit Diagonainchtungeu, bei Netzen, die aus /.wei und 
drei Zentraliiystemen bestehen, femer hei einer ans einer Kette tod Drei» 
ecken und einem Zentralsystem zusammengesetzten V'ignr und endlich noch 
bei einer Kette von Viereoken, in denen anfier den Vierecksdiagonalen auch 
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andere Ycrbindungslicicn beobachtet sind. Sind die Net/.figurcn niebi sehr 
anagedebnt, ao kann man blnfig ndi Vorteil mittels des angegebenen Ver> 
fnbniis die sogenannte ScUeiennaehemhe Methode der WinkelaasgleicSuuig 

anf die Ausgleichung von Bichtungsbeobachtungen übertragen. Besonders 
an«rehracbt ist jedodi diese Auflösung der den "Winkelgleichungen ent- 
syircchenden Normalgleiohungen, wenn die Bedingungsgleichungen des Netzes 
abwechselnd in zwei Gruppen, den Winkelgleichungen und den zu diesem 
Zwecke uiugeioriuten Beitengleichuugen , ausgeglichen werden, oder wenn 
man sicih des AnnSherungsverfifüire&s bedient, bei dem ment nur die 
Winkdgleidmngnn und dannf die Seitengleiebtmgen aii«geglidien w^en« 
wobei die letsteren bekanottiöh duroh Oleiehsetsnng der gegeneeitigea 
Bichtungsverbesserungen za TenutfiMshen sind. 

Potsdam. L. KnOonn. 

of ICathematios. In die Redaktion der Annais of Ifothematia 

tritt vom r!?A(^hsten Bande ab (Oktober d. J.) Professor (i. A Blis? ein, 
und zwar au die Stelle von Professor H« S. White, der ausgetreten ist. 



2. Bücherschau. 

DaniKi, {i,f 11 Bitstoma (ii coordinate neirorario giafico dei treni; studio geometrico* 

analitico. 21 p. Fadova 1906. 
FaBbinder, C*^ Theorie et pnAiqQe dee approadmationt nom^nqnee. VI, 91 

Paris lOOR. Fr. 3 — . 

Hartwig, J., Die iSltze von Faecal und Bxianohon auf der Kngelflftohe. 11 S. 

Wien- Neustadt 1905. 
HSfler, A., Vorsdüftge m dner seitgemftBen Umgeitaltung dei maihematiadiea 

Unterrichts an den OBterreichlBchen Gjnmaeien und BMltchulen. m, 15 8^ 

B. G. Tcubner, Leipzig u. Berlin I9(>e,. 
Uollefrennd, K.^ Die Elemente der Idechauik vom Standpunkt« des Hamiltonschea 

Prinzips. 9. Teil Prognumn. SS 8. Mit 2 Tafeln. Betliu 190«. JL l.~. 
KleiBy F.f Über lineare Differentialgleichungen der zweiten Ordnung. Yorlesong. 

Aufigearbeitet von E. Ritter. IV, 624 8. B. G. Teubnrr. Leipzig 1906. JLi.fO, 
Lamb, H., Hydrodynamics. 3"* edition. Cambridge 190(i. 8.20.—. 
Love^ A. E« U., Treatise ou the mathematical theory of elasticity. 2"*^ ediUoiu 

Cambridge 1906. s. 18.~. 
MSllers, ß., ÜLor Normal fly^tome, die mit der Botationa- nnd Sducaabenflidie der 

Traktrix zuäammonhangen. 86 8, Diescrt. Münster. 
Knir) T.) Theory of dedeterminants, in the historical order of deTelopment* 

9. edition. 504 p. London 1906. 18. ~. 
Plaaeky M., VorleBangen Aber die Theorie d« Wfttmeitralihuig. YHl, 919 8. m. 

6 Abbildungen. Leipzig 1906 7. — 
Scbreber und Springmann, Experimentierende Physik. Zugleich vollständig 

umgearbeitete deutsche Ausgabe von Henri Abralkaant Becueil d'eKpdrieneei 

eli'niontaires de phyeique. 2 Bände, U. Band. Hit 450 Abbildungen und 

einfarbiger Spektxaltnfel. V, 367 S. Leipzig 1906. 8 — . 
8teckelherg, H., Die Elemente der Differential- und Integralrechnung. 4$ 8. 

B. G. Teubner, Leipzig u. Berlin 1906. JC —.80. 
Tanner jr^ J., Le^ns d*alg6bre et d*aaalyae, k TnMge dee ^ves dee dasiet de 

1 ir-M-matiques sp<5cialos. T. 2. Paris 1906. Fr 12 — . 
Thorntou« A.O., Muthrmatirul lirawing iustrumonts and matcriala, and also matsrials 

for copyinpf tracins^ by phofcography etc. 252 p. with figuree. London 1906. JCi.—- 
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Toft, H., El<imente de math^matiqQes mipAienrM« k rtm^fe des physiciena, chi- 
miite« ei Ingenieurs, et des äl^ves des facultas des sciences. 3^ edition. Paria 1906. 

Werkmeister , P. , Graphische Tachjmetertafel tVlr «Ite Kn-ietoilunp Entworfen 
für EntfematiKen von 5 bis öUO m und für Hühenunterecbiede von 0,1 bis lO m. 
12 S. 4^ Stuttgart 1906. Mit Zelluloidstab. JC 4.60. 

Wltym», M. Nocmal iUndoiui in MiknMDtetive geomalru»il fenni. lOS p. 
with fignrefl. Jowa City 1906. 

H'lnUr, A., i'hi'v die logarithmischen Gronz.fälle der hvperpeonietriflc hen Differential- 
gleichung mit 2wei endlichen singnlären Punkten. 74. ä. Ditssert. Kiel 1906. 

liiiler, K., Liniengeom«taae mit Mwendmigeii. IL Buid. Mit S4 Ftgazen. YU^ 
252 S. Leipzig 1906, JC B.--, 

ZAblke, F., Ausführung elementargeometri^tchcr Konntruktionen bei img0iutigien 
LageTerh&ltniMen. 46 ä. B. G. Teubner, Leipzig u. Berlin 1906. 



3. ZeitschrlftaiBohaTL 

(Von dem Inhalt der 7( it«* lirift' n werden nur die Axifsätze erwähnt, welche dem 
(üt'biete der mathematischen Wissenschaften angehören ) 

Jeirnel für die reine nnd angrewandte Mathematik. Band 131. Heft II. 

Mertens, Über zyklische Gleichungen. Busche, Über Gitterpunkte in der 
Ebene. Stephanos, Sur les forces donnant lieu ä des trajectoircs coniques. 
Leadfberg, Bemerkungen nir Theorie der algebiftuM^en Enrven. 

MmeUnngen der HattarfoncheadeB OeiellsehnfL Bern 1906. 

Dro2-Farny, Sur l'hyperbole d'ApolIonius. Graf, Beiträge zur Biogn^phie 

Jakob St-oinen» BriefM-pchol von Tdidwif^ Schläfli und Arthur Cayley. 

Koaatshefti für Matboniatik und Physik. 17 Jalirgang. S Vierteljahr. 1906. 

Gm einer, Otto Stolz, Nachruf. — Berger, über die zur dritten Stufe ge- 
hlhigen hypergoometritdien Intflgrale am elliptischen Gebilde. — Tanber, Ober 
die unveUatAndigen Gammafonktionen. — Nielsen, Notiz über die Kugel- 

fnnktionen. — Cardft, t >»er einf Schar driMVl-ciriger algebraischer Gruppen dor 
Eb«ne. — Biermann ( 1 - r ^i wiöse lineare 1 raiinlormationen. — Literaturberichte. 
Zeitschrift für Mathematik und PbyHlk. 63. Band. 3 Heft. 

Radakovic, Über die theoretische Behandlung des Problems der störenden 
Lokomotivbewegnngeii. — Linsenmann, Die elaetische Linie der Gehftnse von 
DrehHtrommaschinen mit großen Durchmefi^i'rn. — Wittenbaner, Dynamische 
Kraft pUine. — Anfrat:;»' — Abhandlnngöregiater 

ZeitMchrift fUr raathcmatiitcben nnd naturwbsenschaftiichen Unterricht. 
37. Jahrgang. 2. Heft. 

Hftbler, Die Ananahmaloaigkeit beim Definieren trigonomettiacber Fnuktionen. 
Bodeniiedt, Dae Beidhnmgeproblem des ApoUonius. SchQlke, Über die Ein- 
führung negativer Zahlen. Frenzel, Nene » leraentare Ableitung der Formeln zur 
Bestimmung der Haupt- und Brennpunkte einer Linse. Aufgabenrepertorium. 
Liteiariidie Berichte. Biehter, IHe Refenn des malliematieehen Oymnaaial- 
onterrichte durch die ÜnterrichtikommlMion der Gesellschafb Dentacher Naturforscher 
und Arzte. Tl'">f!or, Vorpohlägo zu einer zeitgemäßen l'mgestaltung des raathe- 
matiKi-lien l'nt<!mcht8 an den ("isterreicliiscluii <TvrnnaHit'n und h'ealschulen. 

Zcltdchrift für mathematischen und naturniiiseiischartlivheu Unterrieht. 
Vt. Jahrgang. 8. Heft. 

Sohfilke, Über die Reform des mathematiaehen Untorri<^ts an bftheren 

Schulen. — Keferstein, Eine gemeinsame Methode zur LöHung der Gleichungen 
2., 3. und 4 <inidei< — Nanne, Das Raumverhältnis des konkaven und konvexen 
Umdrehungttparaboloids bei 2r-Höhe. — Schreiner, Kin Satz der Scbulgeometrie. — 
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Soi, Zwei diophantiicbe Gldohimgen. — MatthioBsen, M«riiwtiidige Zahlen* 

reihen. — Anfgabenrepertorium. — Liierarische Berichte. — RkdagogiBche Zeitung. — 
Leitzmann, Arithmetik und Algelirii in den höheren Schulen Frankreichs. — 
Schotten, Der naathemaUnoh-iiaturwigiieDBchaflliche Unterricht an den seciu- 
klassigen RealaehnleD. 

Anaales de PEeole HonMl« tupArliwre. SMm idrie; tome n. Ann^ It05. 
1 Ootobre ä Sl IMeemlnre. 

L. Raffy, Recherches eur les .surfiices isotliermi(}ues Tsuitel. - P. Boutroax, 
Fonctions mtiltiforrnns ä iine infinitt'^ de bniuches. — K. Picard, feur Ii'H «'qnatioD8 
linüaire«! hux derivees partielles du second ordre. — Ch. Riquier, Sur l'integration 
d*uii tyst^me d'^aationt aus dtSriTiJes partielle« anqnel oondoit T^^lnde dm 
d^naatioiu Gnies d'uu miliea contina. — A. Davidogloa, Btade de r^naticn 

diff^renüeUe [o (x) ^'^^ =- ii<p(«) y. 

— 3i«mo Serie, tome 23. Aoaee 1906. 1 Janvier k 81 Mars. 

E. Berel, Bor let piincipet de la thterie dn^tiqne des gai. — L. Leau, 
Etüde sur Ics fonctions enti^rM oiienttSes, d*otdte aon entier. — D. B. Cartiii, 
Sur la theorie des fonctions hjperg^mdtriques. 

AaiuüeB de la FaculM dei MleBeea de l'UnlTenil^ de Touloase. S<*n* säiie; 

tom© 6. 1904. 

A. Liapouuov, Sur la stabilite des tigures «Uipsoidales d'equiiibre d'un 
liquide aDim^ d*mi monvement de xoteftioii. — B. Gonrtat, Sur an pcobltaie 
felatif la theorie des ^qoatiotis auz d^riv^ partielles du second ordre (second 
memoire). — A. Nodon, Recherches exp^rimentales sur Ipb clapnts älectrolytiqueg. 

— Ii. Bourget, Sur le th^oreme de Poisson. — H. Bouassc, Snr \ea modale« 
d'^laeticit^ de taMctien du eaeniehone Tnloaiuid. — B Maillet, Sur les dqoatioiii 
de la Geometrie et la theorie (Kb substitutioilS entte H leltres. — W. Steklov, 
Theorie gi'iitTiilo iIor fonetioiis fondameatales. 

2Wino gorie; tome 7. 1905. 

E. M. Petersou, Sur Im relations et les al'iinit^s entre les surfaces courbes 
[tradoit du msse par E. Cosserat]. — K. M. Petorson, Sur les oonibes fcraete 
81» les matiMO» [tradaii da msse par B. Cosserat et H. Frenkel]. — K. M. 
Ppterson, Sur la deformation des surfaces du second ordre [traduit du russe 
par K I):iv Hiix\ . K. M. Petersen, Sur Pintägration des <5quations atix rlf'rivf^ 
partielles ^txadmt du lussc par E. Davaaz]. — D. Pompeiu, Sur la coutmuitc 
dee f4mctioiM de variables eomplezes. — H. Booaeee, Sur lee rndtanz da fype vis- 
queox. — W.Ermakor, Gronpee detnnefofinationscontinw,iiomoxpbeeholo^driqaM^ 

Bnlletlii astroDomique. Tome 22. [Novembie— Oteeaibn 1906.] 

L de Ball, Roclicrches de Scbwarzschild concemant sa d^termination des 
grandeurs photograpbiques des etoiies. — H. von Zeipel, Sur rinstabilite da 
monvement des com^s. — Jean M aseart, Oavins ei TA^rolabe (soite). 

BnlletlM a»tronomique. Tome 23. [1 Jaovier k 80 Avril 1906.J 

M. Loewy et P. Pnisenz, Sur la m arohe de la solidification a rintäiear des 

planetes. J. Maeeart, Clavius et l'Astrolabe (eoite). — H. Andoyer, Sur Icqui^ 
libre relatif de »i corp». — H. Ronrgct, Remarque sur la determination des orbite« 
circulaires. — H. Andujer, Sur les Solutions puriodiques voisines des poaitions 
d*4qnilibre lelatif , dans ie probl^e dee n corpe. 

€oBteB rendn des «teneei de l'AMddale dee MteoMSy tone 141 (snito), 
1905 lecond eemeetre. Nob. 18 k 86. 

P. D u h e m , Sur les origines du principe des dt'placements virtuels. — P.Painlevi?, 

Sur le» loip du frottement do glissoment. — K. Puchs, Sur quelques <^quation* 
differeutieiics lincaires du second ordre. — S.Bernstein, Sur le» suri.vces uuuuu». 
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— J. Jantiett, Observation de Tf^clipse totale du 30 aoüt 1906 ik Aleosebre (Espague), 

— J. Jauasen, Sur la cr'ation d'ane association internationale pour Ich t'tudcs 
golaixes. — £. Stephan, Obaervation de r^clipae totale da noleil du äü aoüt IWö 
k Guelma (AJgMe). — • G. A. Miller, Groupes eontaiaiit pliuiears op^tiona de 
Tordre dcuxieine. — Hourge t etMontanger and, Note pr<51iminaire sur Tobservation 
de r^cUpse totale du soleil da 30 Aodt 1905. — J. Comas Sola, Obaervatioiis soi 
l'^cUpM totale du toleil da tO AoAt 190K. — G. B^monndoa, Sur Ice fonetioDs 
■rjent an nombre fini de bnuidiee. — Aaric, Sur le calcnl d'unc arcbe en 
ma^onnerie. — II. Poincarö, Rapport nur un meniolrt- de Bachelier intitul»': 
Lesprobabüitöe coutiuueB. — F. Eieiz, Sur Im ensembles discontinus. — Y. CriSmin, 
Recherche« aar la gravitation. — Ch. Goldsiber, Uo erikerion pour Fapplicatira 
de la loi de mortalit<^' de Gompertz-Makeham. — Ringelmann, Sur le travail 
m^caniqne fourni par les moulins ä vent. — P. Boutroux, Sur les relations 
recurrenti's convergentes. — Ii. Pad^, Sur le» roduiteü d'une certaine cat^gorie 
de ÜDactions. — G. ZempK*n, Sur l*impo8Bibilit^ dei ondes de choc n^gatit' dan« 
les gas. — J. Hadamard, Remarques an sujet de la note pr«-c^ente de G. Zemplen. 

— y. Gremien, Becherches sur la gravitation. — M. Stujvaext, Sur les con- 
gruencea gauchoi. — Zoretti, Sor le d^veloppemeat d*aiie fondiQii analytiqae 
nnifonne en produit infini. — P. Helbronner, Sor les triangulaÜow gtfod^iqaei 
compl^mentaires des hautes rt^gions des Alpes fran^aisep, (trojsi?»me campagne). — 
A. Krebs, Sur ua Irein djnamom^trique destin^ a la mesure de la pxiissance des 
moteaxs. — P. Dobem, Sar l*inipoMabiIiM dee ondes de eboe negatives du» les 

— Maurice Frdchet, Foraiule trinterpolation des fonctions pf'riodiqueB coiitinue«. 

— H. Pade, Sur \es däveloppements en tractiona coutinues de la fonction Fih, l,h', u) 
ei la g^neraliaation de la tb^rie dea sph^riques. — Edouard Hussen, Sur uu 
tb^oreme de Henri Poineairö relativement au mouvement dVm solide pewni. — 
Maurice Kn-obut, Les enscmblea des courbes continues. — H. Lebesgup, Rur 
la divergence et la convergence non-uniformes des seriea de Pourier. — Edgar d 
Tnffoareea, Sur le coeffieient d^itilisatioii des b^Iicopt^re«. — Jean Haiasses, 
Sur la difTerence de poteotiel soas latiuelle »ont produits les rayons catbodiques. 

— Herl ri Cbn'tien et M. Stefano vsk a , Rfoherchea statintiqucs sur IVvolution 
du la taillo du lin. — C. Guicbard, Sur la dtjt'ormatiou des quadriquea. — K. iielot, 
Sor la loi de Bode ei les inclinniMns des orUtes plandtaires snr P^ptiqne. — 
Mural Brillouin, Inertie des ölcctrons. — IT. l'add, Sur la couvergence des 
fracttous coutinues r^guli^es de la fonction 1. h\ u) et de ses däg^ueres- 
eenoes. — W. Steklov, Sar le pvobUme du moaveurat d'nn ellipsoTde fluide 
homogene dont touteslespncliess*nttjrent suivaiit la loi de Newton. — A. Boulanger, 
Theorie de l'onde solitaire qni ne propage le long d'un tube ^laatiqtie liorlzontal 
(voir anssi l errata p. 1272). — A. Demouliu, Sur les surfaces isotbermiques et sur 
one el ass e d'enveloppea de spbtees.— C.Carnih^odory, Snr quelques g^n^ralisations 
du tb(^oreme de K. Picard. — W. Steklov, Sur le mouvement non stationnaire 
d'un ellipsolde Huide de revolution qui ne change pae sa figure pendant le mouvement. 

— J. Ciairin, Sur uue traiidformatiou de certauiea equatious lixieaire« aux d^riv^ 
pnrtieUes da seoond oxdre. 

I/Boselgaeaient ■ath^matlque« Vm* Ann^e. No. 8. 

Bobynin, Methode cxperimeutale dans la acience des nombres etpriucipaux 
n'sultat.i obtenu«. Andrade, (it'ometrie appliqni'o; la tbeorie des rotation« et le 
uiveau u bulle. Carvallo, 6ur la convergence absuluc dea series. Jamet, Sur 
an d^eloppement en s^e entitoe. Comb^bine, Sur les ^Uments de In tiitorie 
des ensembles ordoiini's, Pompdiu, Sur unc cxtension possible de la notion de 
vraie valeur. Kürschak, Sur l'irrt^ductibilit^ de certaius determinants. Richard, 
Constdtfrnüons snr rastronomie; sa place insulBsante dans Iw divers degriSs de 
renseignemeni EnqoM» sor In m^ode de bnTnil des mntb^mntleiens. Lea räsnltnte. 
Hdinnges et ConMpondnaee. Chnmiqne. Bibliographie. 
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Jottrail de I'Eeole polyteehniqne. 2i*>>>« s^rie; cahier 8. 19U3. 

E. Maillpt, Sar les lois des mont^CB d© Belgrand et lee fonntiles du deljit 
d\m eonn d'eau. — L. Autonne, Sur les substitationB cr^moniennes de Tespace, 
pnmier mänoire. — B. Haillei, Sur les lignei de d^orainMioe mMima des 
modules et les ^qnations alg^riqaes ou tranacendantes. — M. d*Oeagne, Ebipoaä 
synth^tique des principes fondamentanx de la nomographie. 
8 Um« g^rie; cahier 1804. 

H, Dnlac, Recherchea snr les pointa siugoliers des dquations difftSrentielles. 
— R. Brieard, Sur F^ii^ololde. — P. Appell, Machine 4 ddfeennittar les 
balourds. 

2l«me g('.ne; cahier 10. 1905 

£. MaiUet, Sur lm> tooctions monodromea d'ordre non transfini et lea 
^nfttions diiMreiitielles. — E. Jongnet, Sur 1» similitode daoe le monvcnenl 
des fluides. — A CoIhou, Sur la throne des d^placemeats gaaeux. — H. Poincartf, 
Noiioe rar la vie et le« CEavxes d' Alfred Coraa. 



4. Kataloge. 

Bnchhandlnng Gnstar Foek, Leipzig, Schloßgasse 1—9 Antiquariats-Verzeichnis, 
Nr. 288. Reiue und angewandte Mathematik und Phjsik. Neh«t einer Samm- 
lung frilher und OnginalaaR}?ab«n tmt Geachidiie dieser WisBeiMeliafte& and 
deren Grenzgebiete. Hierin u u. die BiblioUiekett der f Hentti Proftssor 
■ Dr. 0. Siols, Generalmajor t. OtiL 



5. Bei der Redaktion eingegan^ne Schriften. 

[Titel, Preis usw. der eingesandten Schriften werden hier regelmäßig veröffentlicht. 
iBeaprechungen geeigneter Bücher bleiben vorbehalten. Eine Hücksendong der 
eingegaageneii Sehriftsik kann nicht erfolgen.] 

K* Bochow^ Die Funktionen rationaler Winkel. InöLesondei« über die nu mensche 

Berechnung der Wiakelfunktioiieu ohne Benutzung der trigonometrischen Eeiheu 

und der Zahl «. Profframm. Magdeborg 1906. 
H. Bork) F. Crantz^ T.. HaentZMChcl, HathematiBcber Leitfaden für Realschulen. 

6. verbesserte Auflage. Verlag der Dürrschen Buchhandlung, Leipzig 1906. 
IL Flachet, Sur quelques points du oalcnl foncÜonneL Th&e pr^MnMe & la 

facult^ des afiences de Purin. Paris lOOfi. 
T. Fricscndorfi', Über die Brinellsche Kugelprube zur liestimmung der Uürte der 

M - L [ [ i (Sonderabdmek.) 
A* Höf 1er, Vor-chläge zn einer zoitgeuiüßen ünige.staltung des miitheuiutisehen 

Unterrichts im deu öfitexreichiiächeu (»ymimaieu uuti Realüclmlen, III, ID S. 

B. G. Teubner, Leipzig n. Berlin 1906. 
£• T. Huntington; The continuum bm a type of order: an exposition of the modern 

theory. With an appendix on the transitive numberii. The publication otfice 

of Harvard Cnivcrsity, Cambridge, Mush 
F. Klein f Über lineare Differentialgleicbungett der zweiten Ordnung. Vorlesung. 

Ansgeikiheitet von E. Bitter. Iv, 694 S. B. 0. Teubner, Leipzig 1906. UCe.QO. 
Mo^nikH Iogaritbiai8ch-tri||ononu'{riHche Tafeln Seclinte verniefarfis Auflage, besoigt 

von Prof. Jubann Reidingcr. F. Tempsky, Wien 1900. 
L. G. Dn Pasqnler, Zahlcntheorie der Tettarionen. 76. S. Dissert. Zürich 1906. 
H. Steckelbprg, Die Klementc der Di üerential- xmd Integralrechnung. 48 8. 

B. G. Teubuer, Leipzig u. Berlin UHitj, JC —.80. 
J, J. Thomson^ ElektriEitEtsdurchgang in Gasen. Deutsche uutoriHierte Ausgabe 

unter Mitwirkung des Autors besorgt und ergftnat Ton Dr. £rich Mars. 

B. G. Teubner, Leipzig VJ06. 18.—. 
P* ZttUke« Ausführung elementargeometrischer Konstruktionen bei nngfinstigen 

Lageverhältnissen. 46 S. B. G. Teubner, Leipeig u. Berlin 1906. 
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Verlag von B. G. TEUBNER in LEIPZIG. 



Einleitung in die Funktionentheorie. 

Von 

0. SiolZ| und J. Am GmeinePi 

K K. Hofrnt, o. Profei»or <> Profoncor «. d. <l«nUchen 

u c] UniTeniUt laiubrack UnircniUt Prag. 

und vor ■ Auflage der von denA'< n in der ,,r ><chen 

.Aniiiwi> ;.. i.u.iii berück-,i< i.i i>/t Ti Abschnitte der „\ .1 1. -nagen über .inj^ciueine 

Ai . ik" von 0. Srni r 

9 -rpn in einen Band " V'mden [X u. 598 S j 8. 190ö. geb. n. lü.— 

l eilung. Mit 10 1 im Text. [VI u. 242 S ] gr. 8. 1904. geb.n..*16.— 

Zweite Abteilung. Mit 11 Fig. im Text. [VUIu.S. 24.n-598.] gr.8. lÖOö. geb.ri^v*:9.— 

Schon in der „theorptisohen Arithmetik" wurde die eindeutige Fnnktion einer 
reellen ^ t und verwendet: jt'«lucli auf die K 1^ der Stetig- 

ste dort nicht " ' - ■ r iimcnr 
ti rund. Dabei k 'o';^' • iliche 

sowohl reell, als auch komplOx sein. Im Falle eines komplexen Argumeutes gelingt 
c- ■ u r... • ■ . ■ r.-n, wofn ■!'■'. 'Vf. .: .. . ' ■ "en 

V- .. . liüB die ; . i.eu. 

Unsere „Einleitune" 7,erf.lllt in die folgenden Absohnitte; I. Die reelle Ver- 
i ihre reelleji u. II n von zwei und mehr 

rationalen n. V. I 11. VI K' für K iiz 

und I>ivergeuz ron i 1 Reihen. Vil. Die W' he Funktion 

' rilnderlichen Uiui. .\ c r.-traß. VIII. J>i ■' .v. 1 Me unendlichen 

X. Die endlichen und XI. die uni . he. 

Vom rV, Abschnitte an wird, soweit dies njich der Natur der Raclie möglich 

i- wischen reellen und koi' ' H und 

^ 1. ■ iir gemacht, W' ■ ^:•■'•h eiiir ..1 T^r- 

f wird. — Der VIT itt ist ne\ be zur ng 

'te in den . ' ine Arithmetik" vuu ttol/.. 

Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen. 

Von G. Vivanii| 

ord. Profe<ior »n der K. UaiTtnitAt sa M«m1da. 

Umarbeitung unter Mitwirkung des Vei-fassera deutseh herausgojfeben 

von A. GutzmePi 

I'rofesior «n der UnlrerRlUt U*Ut a. S. 

[VI u. Ö12 S.] gr. 8. 190G. In Leinwand geb. n. 1«.— 

Der Verfasser hat, einer Anreg\ing des HeraTistrebpr« foli»f»nd. filr die dputeche 
Uflgube nicht nur den dritten TeO fast ganz ; üe 
beiften ersten Teile mehr cdtT wi r ' -■ • 
A' rtV>n. ist 7. M. cHc Ti''Mr'V' ; 

Ä! . in dordit der neuesten Uir cn 

y; ' wcrduu. i-'ie Literatur ' 

worden. — Da.« r^r/iPo 
au die neueren fu : Untersuchun^cu. in lere über die ganeen 

F' ' ' ' morboitung d«^ 



Von groger altangesehener rühriger Verlagsbuchhandlung 
wissenschaftlicher und pädaROgischer Richtung wird für die 

naturwissenschaftlich- mathematische Abteilung 

wissenschaftlicher Mitarbeiter 

event fQr sofort gesucht. Die Stellung ist eine durchaus selbständige und 
gewahrt einer umsichtigen Persönlichkeit, die besonders alle Zweige der an- 
organischen und organischen Naturwissenschaften beherrscht, eine interessante, 
befriedigende Tätigkeit Ihre äußere Gestaltung ist dementsprechend 
durchaus als die einer Lebensstellung vorgesehen. Erforderlich ist wissen- 
schaftliche Tüchtigkeit, rasche Auffassungsgabe, Gewandtheit im 
Verkehr. For altere Herren ist die Stellung nicht geeignet. Bewerbungen mit 
möglichst eingehenden Angaben Ober Bildungsgang, bisherige Tätigkeit, Besitz 
der erforderlichen Eigenschaften und event. GehaltsansprQche erbeten unter 
# C. D. 12. an die Exped. d. Bl. 



VERLAG VON B. G. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN 



Elektrizitäts- Durchgang in Gasen. 

Vou Jm J. ThomsoHy 

D Sc. Lid. Ph D. Kr. .S. F«Uow oic 

Deutsche autorisierte Ausgabe unter Mitwirkunjaf des Autors besorgt und ergänzt 

Ton Dp. Erich Marx, 

rriratdorant an der UnlverclUt Leipilg. \ 

Mit 187 Fijf. im Text. [TIIu.687S.] gr.8. 1906. geh. u. 18.— , in Leinw. geb. n.-« 1».— 



Mit der Kn 



.f^ and dem Studium der K: 
4chen Erai'l ' ■ • ' ' 
-^•onnt'ii. I', 
der f^amteu 
• .L.- ' ndeu Erf ' 

de« V -^'n in 



bat, Rechnung v 



I, der BCntgen- 
uswvr,.i.t hat eine neue 
da« je lünger je ni«»hr 
eingreift, hat (' 

I^nr-t>'llung p''*"" 
••n der 

Iii Ucr 

.ii. ••Ml de<i 
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Beiträge zur Frage des Unterrichts 
in angoiwandter Matkematik aa der Umyenit&t 

Voa F. V. Dalwigk in Marburg. 

I. 

Dnr<4i (]ir prenßi^*chen Kxameüsbestiiiimv.nc^pn vom Jahre 1808 ist 
das Wort „augewundte Mathematik'' als gememsamn Bezeiohnung einer 
Reihe von mathematischen Flicheru geschaffen worden in gau2 anderem 
Sinn, als man den Ausdruck irüher vli \\ * n lote. (Vgl. z. B. den Titel 
des Crelleschen Journals und die Benurkungen von Guido Hauck 
in seiner naub gelassenen Abhandlung in der Hoffmamischeu Zeitschrift 
1905, Seite 14!» ). 

Nach den Bestimmungen umfaßt die ,,ange-vvandte Mathematik" 
folgende Fächer: Darstellende Geometrie, die mathematischen Methoden 
der technischen Mechanik, insbesondere die graphische Statik, Geodäsie, 
und als HiUinmaiBcliaft dasa die Wahtscbeinlichkeitsrechuiuig. Daß 
die ABtronomie nidhi aufgezaUt ist, liat einzelne befremdet, ist aber 
bedingt durch das Fehlea von Stomwarteoa an Tiden Hoducholai und 
aueh dadnreli, dafl bei grOndlieher Behandlung das Stadium der Astro- 
nomie zu um&ngreich wfirde. Ausgewählte Kapitel, etwa die Grand- 
lagen der astrononusehen Zeit- und Ortsbestimmung, sollte ein Student 
der angewandten Mathematik schon kennen lemoi. — Weiter sind 
nieht ausdrfickUch genannt die Lehre Ton den Eartanimgektionen, das 
mimerisdie Bechnen und die nieht geodätischen Anwemdmigen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Es ist natttrlich, daß Studenten, welche an Bealanstalten unter- 
ridbten wollen, in ihrem Studiengang die angewandte Mathematik 
starker bwflcksichtigen werden. Doch mdchte ich nicht, daß die 
Stadenten von den erstffli Semestern an geradezu hingedrängt werden 
auf eine geschäftsmäßige Einrichtung des Studiums in Rücksicht auf 
das Examen und die Anstellung. Demnach muß ich mich gegen eine 
offizielle Yer})indung der reinen und angewandten Mathematik für die 
Kandidaten eriviären, weleho auf der 0})er8tufe von Kealanstaiten Mathe- 
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matik üntorriclLten woUen. Daß man bei aonrt gleiidier TQclitii^eit 
Eandidstoo solcher beaserer Torbildnng lieber ansfceUt, halte ich t&r 
berechtigt; aber die Auaachließmig der anderen Ton der Anstellung 
Wörde ich fftr nicht richtig halten. 

Fflr die angewandte Ifathematik gibt es im Gegensats an den 
mästen FSdiem nnr ein Zengnia enter Stufe. Es wtre meines Er- 
aehtena anch ganz frisch, bei Frfifong ans afle» den Torgesdiriebenen 
Gebieten und bei Forderang geringerer Kenntnisse eine Faknltas zweiter 
Stufe zu geben. Dagegen wOide ich es gern sel ^ n, wenn man eine 
Fakultas zweiter Stufe in angewandter Mathematik zuließe auf Grund 
einer der beiden Hauptgruppen der jetzt verbundenen Gebiete: entweder 
der darstellenden Geometrie mit Perspektive und graphischer Statik, 
oder der niederen nnd höheren Geodäsie mit Wahrscheinlichkeit 
rechnung und etwa noch mit astronomischer Zeitbestimmung und 
mathematischer Kartographie Dab^'i uiüßte es sich um tüchtiges 
Kennpnlfrnen dieser Gebiet« handeln, dennoch würde flor Zeitautwand 
nicht größer sein, als für eine biologische oder chemisch-mineralogische 
Nebeni'akuitas, und die aufgewandte Zeit käme in hohem Maße der 
rein mathematischen Ausbildung des Studiertiiden zugute. 

In § 11 der Prüfungsordnung steht allerdings, daß in plüloso- 
phischer Propädeutik, im Hebräischen und in angewandter Mathematik 
mit Rücksicht aul üue Sieliuiig im Lehrplan die Lobrbefälngung nur 
für die erste Stufe erteilt wird. Aber es folgt dann sofort die Definition 
der beiden Lehrhefähigungen für Zoologie und Botanik, welches Fach 
auch nicht in allen Ekssen vertreten isi Ein prinzipieUea Bedenken 
gegen Zulassung einer Fahnltas zweiter Stoib in angewandter Mathe- 
matik bei der bcTorstehenden Änderung oder Erg&nznng der FMlfunga* 
Ordnung scheint demnach nicht rorsnliegen. Tflchtige Xenntnisse in 
einem Teil der angewandten Mathematik wQrden nnbedingt anch dem 
mathematischen Untem<^t in mitfleren Klassen nützen; meine stärksten 
mathematischen Erinnerongen ans diesen Klassen bestätigen mir das. 
Anfierdem glanbe iehf daß durch Zulassung eines Zeugnisses zweiter 
Stufe in angewandter Mathematik eine gerechtere Beurteilung der 
Leistongen mancher Kandidaten ermöglicht wQrde. Jetzt ist die 
richtige Grenze zwischen der Erteilung der vollen Fakultas und der 
Verweigemng jeder Fakultas oft schwer zu ziehen, wenn der Kandidat 
in einem Teil der Fächer recht tüchtig, in einem Fach recht schwach ist. 

Der Vorschlag, von den jetzt unter dam Titel ^angewandte Mathe« 
matik" vereinigten Gebieten für das Examen nur einen Teil zu fordern, 
ist nicht neu. Herr Stäckel hat ihn in seinem zweiten Bericht gemacht 
(Jahresbericht XIII, S. 313—341, speziell S. 328 ff.). Doch ist da nur 
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Tou dem Hauptfach angewandte Mathematik die Rede, während ich 
glaube, daß jede lliilfte des jetzigen Faches sich im Unterricht so 
abgrenzen läßt und mit Vorteil so abgegrenzt wird, daß sie etwa einem 
anderen Nebenfach entspricht. Noch hat man ja überhaupt an manchen 
SteUen mit dem Ywortoil su Idbnpfen, weldiee die angewiadte Kaihe- 
matik ab nicht winMnsehalUidiy ab nielit an die ümTenÜftt gehörig 
betrachtet; auch b^gnet man noeh der Anaicbt; die angewandt» 
Mathematik bestehe aus drei Yorlesimgen mit etwas Übungen (nämlich 
darstellender Geometrie, graphischer Statik nnd GeodSsie) und sei 
demnach durchaus unbiUig einem Hauptfach ^ich geachtet Mit 
dieser lebten Ansicht rftumt man am besten auf dadurch, daß man 
das Fach recht vielseitig vertritt; ich s. B. bin schon auf etwa acht 
Yorlesungsm oder TOn Vorlesungen unabhängige Übungen aus ange> 
wandter Mathematik gekommen und höre mit dieser Zahl keineswegs 
auf. Wie es in dieser Hinsicht an den anderen kleinen Hochschulen 
steht, weiß ich nicht. Jedenfalls aber möchte ich nicht eine Halbierung 
der Ansprüche unter Beibehaltung des Umstandes, daß es nur eine 
Fakultas erster Stufe gibt; denn das würde dem Fach, welches um 
seine Voll Wertigkeit noch zu kämpfen hat, schaden. 

Die Beeinträchtigung des mathematischen Studiums durch natur- 
wisBenschaftliche Nebenfächer (neben der selbstverständlich mit der Mathe- 
matik verbundeneu Physik! brnncht kaum nnrh hervorgehoben zu werdon: 
Bestrebungen zur Trennunüf der mathematisch- physikalischen und der 
biologisch -chemischen Fächer sind in Preußen schon lange TOrhaüden 
Durch Schallung einer nicht offiziell jedem Mathematiker vorgeschriebenen 
Fakultas zweiter Stufe in angewandter Mathematik ließe sich in dieser 
Hinsicht yiel nützen. Dabei käme die oben vorgeschlagene Wahl zwischen 
darstellender Geometrie mit graphischer Statik und andererseits Geuilaaie 
mit den verwandten Gebieten den besonderen Anlagen eines Studenten 
zweckmäßig entgegen. Ein solches Nebenfach würde von Studenten 
mehr gewählt werden, als das jetzige Hauptfach ;,ungt- wandte Mathe> 
matik^', und es wOrde ebenso wie dieses anr EiriJastung Ton ftm* 
liegenden NebenfSchMn und zur gründlichen Abrnndung des mathe- 
matischen Studiums beitn^pen» 

In Bayern, wo die Trennung der i«Afhftma.tiwfth.phy«iilr^|iffchflfn ^on 
den biologisch-chemischen Fächern l&ngst besteht, wird ron jedem 
Mathematiker Kenntnis der darstellenden Geomefarie yerlangt Ffir 
Preußen scheint mir das nicht nachahmenswert. Ich glaube, man darf 
nicht den Umfiuig der PrOfongsanforderungen in reiner Mathematik 
durch Zufllgnng der darstellenden Geometrie erhöhen, oder zugunsten 
der darstellenden Geometrie die anderen Anforderung^ «niedrigen. 

S4* 
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Aadtreneits sShle ich die dantellende Geometrie durcfaaaB zur reinen 
Mathematik ond halte tie wegen, des großen Wertes der Eniehung 
amn aaedisnliolien rilnmliclien Denken fiOr eehr wichtig anch ftlr solche 
Oberlehieri die dnreh die Art ihiw Schule nie in die Lage kommen, 
darstellende Geomeirie zn nntemohten. Schon der stereometrische 
Unterricht erfordert tüchtige Baomaasohanimgr die blofie Besehäftigong 
mit EaTBÜerperspektiTe reicht für den Lehrer %aaa jedeu&lls nicht 
ans. Das Stndinm der daxstellenden Geometrie wate innerhalb der 
beiden ersten Studiensemester keine besondere Belastung des Stadenien 
der reinen Mathematik, du dieser doch neben Infinitesimalrechnung^ 
analytisi^er Geometrie und Experimentalphysik nur ausnahmsweise ein 
anderes mathenmtisches £oUeg hören sollte. ^) Auch waren darstellend- 
geometrische Schulung und gute Baumanschauung ftlr allen weiterm 
geometrischen Unterricht (der einen wesentlichen Teil des Studiums 
bilden muß) von Yortoil. Aber eine offiziell»- Nebeufakultas in dar- 
stellender Geometrie neben der reinen Mathematik und der Physik möchte 
ich trotzdem nicht anregen. Dem Stndenten muß einige Bewegungs- 
freiheit in der Wahl seiner Nebeulacher bleiben. 

Im wesentlichen handelt es sich bei richtiger Vertretung der 
sogenannten „angewandten Mathonmtik" doch fast nur um rein mathe- 
matische Untersuchungen, man muß sie nur richtig herauszuschälen 
wissen: es muß im Universitätsunterricht eben das Technische an- 
gemessen zurücktreten. Das ist mir bisher in den Verülfentlichungen 
zur angewandten Mathematik zu wenig betont worden. Die ütarkeu 
mathematischen Zusammenhänge der darstellenden Geometrie mit der 
neuerm Geometrie, die große Anregung, weldte diese ans dar darstellenden 
Geometrie in dar Mon gesehen und Po ncelet sehen Sdkule empfangen 
hat, sind nicht überall genügend bekannt^ noch weniger bekannt scheint 
mir der Einfluß der Geodäsie auf die Ganßsche Flftehentheorie m sein. 



1) Ich stehe dmehans auf dem Standpunkt de« GMtinger StndienpUn««, der 

in seinem mathematiscbca Teil ursprünglich von Klein und II. Weber verfaßt 
lind filr die Studicuplane einif^er andtrer IIorli<^clnileii vorbildlic!) jjewurden ist. 
Da« Hüten einer geringen Zahl mathematischer iStundeu, starke liuuaarboit und 
emathafte BcteiUgung axx Übungen und Seminaien sind mir wesentlich und werden 
oft TOD Studenten in jungen und mitHeien Semeatem untenKshatgit. — l¥Umnd 
der Korrektur finde die Mitteilung des Herrn von Lilicnthal im Maiheft diesM 
.Tahn.'sbt'richts und freue mitli d^r starken Bctonunj,' der ,,sellistiiiuligeii Aus- 
arbüitunf,' des Gehörten auf Grund eigener während der Vorlesung gemachter Auf- 
zeichnungen." Damit spreche ich mich natürlich nicht gegen die GOttingcr Sitte, 
snr BdeiditemBg der Ausarbeitung ein gute« Kollegheft im Seminar anisulegen, 
aus. Ziun gedankenlosen Abticbreibcn wird es ja hlkluteiw von solchen benutst 
«erden, die ohne sein VocbaudeDseiu auch nichts lenien würden. 
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Soll der Unterricht in der „angewandten Mathematik*' zur wirk- 
lichen Ergänzung und Förderung des rein mathematischen Studiums 
(lieiieii, dann braucht er freilich tüchtig Vertreter, und es ist schon 
von Anfang an darauf hingewiesen worden, daß die Frütuiigsorduung 
von 1898 solche nicht aus der Erde stampfen könne. Dementsprechend 
geben die Stäckelschen Berichte Aufschhiß, wie an den meisten Hoch- 
schulen erst ganz allmählich die einzelnen Fä,cher vertreten werden 
kttunten. Su ist es auch, rein persönlich betrachtet, ganz beroclitigt, 
<i<iü einer oder der andere bei Übernahme des Lehrauftrages sicli Be- 
freiung von (h^r Geodäsie ausi)edungen hat. Es wird sich ja darin 
»icher nur um einen Übergangszustand handeln, soweit nicht ein 
Astronom das Fach vertritt. Denn ein Lehrer der Land- oder Forst- 
wissenschaft kann bei größter Tüchtigkeit doch keinen wissenschaftlich- 
mathematischen Unterricht erteilen, nicht einmal in niederer Geodäsie. 
Näher gehe ich auf die Anforderungen, die nach meiner Ansicht an 
den geodätischen Universitätsunterricht zu stellen sind, erst später ein. 
Gerade die Geodäsie scheint im jetzigen Universitätsnnterricht der 
angewandten Mathematik" das Siielkind zu sein, deshalb will ich 
ihr auch in den folgenden Ausführungen über die einzelnen Gebiete 
die längste Besprechung w)(I]ne)i 

Neben der Ausgestidtung ile- Unterrichtes in der angewandten 
Mathematik nach der rein mathematischen Seite ist zu fordern, daß 
der Umfang der verschiedenen Gebiete zusammen i twa dieselben An- 
forderungen an Zeit und Arbeitskraft des Studenten stellt, wie ein 
anderes Hauptfach. Übrigens stehe ich dur<"haus auf dem schon von 
anderer Seite betonten Standpunkt der Kompensation. Ich habe stets 
in den Pn'lfungen weitergehende Kenntnisse in einem der Gebiete zum 
Ausgleich geringerer Kenntnisse in einem der übrigen gelten lassen. 
Das mußte ich auch schon dadurch, dnß in dm ersten Jahren des 
neuen l' aches mehH'ach Kaiulidaten zur Prüluug kamen, die noch nicht 
Gelegenheit gehabt hatten, die sämtlichen Gebiete in Vorlesungcu und 
Übungen kennen zu lernen. So waren sie öfter auf Privatstudium 
angewiesen, was bei der bisher vorhandenen Literatur, welche den Be- 
dürfnissen des L'niversitätdunterrichtes natürlich nicKt angepaßt ist^ 
Schwierigkeiten macht. 

Die Möglichkeit zu solcher Kompensation liegt in den recht all- 
gemein gehaltenen Examensvorschriften; es ist dem Dozenten für den 
Unterricht und die Prüfimg viel freier Raum gelassen. Im Korreferat 
hat Hauck sich darüber ausgesprochen, in wieweit man Grenzen für 
die Ausgestaltung des Unterrichts ziehen solle, innerhalb deren Be- 
wcgnngsfireibeit bleiben muß. (Jahresberieht VlU S. llö). Er denkt an 
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•in endgültiges Progmmmy welobes erst nftch mehrjährigen Erfahningetl 
auf Gnmd eines gegenseitigen ^^einungsaustausches der beteiligten 
DozeniMi m Stand kommt. Mir ist ein völlig i^ies Schaffen de« 
Lehrprogrammes auf der jetzigen Ghnmdlage dorcbaus «rwünscht, wenn 
auch dadurch starke Unterschiede swiedien den einzelnen Hochschulen 
bedingt nnd. Im Grunde ist es ja in der reinen Mathematik ebenso. 

Was idi aieo im folgenden biete, soll gar kein allgemeines Pro- 
gramm sein, sondern soll eitie brauchbare und zum großem Teil in 
langen Jahren erprobte Abgrenzung und Anordnung des Stoffes sein. 
Vollständig habe ich dieses ProgTiimni in meinen Vorlesuniren und 
Übungen noch nicht durchgeführt. Denn meine starke BeteilijjuDu^ au 
den Vorlesuntren aus reiner Mutliomatik war an der kleinen Ho<'hs(;hule 
fast ausnahmslos ein dringendes Bedüriuis und mir selbst erwünscht. 

Ausdrüoklioh will ich noch sagen, daß sieh für mich der ivnlleg- 
umfang und die An^innehe im Examen nicht decken; das Koileg ist 
mir gar nicht in erster Linie hxamen8Vor))ereituug; ebensowenig denke 
ich in Umfang und Abgrenzung der Examensanforderungen an den 
Nut7.en für die Schule. Gegenteilige Ansichten sind allerdings laut 
geworden, aber an der Universitöt haben nur die rein wissenschaftlichen 
Rücksichten den Aussckiag zu geben. 

n. 

Die darstdlende Gemeine nimmt in der angewandten Mathematik 
eine wichtige Stelle ein. Als dae Haupt&ch des Gebietes betrachte 
ich sie allerdillgs nicht; ich halte sie für wichtiger als die graphische 
Statik, aber nur für gleichwichtig mit der Geodäsie. Selbetrerständlich 
ist, daß an der Universität die darstellende Geometrie ohne die Rück- 
sichten auf die Praxis betrieben wird, welebe an einer teobniaeben 
Hochschule stark hei-vortreten. Man wird zwar auch eine gewisse 
praktische Fertigkeit anstreben und auf genaues und schönes Zeichnen 
Wert legen müssen, aber die TTauptsaclie sind doch die Methoden und 
ihr mathemnti'^rhf'r Gehalt. Auch braucht man im behandelten Stotf 
nicht die Ausführlichkeit, wie an einer technischen Hochschule, deshalb 
kann man mit wesentlich geringerer Zeit auskommen Darüber hat 
sich schon Hauck im Korreferat aüsgesi)rochen ( .THhieisbericht VIII, 
S. 115, Anmerkung), er gab dort den Zeitaufwand tür seine Vorlesungen 
und Übungen in Tül)ingen und in Charlottenburg. 

Ich trage die Methode der ürthogonalprojektion mit Grund- und 
Auiriß so vor, daß ich einschließlich der Übungen 5 — G Wochenstunden 
in einem Semester verwende. Eine regelmäßige Verteilung der Stuuüeu 
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auf VorleBungen und Übungen führe ich nicht während des ganzea 
Semesters durch, ich richte mich dabei nach dem BedQrfnis. Natürlich 
läßt sich bei so geringer Stundenzahl nicht alles mit AusfOhrlichkeit 
erledigen. Über Punkte, Geraden und Ebenen bringe idi nnr die 
wesentlichsten Aufgaben und gehe dann rasch zur Behandlung von 
Körpern über; denn ich finde, daß hierdurch die Hanmanschauung mehr 
geschult lind das Interesse mehr ^rwpt kt wird. Ich höre auch nicht 
etwa bei den ebenflächigen l\(ir])ern aut' Kroiske^ol und Kreiszylinder, 
ihre ebenen Schnitte und liurchdringungeu bieten matheniati.sch so viel 
Schönes, daß ich keinesfalls darauf verzichten niorliti' Die Schrauben- 
iime, die einfachsten mit ihr zusammenhangendeu geradlinigen Flächen, 
femer die geradlinigen Flächen 2. Ordnung verdienen ebenfalls nähere 
Behandlung, nur gehe ich daraul manchmal aus Zeitmangel im ersten 
darstellend geometrischen Kolleg nicht ein, sondern bringe dies in 
Übungen im AnschluÜ au andere Vorlesungen. — Eine scharfe Trcutmng 
zwischen den ebenflächigen und den krummflächigen Korpern 2u macheu, 
liegt mir fem, in diesen Fragen der StofiPanordnung gibt ee eben keine 
allgemeinen Regeln, die penSnlidi« Eigenart des Dosenten mnfi den 
Ausachlag geben. Ebenso stelle ieh die Affinittt nidit an die Spitze 
des Kollegs Aber die Monge sehe Ortbogonalprojektion. Idi führe die 
perapektiTe Affinität erst ds ein, wo sie sich TOn selbst bietet^ nSmlich 
wenn ich die Umlegung einer ebenen Flgar in eine Projektionsebene 
dnreh Drehoiig am die betreffende Ebenenspur bringe, Nach Abecfalufi 
der Betntchtnngen über Punkte, Geraden und Ebenen behandle ieh 
dann die allgemeine Perspektive Affinität in dem Um&ng, wie sie 
weiterhin fOr das Kolleg ndtig ist Spater schiebe idi an geeigneter 
Stelle die B^andlung der Ellipse mittels der Affinität znm Kreis ein. 
Die allgemeine (nicht Perspektive) Affinitat bespreche ich nicht, d. h. 
nicht in dieser Vorlesung. Abgesehen von den genannten Betraehtongen 
über Perspektive Affinität und abgesehen von einer kurzen Behandlung 
der Zentralkollineation bei den ebenen Schnitten der Pyramide und des 
Kegels, sehe ich in diesem ersten Kolleg ans der darstellenden Geometrie 
TOn jeder Verquickung mit der projektiven Geometrie ab. 

Als ich zum ersten Male darstellende Geometrie las (1898, vor 
Erlaß der neuen l^rütungsordnung) fing ich mit der Besprechung der 
Orthogonal- Projektion auf ritw Ebene an, brachte die Grundaufgaben 
über Punkte, Geraden und EIm rini, die Hauptanfgaben über Dreikante 
und einige geeignet«' Kur[ierautgaben. Ich arbeitete mit Grundriß und 
Umlegungen, auch mit getrennter Zeichnung von Figuren, die in all- 
gemeinen oder vertikalen Hilfsebeneu liegen. Damit laüt sich viel 
Schönes machen (ef. Hauck). Auch auf die kotierte Projektion ging 
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ieh kurz eini dann erat kam ich zur Mongescbdzi MeÜhode. Es ist 
ja richar, daß durah aolcha Sto£Euiordiiiing die Schwierigkaten etwas 
abgeschwSdtt werden, welche die RanTnanafthftUTiTig des Leraeaden hei 
der Mongeschen Darsidlimg anfangs immer findet Aher mir war 
doch der ZeitaiiAraikd zu groß, es wnide der Mongeschen Methode zq 
viel Zeit entzogen. Deshalb beginne ieh jetzt das ente Kolleg fther 
darstdknde Geometrie mit der Mongesdien Methode nnd hringe nnr 
beiläufig an geeigneten Stellen das Arbeiten ohne AufriB nnd einen 
kurzen Abiifi dar kotierten Projektion. 

An diese Behandlung der Mongeschen Methode schliefie ich im 
folgenden Semester ein EoUeg über ParallelperspekÜTe und Zentral- 
perspektive an (mit Übungen 4-«tündig). Die recht wichtige Parallel- 
perspektive (Kavalierperspektive) läßt sich ziemlich kurz erledigen, 
weil hei dem Burmesterschen Umlegungsverfahren vieles entsprechend 
ist zu den Betrachtungen des vorhergeheudeii Semesters. Es sind im 
wesentlichen nur Gründe der Zeiteinteilung, die mich dazu führen, die 
Parallelperspektive erst im zweiten Semester zu bringen. Sie wird 
dann später viel zu Skizzen verwendet, zur Veranschaulichung grund- 
legender KuuiüfiLTuren hei der Perspektive. Wenn ich analytische 
Geometrie des liauiiieb lese und niciit zugleich darstellende Geometrie, 
dann schalte ich meist einige Stunden über i'urallelperspektive ein, lu 
Rücksicht auf die ausgiebige Verwendung im Kolleg. 

Die allgemeine schiefe Axonometrie und den Pohlkeschen Satz 
berühre ich nur beiliiulig; die orthogonale Axonometrie bring»- ich 
ganz kurz, ich gebe nur einen Teil d6r graphischen Behandlung und 
einiges nach Weisbach, wobei ich auf den Anhang von Schlömilchs 
Haunigeometrie verweise. Die Überlegenheit der orthogonalen Axono- 
metrie im Erreichen schöner Bilder ist unbestreitbar. Die Durch- 
führung der Konstruktion ist recht einfach, wenn das Objekt Uurcli 
Grund und Aufriß oder durch Koordinaten gegeben ist, und wenn man 
alle technischen Hilfsmittel kennt und zur Hand hat. Aber das un- 
mittelbare Konstruieren in den axonometrischen Zeichnungen, wie man 
es ftlr mathematische Skizzen oft brauchen würde, ist doch zu um- 
ständlicli trotz aller neueren Veröffentlichungen. Darin bleibt die 
schiete i^arallelperspektive unbedingt überlr^nn. ntid darum ist 9^ nötig, 
diese recht gründlich zu nehüien. Für die ortiiogonale A\ ammetne 
bleibt Im i mir wenigstens) nur geringe Zeit übrig. An der malerischen 
und freien Terspektive habe ich auch weit stärkeres mathematisches 
Interesse. 

Auf die malerische Perspektive verwende» i li etwa das halbe 
Semester. Dabei bringe ich im Kolleg and besonders in den Übaugeu 
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eine Reihe architektonischer Aiifi^abi n') und arbeite oft schon den 
späteren Untersuclumgen über freie Perspektive vor. Dann gehe ich 
im Zusammenbaiig auf die gnnid legenden Aufgaben der freien Perspek- 
tive ein. Hiermit das Kolleg /'i beginnen, vermeide ich wegen der 
Schwierigkeiten fiir die Anscbanung. Darauf folgen allgemeine Unter- 
suchungen über Zeutralknllineatiou ebener Figuren im Raum und in 
etmr Ebene mit An\VLiiauiigen. Hierbei und schoa früher ist Gelegen- 
heit, Sätze der projektiven (ieometrie zu verwenden. Nötigenfalls ent- 
wickle ich sie zuerst, ilcnu grc'ißere Vork''nntnisse fehlen den ZnliDp- m 
meist. Ich will aber an dieser Stelle gar ni*dit einen abgerundeten 
Überblick über die luoii-ktive iieometrie geben, wozu auch die Zeit 
fehlen würde. Ich gelie unr so weit, daß ich die j)er.s]>ektiTe Abbildung 
des Krei^^es m der Ebene vollstcändig und gut })chaiHle1n kann. Die 
Abhaltung einer besonderen Vorlesung über projektive Geometrie neben 
der Vorlesung über Perspektive oder als Fortsetzung derselben ist 
erwünscht, aber in Marburg nicht immer dnrchfCIhrbar. Die lef/ton 
Wochen des Kollegs verwende ich auf die lleiiefperspektive umi il;e 
Photogrammetrie. In beiden Kapiteln fasse ich mich ziemlich kmz; 
von der Photogrammetrie brauchen nur bestimmte Teile behandelt zu 
werden, weil manches in der geodätischen Vorlesung seinen natürlichen 
Platz findet. 

Schon bei der Axonometrie sprach ich aus, daß ich mich nicht 
scheue, die Rechnung in darstellend-geometrische Petrachtungen hin- 
einsozielieny wo sie mir Ton Vorteil scheint. Das gilt auch für die 
PefBpektive. Doi-t treten mir bei der ebenen Abbildung des Raumes 
und bei der Kelicfpcrspektive in den Problemen die Formeln oft deutlich 
entgegen, manchmal 8o, daß sie geradezu verlockeu, mit dem Rechen- 
schieber zu arbeiten.*) Im Kolleg lasse ich die Formeln stärker zurück- 
treten. (Ich denke übrigens in solchen Dingen in erster Linie immer in 
inhomogenen Koordinaten. Auch in pädagogischer Hinsicht habe ich 
diesen Standpunkt: in meiner zweisemestrigen Vorlesung Über analytische 
Geometrie der Ebene und des Raumes kommen die homogenen Koor- 
dinaten erst spät zur Geltung, die algebraische Kunst tritt hinter dem 
Geometrischen zurück. Ich weiß, daß ich damit etwas abseits stehe, 
auch die neueren Veröffentlichungen von Lehrbüchern der analytischen 
Geometrie zeigen es. Hier sind eben yerschiedene Standpunkte gleich- 
beiechtigt) 



1) vgl. Hanek, Jabxesberiolit YHI, 8. III Uitte. 

1) B. B. inm Enals von Koutraktio&eii, die w^en nnsoj^^clier Punkte 
lehwerfiUlig werden oder su ^el Linien auf das Papier bringeo. 
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Zum Prttfungsgebiet in der angewandten Mathematik gehören weiter 
die mathematischen Metlioden der tedmi^chm Mechanik, insiht-Mmdar 
dir graphische Statik. Die Faf^simg ist mit Absicht sehr unbestimmt 
gehalt^^n. Wie weit der Begriff sich fassen läßt, sieht man in Göttingen. 
Diitu i ist allerdings zu bedenken, daß die Studenten in mittleren und 
höheren J?emesteni nicht entfernt Gelegenheit halien, alle diese S])ezial- 
gebiet« kennen zu lernen. Studium uud Prüfung beschränkeu sich von 
selbst, ganz wie in der reinen Mathematik. 

In Marburg gebe ich der technischen Mechanik die engste Fassung. 
Die graphische Statik steht im Mittelpunkt. Erj^nzt wird sie durch 
reine Statik, im Sinne von Poinsot und Möl)ius, aber zum Teil mehr 
analytisch gefaßt. Diese Statik bietet dem Mathematiker so viel, daß 
ich ungern darauf verzichten würde. Dem theoretischen Physiker liegt 
manches fem, und er hält eich aus Interesse und Zeitmangel mehr an 
die Dynamik. In der reinen Statik berQcksichtige ick anek den Raum 
ausgiebig, nur kann ick in Marburg nack der projektiTen Seite (s. B. 
Nullsyatem) meiat nickt weit geken. In der graphiacken Statik be- 
ackiSnke iok mick faet ganz auf die Ebene. Nack einem koisen Ein- 
leitungaabscbnitt komme ich raack aum Seilpolygon und der ganaen damit 
zuaammenkaDgenden Gruppe Ton Unterauckungen. Natfijüok findet auck 
der Übergang aur Seilkurre (mit grapkiscker und analytiacker Beband- 
lung) Plata. Von der Tkeorie des ebenen atatisck beatimmten Fadiwerkes 
laaae ick einige kökere Kapitel for^ anderereeitB gdie ick ateUenweiee 
Aber das Grapkiaehe kinaua und meide die Rechnung nidii Faner 
gehe ich noch auf Fragen ein, die in das Gebiet gehören, was der 
Techniker Festigkeitslehre nennt. Ich bringe einfadie fliUe des atatisck 
unbestimmten Fachwerks und die einfache Theorie des geraden gebogenen 
Balkens. Dabei hebe ich die HjpothCMn, welche dem Ansatz zugrunde 
liegen, stark hers or. Künftig denke ick die allgenMilien Untersuchungen 
von Maxwell, Mohr und Castigllano in kurzem Abriß zn bringen, 
ebenso in der Statik d^r ^t;<rr'"ii Systeme die Momente beweglicher 
Lasten, Durch diese hr Weiterung des Unifangs wird die Vorlesung 
künftig zwei Senir-stpr unifassen. oder ich werde bfi den einzelnen 
^^ iederhaluiigt'u des Koll* gs abwechselnd die verschiedenen höheren 
Gebiete in verschiedenoni Maße l)erücksichtige, um bald das eine, bald 
das andere in größerem Umfang zu bringen. 

In der historischen Entwicklung der irraphischen Statik hat die 
synthetische Geometrie eine große RoUe gespielt. Vieh's hat man 
heute anders herzuleiten gelernt, schon bei Bauschi uger hat sich das 
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während der Abfimung seinea Buchet gioiz Ton selbst gemsohi Die 
modenie Dantelluiigsweise ist fBr ieehnieehe Hochsehnlen unbedingt 
▼onoziehen. Der Mftthematikw an der UmTersitftt hat das Redht^ 
videe aus dem niathnnatisch Schönen der ftlterm Behandlung herana- 
snholen, soweit die Yorkenntnisse der Zuhdra* es erlaaben. 

SnemaUk habe ich mebr&oh gelesmiy jedoeb immer als xein 
maÜiematisohes Kolleg behandelt und nicht fürs Examen geforderi 
Ich beacbrinkte mich auf einleitende allgemeine Unteisuchnngen und 
auf genauere Untersuchung der aykliachen Kuiren, fenier auf die eine 
Art der kinematiechen Krflmmungstheorie. Die kinematische Bdiand- 
lung der Beschleunigungen and die damit zusanunenhängande kine- 
matische Krflmmungstheorie brachte ich nicht 

IV. 

Ührr das Zeichnen in der dnrsfrW-nden Geomelrir und ffrnphisclm 
SüUd: hat Hauck sich auscresprri lien, ebenso hat Herr Krazer einige 
Anpfti f ii iieniapht. Ich besitze kenieu vrili n T in ililick über «lie ein- 
zeiuen Hochschulen und will hier nur die iolgejide Zusammeusteilung 
geben. Herr Burmester ließ in Dresden und München die Studenten 
beatimmte Blätter mit vftrgeschriebenen zahlreichen und kleinen Fignren 
zeichnen und hängte tia/.u Musterblätter aus. So war dem Studenten 
die Einteilung des Blatte« gegeben, und er könnt« (nicht genau aber 
annähernd) die gegebenen Stücke der einzelnen Figuren kopieren und 
kam 80 fast immer zu günstigen Lagen. Neuerdings ist Herr Burmester 
dazu übergegangen, Figuren und Erklimng der Kiwatruktionen auto- 
grapUert aussugeben. Lithographierte Skiszm mit knnm Angaben 
der Gmndafige der Konatniktion emd fllr die Hannöyerachen 8tud«iiai 
im BnchhandeL Ich durfte mir mehrere Tage in Karlsruhe den ünterridit 
der Herren Scbur ttn4»Sckilling ansehen (MSrz 1898} und mehrere 
Wochen lang (1899) den Hauck sehen Untemchi Daf&r ist der firtthe 
KoUegschluß an der UniTersititat sehr günstig. Nachdem Herr Kraier 
Uber Karlsrube schon berichtete, will ich nur sagen, daß Herr 
Schilling in PerapektiTe und graphischer Statik ?erkleinerte Daten 
auf lithographierten Blättern ohne Text ausgab, wihrend Hauck in 
darstdiender Geometrie vorwiegend in Anlehnung an die Handskizzen 
zeichnen ließ, welche die ZuhÖrw im Kolleg machten. Dazu waren in 
den Zeichensälen einzelne Fignren ausgehängt, nicht alljährlich die- 
selben. Die Studenten trafen fürs Zeichnen selbst eine Auswahl unter 
dem gegebenen Material. In graphischer Statik dagegen gab Hauck 
Übungsblätter (z. T. mit zahlreichen Figuren zur Auawahl) heraus, mit 
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genauer Festlegimg wesentlicher Punkte, im flbrtgea aber in freier 
FedeneielmiiDig. 

Im Großbetriebe eiii«r tediniadien Hodudmle ist die Anagebe 
Ton Zei<dinii]^Torlagen oder die Wiedergabe der TaMekizzen des 
Doxenten wesentlich.') Han kann nicht in den Übungen jedem ein- 
zelnen behilf lidi sein, gute Wahl der gegebenen Stücke za trefiPen. 
Bei der geringen Zahl der Teilnehmer in Marbnrg mache ich mir die 
Mahe persoulichor Hilfe bei jedem einzelnen; ich weiß, daß dabei am 
meisten gelernt wird: Die Herren sollen spmter in dieser Richtung zu 
einiger Selbständigkeit kommen, obwohl ihnen zu graphischer Arbeit 
nur geringe Zeit zur Verfiloruiig steht. Sic dürfen deshalb nicht bloß 
Figuren mit ihnen gegebenen guten Daten kennen lernen, sondern sie 
müssen ott mit selbst gewählten, also gelegentlich schlechten, Daten an- 
fangen und mit an<rp!nessener Heihilfe des T>f>7enten gute daraus niaciieu. 
Ich lasse nur teilwei.^e /:eichuen, was ich im Kolleg bringe, daüu gebe ich 
weitere Aufgaben. Dabei lasse ich nieist jeden wählen, was er zeichnen 
will. Ich sehe nur darauf, daü die Figuren des einzelnen günstig aus 
den verschiedenen Gebieten ausgewählt sind, uiiu dalj wenige dasselbe 
zeichnen. Hierdurch erhält jeder Teilnehmer, wenn er nur die Figuren 
der anderen gründlich ansieht, einen Überblick über ein Terhaltnis- 
mäßig großes Zeichnungsmaterial, und ihm iflt die Möglichkeit geboten, 
eich in fremde Zeichnungen hineinzadenken. 

Trotz geringer Zahl von Übungsstonden ISßt sieh so ein gutes 
mathematieches VerstSndniB und einige Zeichentechnik erreichen. Zum 
Schönzeichneni wie ich es bei Herrn Schilling in GSttingen sah, bringe 
ich die Studenten weniger. Im Ausziehen lasse idi jedem ireie Hand. 
Wer in der darstdlenden Geometrie oder graphischen Statik einen Vorteil 
im ferbigen Ausziehen sieht — auch bei bestimmten Arten Tcm Hilfin 
linien, die man dann nicht strichelt — mag es bei mir tun. Mancher 
findet wirklich, daß ihm so die Gedanken deutUcb^ heraustreten. Freilich 
sieht der Zeidmende nicht immer frlih genug, ob ein Blatt zu bunt 
wird; und solche Blätter kommen vor, weil auch außerhalb meiner 
Übangsstnnden gezeichnet wird. Ich wende für mich farbige Hilfslinien 
in mäßigen Grenzen an. — Dagegen lege ich großen Wert auf Exakte 
heit der Ausführung, z. B. Sicherung der einzelnen Punktbestimmung, 
wenn sich zunächst ein schlechter Schnitt ergibt. Ich lasse ma t hematisch 

1) So habe ich als LiurineBters eiiuigei* Asuieteul z. Ii. das erste seiner 
sehn Blätter (mit 94 Figuren) in mehr al« sweihosdert Exemplsren korrigiert. 
Darin erhalt man schließlich einen eehr sichefen Blick und große Schnelligkeit, 
über die Korrektur wäre nicht zu bewriltigen, wenn seil ständige KottstniktionB- 
gedanken der Zuhörer anders als sehr vereinzelt vorkämen. 
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richtige, »ber teebniach Terfeblte Konstraktioneii meideiL; bei mir dürfte 
keiner eine lUlipse aiu konstanter BremutnibleneamtDe seiebnen. — 
Oben epnuih idi ecbon tmäf daft fUr mich die darstellende Geometrie 
nicht bei den ebeuflaebigen Kdrpem aufbdrt» und ich will noch znf&gen, 
daß ich das richtige Zeichnen aller Karren 2. Ordnung gründlich 
lehre ') Das tae ich anch in dem Kolleg fiber analytische Geometrie der 
Kegelschnitte. 

V. 

Über die Crtodäsie hat sich zuerst G. Hanck in seinem Mflnchner 
Korreferat (Jahresbericht dw Mathematiker-VeFeimgong YIII, 108 — 110 
oben) ausgesprochen. Zunächst ist der erzieherische Wert des Faches, 
die Wichtigkeit der AnsbUdung des Sinnes für Piiaision hervoz^ 
gehoben. Außerdem ist die Verachmehung des theorstisohen und 
praktischen Teiles als wesentlich bezeichnet und damit die Minder- 
wertigkeit einer Kathedergeodiisie betont. Weiter folgen Angaben Aber 
höhere Oeoililsie und numerischfs Rfclinfn. 

In ähnlichem Sinne hat Herr Wellstein sich in einem Straßburger 
Vortrag geäußert, von dem hier besonders die letzte Seite zu beachten 
ist (Jahresbericht XI, Seite 198 — 202). Das numerische Rechnen wird 
im Anschluß an die Straßburger Verhältnisse mehr als selbständiges 
Fach horrorgehobcn, im fif^s?ensatz zu Hanck. 

Kurz zuvor gab Herr Stiickel peinen Berieb* üKp. die Entwicklung 
des Unterricbtslictrit'bp« in der augewandten Mathematik an don deutschen 
Universitäten (Jahn -^l 'i icht ^I, Seite 26—37). Er niaclui (iiirin ilber 
den geodätischen Unterricht au einer lieihe von Hocliurlml Mi niihere 
Angaben Seite 35, 2. Hälfte), die deutlich erkennen iasseu, wieviel 
damals noch anzustreben war. Aus dem zweiten Stäckelschen Bericht 
(Jahresbericht XIII, Seite 313 — 341) sind für die Geodäsie besonders 
Seite 327 Mitte — 328 unten, Seite 330 und These 3 zu nennen.') 

In seinem Heidelberger Vortrag (Jahresbericht XIU, Seite 517 — 523) 
spricht Herr Gntzmer auf Seite 521 Mitte nur kurz von der Geodäsie. 

Herr HoIamflUer hat im Jahresbericht XIV auf Seite 249—274 
anslBhrlidie Bemerkungen über den Unterricht nnd die LehxamtsprQfong 
in der angewandten Mathematik Teroffentlicht. Die letsten l'/s Seiten 

1) Die KrümmongskreiBe der Scheitel lasM ich be&ntua. Je mehr ick aelbit 
zeichne, um so wicht i^r^r ist tair das. 

2) Aus diesen üerichtea küimte man scbUeöen, daß in Marburg die Geodäsie 
vor 190S QnveHiieteii wer. Heft und ich haben aber von Anfiuig an die aftnit- 
lichen Hoher Tertreken« i. T. fceiUeh in nmfiuigxeidten Torleenogen nit dem 
Titel „Ausgewählte Kapitel am der angewandten Mathematik/* Dai mnftte lor 
KichtenrähnuDg des Marbnrger geodätücheu Untechohts führwi. 
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betnffSen die Geodäsie und ilire Hüftwiaeenschafteii. In BflekBicht auf 
die lelftÜv geringe Verwendiing dieser Stadien fSr die spätere Praxis 
des akademiseli gebildeten Lehrers mSehte er, daß die Ansprilolie im 
Examen — imd wohl aneh das in den Torlesnngen Gebotene — recht 
eingeschrSnkt würden. Dnreh Literaturaogaben wird dies lAher 
charakterinert 

Dieser Überbliek Über das Wichtigste, was bisher über den geo- 
dätischen UniTersiiätsunterrichi für Kandidaten der angewandten Mathe- 
matik gesehrieben wurde, zeig^ daß die Ansichten noch stark Toneinander 
abweichen* 

Ich mÜdite — im Sinne Haneks — die Geodäsie an der Universität 
durchaus wisBenschafUidi behandelt sehen, ohne V^maehlassiguDg der 
praktischen Seite. Sie ganz dem Vertreter der Land- oder Forstwirtschaft 
SU überlassen, ist wohl ein erträglicher Übergangszustand. Doch schon 
in der niederen Geodäsie wird nur der Mathematiker oder Astronom 
dem Unterricht den Gehalt geben können, der an der Universität für 
die Ansbildung von Mathematikern wünschenswert ist. Der Uiitt rneht 
in höherer Geodäsie darf meiner Ansicht nach nicht wegfallen oder durch 
ein rein mathematisches Kolleg über Wahrscheinlichkeitsrechnung i ohne 
geodätische Anwendungen) ersetzt werden, Vielfa<'h wird die Geodäsie 
dem Astronomen näher liegen als dem Alathem itiker. Aber auch au 
Orten, wo ein At-tronom die Geodäsie vertreten küniite, würde ich sie 
lieber in Händen des Vertreters der übrigen angewandten Mathematik 
sehen. Nachdem eininal so verschiedenartige Gebiete im Examen ver- 
einigt sind, muß der Examinator sie ausreichend beherrschen; dazu 
gehört mindestens so viel, als zum Halten einer guten Vorlesung. Ich 
halte den Vertreter der angewandten Mathematik für den gegebenen 
Prüfenden.*) Allerdings muß der Vertreter der Geodäsie praktische 
Interessen und praktisches Können haben. So besteht die von Herrn 
Stäckel (XI, 36) hervorgehobene Schwierigkeit, geeignete Lehrkräfte 
für die technische Mechanik zu finden, ebenso in hohem Maße für die 
Geodäsie. 

Im Folgenden gehe ich näher auf die Disposition meiner Vorlemmi? 
und Übungen über Geodäsie ein, um ein ausführliches Beispiel eines 
gangbaren nnd gTÖßt<»nt^ils erprobten Weges zu geben. Ich bemerke 
dazu, daß ich früher niedere unil li'ljiTe ütHidäsie in zwpi getrennten 
Vorlesungen las, und daß ich im Soniuiersemester IHOG ijeides vereinigöi. 
Ich habe die Vorlesung dreistündig angezeigt, dazu Übungen nach 
Bedarf und Verabredung. Es wird sich dabei um kürzere Übungen 



1) Vergl. Study Jahiesbericht Vm, 134 unten. 
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im physikalischen Institut und um einzelne Nachmittage mit Messungen 
im Freien im<l mit anschließenden Rechnungsarbeiten bandeln. Bisher 
war es durch schlechte luritruniente mit praktischen Übungen schlecht 
bestellt. — Im Winter folgen einige höhere Kapitel. 

Natürlich lasse ich in diesem Berichte manche Einzelheiten fort 
Die eigentliche Vorlesung, die l^bungen im physikalischen Institut und 
die rbiiD^reu im Freien greifen stark ineinander. Die Abhängigkeit 
vom ^\ ett' r zwingt oft sogar in der Vorlesung /nr langen Zurück- 
stellung emz( hu r Kapitel, deshalb läfit sich die angegebene Keiheufuige 
nicht streng einhalten. 

Daß ich im Kolleg einen tieferen Einblick in das Gebiet zu geben 
suche, daß ich mehi* bringe, als ich für das Examen fordere, ist schon 
liervorgehoben. Vom Kandidaten verlange ich kem Formelgedächtnis, 
(iasegen lasse ich oft die Ableitung einer Formel so weit entwickeln^ 
bis ich mich Tom Verständnis des Kandidaten äberzeuge. 

VI. 

Ich beginne die nirilryr Geodäsie mit der Instrumentenkunde und 
den elementaren Messungsraethoden. Beide sind in den Hüchem und 
im Unterricht an technischen Hochschulen häutig Gegenstand getrennter 
Kapitel, und dies hat dort volle Berechtigung. An der Universität 
wird man auf die Instrumentenkunde nur beschränkte Zeit verwenden, 
und dann halte ich es für gut, an die Besprechung der einzelnen 
Instrumente die zugehörigen MesstmgBmetliodeii ganz oder wenigstens 
zum Teil anzufügen. 

Zuerst gehe ich auf das wichtigste geodätische Instrument ein, auf 
den Theodoliten. Die zusammengesetzten Fenirohrokulare, das Faden- 
kreuz, Libellen und Nonien werden kurz besprochen. Dann folgt weiteres 
über den Theodoliten, auch die genaue Justierung, ebenso die Aus- 
gleichnng Ton Fehlem durch Ablesung an beiden Nonien, durch Um- 
legen deB Fernrohres u. dgl. Differeiitialformeln der sph.nri^cheu 
Txigonometrie geben den Einfluß von Fehlem der Justierung; besonders 
▼on den Aehsenfehlem des Theodoliten.^) Daraus erhält man erst ein 
Urt^ über die mit einem bestimmten Instrument erreichbare Genauigkeit 
der gemessenen Horizontal- und Vertikalwinkel. Man sieht auch die 
Berachtigiiiig der xnm Horizontieren kleinerer Theodoliten dienenden 

1) Die Untersuchting läßt sich so führen, daü Beziebangeu zum Problem der 
Reduktion eines Wiukela aaf den Horizont auftreten. Allgemein behandle ich 
dieses Fioblem nicht Nur vor EiofflhraDg dee Theodoliten hatte es große pnktim^e 
Bedentnng in der Geod&sie. Deshalb init es aaeh noch in den danteUend geo- 
mebisehen Btteheni tob Monge nnd seinen Schfllmi auf. 
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Dosenlibelleu, so lange es eidi irar um flache Zielungen iumdeli. 
Ferner sieht man z. B., wie groß die VerschiebuDgen der Libellen- 
blasen an Krenslibelleu wührnul einer Beobachtung sein dürfen, ohne 
schädlich zu wirken. Anf Waldboden treten eoldie Verschiebungen 
bäafig auf. 

An den Vortrag schlieflen sieh immer praktische Übungen an. 
Viel Zeit ist darauf nicht zu verwenden, und man muß berücksichtigen, 
daß das physikalische Praktikum und das Buch Ton Kohlrausch einen 
Teil (aber nur einen Teil) des oben Genannten bieten, ich lasse zunächst 
mit dem Theodoliten Horizontalwiukel messen, wobei auf exakte Durch- 
führung nach den heute wirklich verwendeten Methoden zu sehen ist. 
In erster Linie werden einige volle Sätze von Riehtungsmessungen auf 
einem Standpunkt gemacht. Sie sind »o emzuricbteu, daß sie das 
Material für spätere Rechnun^sarl)eiten (z. B. Rückwärtseinschueideuj 
liefern. Auch einige Hölionwmktl lasse ich messen. 

Das (i au ß sehe Kepetitionsverfahreu wird natörlicb hesproeheu, 
obwohl es heutzutage praktisch von geringerer Bedeutung i.st. Später 
muß in der allgemeinen Fehlertheorie auf die mit diesem Verfahren zu 
eneichende G^raanigkeit (die häufig überschätzt wurde) eingegangen 
werden. 

Über die in den Übungen su verwendenden Theodoliten spredie 
ich später noch aosfahrlich (Seite 370 ft). 

Die Streckounessung mit Lattoi oder Stahlband, dos Arbeiten mit 
Winkelspiegel und Winkelprisma, die Kleinmeesung nach der Koordi- 
natenmethode und die Messung eines Polygonzuges behandle ich ganz 
kurz. Ebenso spreche ich nur kurz von Absteckungsarbeiten. Ich 
yerweise hier — und entsprechend in anderen Fallen — auf geeignete 
Literatur, darunter auch auf die Wiechertschen FerienkuxBTortn^;e. 
Dadurch gewinne ich die ]M^^^'lrhkeit, das ganze Kolleg trotz seines 
Unifanges auf geringe Stundenzahl zu bringen. Zugleich vermeide ich 
TÖllig den ausführlichen Vortrag von Gegenständen, welche doch er- 
fahrungsgemäß schlecht mitgeschrieben werden würden. Ich erwarte, 
daß die Zuhörer sich aus der Literatur den Überblick schaffion und ich 
fordere ihn in den Grundzügen auch im Examen. 

W^eiter behandle ich das Vorwärts- und l{iickwärt.><einschne'f]f>ii und 
die einfachsten Triaiigrilationsaufgaben; alles wird ziemlich kurz durch- 
geführt. Ausfüliruni: eines Beispielen ist wesentlich, etwa eine 8t;inJ 
punktsbest immunst durch Ilückwärtseinschneiden auf Grund besonderer 
Messungen und im Anschluß an Zielpunkte, welche durch clie Laudes- 
vermessung gegeben sind. Mau läßt gleich genug Beobachtungen 
machen, um später in der höheren Geodäsie eine Ausgleichung durch- 
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snfUuraiL — Bei der Triangnlatioii. btinge ich keine Differantialfoiiiieln; 
sie konuneii genug im EoUeg Aber Zeitbeatimmuiig. 

Dann gehe ich auf die Tachjmetrie ein. Der Theodolit muß 

(lemiiRch mit dem Reichenbaclischen Diatanzmesser veiMihen sein. 
Die DiBtanxformel leite ich ab das Rams den sehe Okular; fOr das 
Hnygenssche oder orthosl<opische (die oft vorhanden sind) gebe ich 
nur das Resultat an. Die mit der Po r roschen Konstruktion erreichbare 
Yereinfachimg der Formel (Wegfall der additiven Konstantoi) bertthre 
ich. gar nicht 

Mein starkes Interesse für Instrumeuteukunde und Messungstechuik 
verleitet mich nicht dazu, auf die Kreutersche und Waij;ncr- 
Fenne Ische Form des Taehymeters*) oder den Puller- Breithauptschen 
(vom Tachymeter getrennten) Scliiebermechanismus einzugehen; mathe- 
matisch sind es gau/ einfache Dinge. Durch Verzicht auf Behandlung 
dieser Instrumente bleibt auch alles tachymetrische Arbeiten mit schiefer 
Latteustellung un besprochen. Die beiden neuen PullerBreithaupt sehen 
Schiebetachymeter will ich ihres mathematischen und tecliuischen 
Interesses wegen hier besonders nennen, wenn sie auch nicht in das 
Kolleg an der Universität gehören. Man liest an ihnen die Höhen ab, und 
die angeKiflltenPonkte übertragen aich unmittelbar auf Paui^papieraolieibeii. 

Das Tachymeter findet doppelte Anwendung: zur GeU&ndean&ahme 
und snr eigentHehen Höhenmeseaag. Weil ee aieb nur um wenige 
prakttsche Übungen haadelii kann, ao aind die Jordanacüieii Tafeln 
kaum von VorteQ; idb lege sie aber tot, weü aie für Tabulienmg. einer 
Funktion aweier Yariableik nahexu das einzige Beispiel eind, welches 
der Kathematiker in die Hend bekommt. 

Bei der Geländeaufiiahme behandle ich auch sofort daa EntwetliBii 
eines Planes mit Höhenkurven und gehe auf danieUend -geometrische 
und topographische BVagen ein. Pesch ka, kotierte Projektion, Wiener, 
Tir)}n\ Papperitz, bieten viel, dazu kommen die schSnoi Angaben von 
Hauck (Jahresbericht VTII, Seite 112 und Hoffmanns Zeitschrift 36, 
Seite 152 — 153). Leider ist man im Kolleg vielfach zum bloßen Zitieren 
gezwungen und für die praktischen Arbeiten bleibt wenig Zeit (Im 
folgenden Semester komme ich hierauf zurück.) 

Die Meßtischblätter der Landesvermessung werden mit der Kipp- 
regel durchaus tachjmetrisch hergestellt im Anschluß an die ans der 

1) Diese haben einen Yorlftofer in einer Breithauptschen Tachjmeter« 
Kippreget mit Sefaiebera, wotm die Pmikte rieb tumiittelbar auf den UeBtiaeh 

übertragen und die Hffhen abgelesen i^rdeu. Aach sonst finden sieb moderne 
Iu"tnnnento in ganz alten Exemplaren, wofür ein Gang durch das Münohaer 
Mu6euu iür Meisterwerke der Naturwissenschaft und Technik lehrreich ist. 
JahiMbultiht d. DmtielMB MftÜMnL-yflMiDlgang. ZV. Haft 7. S5 
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Triaagqlatioii folgcnclen und auf du Blatt flbertngenea Drdeckspiinkte. 
Deshalb gdio ieh wshon hier etwas auf den Hefitiecli und die Her- 
stellung der Meßtischblätter ein. 

Die tachymetrische Hohemnessnng werde ich in einem olufachen 
Fall praktisch dnrehf&hrai lassen. Vor einigen Jaluren felilte ein bsauch- 
bares Instmment. 

Nach Besprechung der Tachymeirie gehe ieh zum Nivellieren Aber. 
Der kleine Theodolit kann dazu eingerichtet sein durch eine auf dem 
Femrohr sitzende Libelle (diese ist auch sonst für Messungen von 
Höhen winkeln gut). Besser ist ein besonderes Nivellierinstrument von 
kleinen DiinoTi^ionen. Später folgen darüber nähere Angaben. Arbeiten, 
lasse ich tiur mit einspielender Libelle, v.nljri für eigentliche Höhen- 
messung Zehntel drr Lattenteilung abgelesen werden. Das Einstellen 
auf dip Mitte eines iehies der Lattenteilung erwähne ich nur beiläufig» 
Genauer bespreche ich nur die Höhenbestimmting mittels Nivellier- 
instrumentes und iiiöse auch nur diese praktisch duichtühren.^) Dagegen 
können die Angaben über da.s näohennivellement kurz ausfallen, nach 
dem, Aas iriiher über taebjraetrische Geländeaufnabuie gebagi ist. 

In Marburg hat die Stadt für die Kanalisation an yerschiedenen 
Hausem Höhenbolzen angebracht, anch am physikalischen Institat 
Dadurch bat man gute Anfangs- und Endpunkte mit betiSohtlieher 
HdbendiffiBrenz fllr tachymetrische Hdhenbestimmung oder fttr Hdhen- 
bestimmung mit dem NiTellierinstmmenl^ and man kann die gemessenen 
H5hen gut konfarollierai. 

Einmal hat ein Eiamenskandidat freiwill^ ein NiTelleraent Aber 
eine mehrere Kilometer lange Strecke auf Landstraße im Waldeddachen 
Hfigelland gut durohgelQhrt und danach auch ein Langsprofil und einige 
Querprofile gezeichnet. Die Stre«^ wurde in beiden Richtungen nivelliert, 
hin mit 25, zurüek mit 50 Meter Zielweite. Leider unterblieb durch 
mangelnde Rücksprache mit mir die Anbringung von Fizpunkten in 
geeigTH'ten Abständen. Das ganze au5;fiihrli(-he Zahlenmaterial hat 
iladnrch nicht die Ausnutzbarkeit als Beispiel zur Fehlertheorie dea 
Nivellierens, die mit geringer Mühe eireidibar gewesen wäre. 

Die trigonometrische Höhenmessung bespreche ich kurz, aus- 
fÖhrlicher die barometrische. Zu dieser besitzt das physikalische Institut 
gute Instrumente Durch die stadtischen Höhenbolzen ist man in der 

1) Die genaue Feblertbeorie wird in der höheren Geod&sie beltandclt. Damit 
hlagt «• auch soMunmtii, daB ich daa NivellieiiiistmmeDt eist lo spftt bfinge, ob- 
wohl hier alles auf den ersten Blick einfacher scheint als beim Tcu^jmeter. Giitea 
Arl cit« n mit dem Instrument setzt Einblick in di« Fehlertheotie vonuis; demnach 
laue ich erst spät nivellieren. 
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Lage, raadi ein aiuehaaliehM Bild von dar LoiBtimg8fii]ugk«it der 
Aneroide zu gewinnen und die Berechtigung linearer l^teipolation IQr 

die vorliegenden Höhenunterschiede zu bestätigen. 

Angaben über die Genauigkeit der anderen Methoden zur Höhen- 
meesung mache ich schon ]>tzt, wenn auch die Begründung dieser 
Angaben — soweit ich sie überhaupt gebe — zum großen Teil erst 
später folgen kann. 

Den Rechenschieber bespreche ich kurz. Die Theorie der ein- 
faf'hsten Planimetf r entwickle ich, ich lasse mit unserem Instrument 
arbeiten und lege zur BeurteihmL' der Genauigkeit Resultate eigener 
Messungen vor. Die Stndpnten, die von verschiedenen Hoch5?chnlen 
kommen, haben meist kcitie Gelegenhi it fj;fhabt, Theorie und Hand- 
habung eines Planimeters kennen zu N men. Die Behandlunt/ dieses 
Instrumentes im Kolleg über Integralrechnung scheint ein Au.snahiaefall. 

Auf die einfachsten rechnenden Methoden der Pliotugrammetrie 
gehe ich im geodätischen Kolleg ein, \viilai'nd ich im Kolleg über 
Perspektive andere Teile der Photogrammetrie bespreche. Durch Unter- 
suchungen, welche den beim TheodoUteu vorgekommenen zum Teil 
entsprechen, aber von mir auch nnr in doi Hauptzügen gegeben werden, 
TerrdOstSndigt man ohne weiteres das UrtoQ Aber die erreichbare Ge- 
nauigkeit 

Durch die Freundlichkeit Ton Herrn Profeaeor Finsterwalder 
in HOndhen konnte ich mit seinem (gr6fl«ren} photogrammefcrisehen 
Instrumant arbeiten lassen. Ich danke ancfa an dieser Stelle dafür. 
Solches Arbeiten mit einrai geliehenen Instrument ist aber immer un- 
ToUkommen; wir hatten das losfarument etwa 10 Tage, dann mufite es 
an GHetadiermessungen fortgeschickt werden. Dabei hatfcan wir den 
größten Teil der Zeit schlechtes Wetter, und ein TmI der Platten hat 
unter falscher Belichtung gelitten, da das Arbeiten mit Qelbscheibe 
gut ausprolnert sein will. Wir haben dabei auch den Fehler gemacht, 
mit hochempfindlichen, nicht genügend feinkörnigen Plattm zu arbeiten, 
andere waren nicht rasch zu haben. 

Ein photogrammetrisches Instrument (etwa die neue Finster- 
waldersche Konstruktion für Platten 0:12 cm) stellt für Marburg 
eine fast ebenso wichtige Anschaifung dar, wie ein guter kleiner Theodolit. 

Zu einer Spezialvorleeung über Photogrammetrie kam ich bisher 
noch nicht. 

Der Sextant ist kaum noch ein geodätisches Instrument. Ich be- 
spreche ihn m der Geodäsie nicht, weil astronomische Zeit- und Orts- 
bestimmung einer besonderen Vorlesung vorbehalten sind und regel- 
uiäßig gelesen werden. Wenn diese Vorlesung auch nicht durch die 

26* 
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Prfifimgpbe8tinmMi]ig«n yorgeschrieben ist, so tiSgt sie doch weseaÜich 
zur Yerrollf ffindigang der Ansbfldimg in dar ongewaadten Mathematik 
bei Sie sollte aaeh Ton ranes Mathematilceni gehSrfe werden, und 
keineswegs bloß von solcbai, die zogleicb Geographie stadieiea. 

vn. 

Bisher bot sich in Marburg keine Gelegenheit, daß gleichzeitig mit 
der I ieodäsie Wahrscheinliehkeitsrechnuii;^ gelesen wurde nnd in dirseui 
Semester wird es wieder so sein. Ich schalte deshalb in die geodätische 
\'orle8uiig einen knrzen Abriß der Wahrselipinliclikcitsrechnung, der 
Fehlertheorie und (irr Methode der kleinsten Quadrate ein, unter Be- 
schränkung auf das für die Geodäsie Weseutlichste. 

Als erstes und «'infuchstes Beis})iel für die Fehlei-theorie behandle 
ich den mittleren Fehler beim Nivellieren in seiner Abhängigkeit von 
Zielweite und Länge der ganzen btrecke. Dann folgt die Anwendung , 
der Methode der kleinsten Quadrate auf die Ausgleichung beim Anni- 
veÜieren eines Punktes auf verschiedenen Wegen oder bei einem 
Nivellements-Netz. Von den Veröffentlichungen der Landesvermessung 
lege ich dabei den betreffenden Band für einige Zeit ins Seminarzimmer. 

Dann bespreche ich die Ausgleichung bei Horizontalmessnngen 
mit dem Theodoliten. Zuerst nehme ich den Fall, wo in einem Drei- 
eck die drei Winkel gemessen sind; man wird zu gleicher Verteilung 
des Widerspruchs auf die drei Winkel geführt. Dann folgt die Aus- 
gleichung beim Vorwärts- und Rückwärtseinschneideu. Ich fiGUire ^MT 
im letzten Fall nicht alle Einzelheiten für die beiden Verfahrrmgsweisen 
der Winkel' und ItichtungsmessungMi durch, sondern behandle das 
Problem nur so weit, daß nach einer der Methoden die wirkliche 
Durchführung eines Beispieles möglich wird. 

Bei der Ausgleichung einer Tnangolation in der Ebene bcsduenke 
ich mich auf die Besprechung weniger, einfacher Fälle und laaee prak- 
tieche Arbeiten dieser Art nicht durchführen. 

Ich halte es für recht erwünscht, daß ein künftiger Oberlehrer sich 
mit numerischem Rechnen praktisch beschäftigt^ mehr als dies in meinen 
Übungen möglich ist.*) Doch mochte ich nicht einführen, daß jeder 
Marburger Kandidat der angewandten Mathematik im Laufe seiner 
Studienzeit eine geodätische Arbeit macht und aum Kxamen einreicht 
(Messungen mit Berechnung und Ausgleichung). 

Die Fehlertheorie bietet eine Reihe wichtiger und schöner Unter- 
suchungen, auf die ich fibrigens im Kolleg nur teilweise eingehe. Die 

1) VexgL die zweite Anmerkung auf folg. Seite 



Digitized by Google 



Angewandte Mtthenatit aa der ünivenifftt. 



369 



Fehlertheorie der Basismessung, des Poly^Lfonzuges und des Repetitions- 
rerfahrens beim Theodoliten gehört hierher, weiter die Untersuchang 
über die Genauigkeit der Punktbestimmung beim Vorwärts- und Rück- 
wärtseinBchueideu. Hierbei kommt man auf die Fehlerellipse und Vei^ 
wandte!«. 

Ich gehe dann über zu geodätischen Aulgaben auf der Erdkugel; 
ich bespreche dabei r B. Vorwärts- und Rückwärtseinschneiden und 
einfache Triangulationsaufgaben ganz kurz, auch die Ausgleiohungs- 
probleme. Dabei beschränke ich mich zum Teil auf LiteraturanL'itben. 
Manche Zuhörer zeigen in sphärischer Trigonometrie und weiterhin in 
allgemeLuer Flächeutheorie geringe VorkonTitnisse. 

Es folgt die Berechnung sphärischer Dreiecke von verhältnismäßig 
kurzen Seiten mittels ebener Dreiecke. Dabei gehe ich auf die Addi- 
tamente nicht, auf das Legendresche Verfahren kurz ein und zitiere 
dem Schluß der Gaußschen Disquisitiones circa superficies cunras. 

Dann folgt ein gedrängter Bericht über die Dreiecksketten und 
Füllnetze der Landesyermessung und über die zugehörigen Beobachtungs- 
und Ausgleichungsmethoden. Ich kann mich kurz fassen im Anschluß 
an das früher über ebene Triangulation Gesagte und benutze wieder 
die Veroffentlichiuigeii der Landesyermessung, besonders den Band fOr 
HesMn-Naaaaa. Die rheinisoh«liessische Dreieckskette bietet gerade 
besondere Eigentümlichkeiten und gehört zu den spat, also nach 
modemer Methode yermessenen. Ich yerwende auf diese Schüdenuig 
nur ganz wenig Zeit, mache aber die bessere und dabei einigermaBen 
leicht lesbare Literatur bequem zugänglich. 

Aus diesen kurzen Angaben über die Anwendung der Methode 
der kleinsten Quadrate auf die Triangulation in der Ebene und auf 
die Landestriangwlation wird man ersehen, daß es mir im wesent- 
lichen um den mathematischen Gehalt des Verfahrens zu tim ist 
und nicht um Einzelheitoa der Beobachtungs- und Rechentechnik.^) 
Dabei halte ich übrigens aus prinzipiellen Gründen und aus persönlichem 
InteroBse darauf, daß ich nicht in bequemer Idealisierung falsche An- 
gaben über technische Einzelheiten mache. — Numerisches Rechnen ist 
mir in diesem Koll^ niemals Selbstzweck.^ 



1} Die von Herrn Helsattllet ansgesiwocb«M Befarchtung, daß ein ICathe- 
matiker in g^odäti.Hch^n Torlesungen den ganzen Umfang de* Hantenfohea 
Boches vortragen würde, trifft für mich nicht zu. 

2) Dagegen hielt ich z. b. im Torigen Semester ein Kolleg über höhere 
Tngoa der Elementar-Mathematik, in dem ich n. a. auf die fienlelliuig von 
Tafefai and die lineare und höhere Interpolatioii daging und damit eine Beihe 
▼on Fcagen des nimieriidien Reehoens berfiekaiehtigte. 
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Fwner behandle ieh die geoditiaekfliL P<darlaK>rdiiMleii und geo- 
ditiache recfafewinUige Koordinaten im allgemeinen und ffkt die Kugel. 
Dann gehe ich Ober zu den Soldnerechen inkonfonnen und den 
Gaufischen konfomen rechtwinkligen Koordinaten — sur Verein« 
ftchung unter der Annahme hugeUormiger £rde. 

Tom kartographischen Teil der Arbeite der Landesrermeasang 
bringe ich dann auch einige weeentliche Punkte. Dabei Terweifle idi 
wieder auf geeignete Literatur, auch auf das kleine Buch ytm 
Häntssohely natflrlich mit Bezug auf die Oallesche Besprechung. 

Diese kartographieehen Angaben und die vorhergehende üntw- 
auchung fiber die gebrSudilichai rechtwinkdigen Koordinaten in dar 
GeodSsie fBluren zu Fragen der allgemeinen Abbildung krummer Fachen, 
die sehr viel rein matiiematisclies Interesse bieten, su dersn nSheier 
Behandlung aber innerhalb der Vorlesung fiber GeodSsie keine Zeit bleibt. 
Die funktionentheoretische Seite dieser Probleme ist natflrlich auc)i /n 
nennen, es ist aber hervorzuheben, daß damit nur ein kleiner Teil 
erledigt ist, daß die allgemeine, die inkonforme Abbildung mathematiBch 
wichtig und kartographisch von größter Bedeutui^; ist Eine Spezial- 
vorlesung über solche Abbildungsprobleme, vom allgemeinen flächen- 
theoretischen Standpunkt aus und mit Berücksichtigung ^^eodatischer 
und kartographiffclior (rpsirlitspunkte halte ich im folgenden Semester. 
Freilich geht sie unbedingt über die Anforderungen des Examens 
biiuius. 

Auf das Besselsche Erdellipsoid und das Cleoid gehe ich kaum 
ein. Demnach bleibe ich hinter einer Forderung von Hauck zurück 
(Jahresbericht, VIII, 109 Mitte). Zu gründlicher mathematischer Be- 
handlung fehlt es immer an Zeit und fast immer an niij+reicheuder 
geometrischer Vorbildung der Zuh()rer. Ich stehe üherhaupt für die 
Abgrenzung des Stoücs in der höheren Geodäsie durchaus auf dem 
Standpunkt, daß es sich nicht um Halbheiten handeln darf^ lieber 
lasse ieh einzelne an stdi wichtige Kapitel fort. In d^ vorher ge- 
nannten Kapiteln UBt sich bsi beschrankiem Umfang noch eine gute 
Abrundung eneidien. 

vm. 

Eine nähere Besprediung erford«n die für den geocfötischen Uni- 
▼ersiifttsunterricht nötigen oder erwünschten Instrumente. 

Irgend ein alter Repetitionstheodolit wird wohl überall durch das 
physikalische Institut zur Verfügung stehen. In Marburg sind mehrere 
vorhanden, darunter sehr wertvolle mit großen Teilkreisen imd feiner 
Teilung, die durch ihre Schwere und Unhandiichkeit gar nicht für den 
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Unterridit geeignet sind.^) Ich lasse hddifteiui einen von ihnen 
ZOT Messung <mtu s Winkels durch Repetition verwenden, waf dem aitro- 

noDiii^cLen Turm des physikalischen Institutes. 

FQr alle übrige Verwendung des Theodoliten ist ein kleines In- 
strument mit Nonien für ganze oder halbe Minuten ausreichend 

und sogar erwünscht Einrichtung zur Repetition ist nicht notig. 
Wenn sie vorhanden ist, benutzt man sie eigentlich nur zum Drehen 
des Limbus zwischen den einzelnen Messungssätzen und gelegentlich 
zum Einstellen des Limbus auf genäh*»rte Azimute. Fehlt die Repe- 
titionseinrichtung und ist der Limbus drehbar (nur durch Reibung 
gehalten, wie z. B. bei einigen Ert eischen und ilildebrandsciien In- 
strumenten), so tut dies denselben Dienst. Bei festem Linibus wird 
der Dreifuß zwischen den einzelnen Sätzen auf dem Statif um- 
gestellt. 

Bei diesem kleinen Instrument, dem eigentlichen Gebrauchsinätru- 
ment fOr die Übungen, ist gute AbleeWkeit der Teilungen im Freien 
— bei Sonne ohne Schirm — vesentlioh. Nach meiner bieherigen Er- 
fahrung sind dexn die in Ueinen rediteek^;en Rahmen befindliehen, re 
den Lnpen befratigten, weifien Belenditungsvorriditungen wee^iiUeh 
schlechter, ab die zjUndrieehen durehsdieinettdai Hülaen «ob Cellnloid, 
welche mit den Lupen konaadal bii fast an die Teilung gehen, hh habe 
sie nur im Breithauptschen Katalog und bei Breiihaupteefaen In- 
strumenten, anfieidem als naehtrigMche Zuftognng bei dem Tesdorpf- 
sehen Reisemstrument eines Geographen kennen gelernt. 

In Marbutg sind früher auf Omnd einer einmaligen Bewilligung so 
geringe Mittel fUr angewandte Mathematik vorhanden gewesen, dafi es 
nicht möglich war, einen brauchbaren kleinen Theodoliten anzuschaffen. 
Bei einem vorhandenen kleinen Instrument ist die Teilung zu schwer 
ablesbar. Bei Sonne mußten wir im zweiten Halbsatz aufhören und 
mußten deshalb auf die Bestimmung unseres Standpunktes durch 
Rückwärtseinchneiden verzichtoL Ein neuer Theodolit konnte in diesem 
Semester beschafiPt werden. 

Bei jedem Anzielen eines Punktes durch das Eemrohr ist wesentlich, 
dali (hi.s Fadenkreuz scharf siclitbar ist und in dor Bildebene des Ob- 
jektes liegt. So braucht jeder Beobachter 'iLi 'ntlicli seine besondere 
Einstellung <les Fadenkreuzes im OkiihLriuiir. Die Folge ist crewöhn- 
lich bei Benutzung durch auteiii iiwiert. i]-j;iMide Beobachter, daß das Ukular- 
rohr durch die Triebschruube verschoben wird, bis der Beobachter Fadeu- 

1) Teils atammen sie nn« dem Gerl ingachen Institut, teils von der kur« 
hesäiscben LandesvermeMung und dem kurhessiachen Pol; technikaui. 
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kieaz und Objekt zugleich möglichst deatlioh sieHt^ und dann und beide 
im allgemeinen nicht mehr in einer Ebene. Das enengt ungenaue (von 
der Haltung des Auges abhangige) ZideinsteUnng. Ihnliehe StSmngen 
treten ein, wemi mehrere Beobaehtar am Taehymeter oder NiTellier- 
instnunent die Latteneinteilimg ablesen. Es gibt «n sehr einfisehes 
Mittel zur AbhQfe. Die Snßente Linse des Euygenasehen Okolars 
oder das Ramsdensehe Okular wird im Okularrohr bewe^ch an- 
gebrschl^ so daB sie bei Drehung sich vor- oder zurückschraubt. Dann 
kann jeder der sieh ablösenden Beobachter mühelos und rasch das 
Fadenkreuz scharf einstellen, ohne dessen Abstand vom Objektiv zu 
indem. Diese Einrichtung ist für den praktischen Geodäten überflüssig, 
deshalb auch sehr selten an Instrumenten vorhanden. Für den Untf'r- 
richt ist sie wichtig; sie sollte bei Anschaffung für Unterrichtszwecke 
immer bestellt werden und läßt sich auch nachträglich leicht be- 
schatten. 

So lange der kleine Theodolit nur geo(lätif=ieben Zwecken dieutu soll, 
wird mau ein IiiBtrumeut wählen, dessen Vertikalkreis entweder die- 
selbe oder eine weniger feiiie Emttiluu^^ h;ii. wie der Horizontalkreis. 
Ausreichend ist ein Instrument, welches um I InnzruiUlkreis zwei Nouiett 
für ganze MiuuttMi iiut, während am Vertikalkreis mit nur einem 
Nonius ganze Minuten abgelesen werden (a). Besser ist ein Theo- 
dolit, dir tiü jedem Kreis zwei Nonien hat, und bei dem mau die 
Horizontalwinkel auf ganze oder halbe, die Vertikalwinkel auf ganze 
Minuten abliest {b). Alhidadenli belle am Höhenkreis darf fehlen. 
Eine noch größere Genauigkeit des Instiumeutes würde dem Unter- 
richtszwecke nicht entsprechen und das Instrument zu uiiLandlich 
machen. Soll jedoch der Theodolit auch für Zeitbestimmung dienen, 
dann müssen Vertikalwiukel mindestens ebenso genau als Ilorizontal- 
winkel erhalten werden, und der Vertikalkreis braucht eine Alhidaden- 
Libelle. Das Fernrohr muß exzentrisch sein. Eine Reiterlibelle auf 
der Ilorizontalachse ist dringend erwünscht, Fadenkreuzbeleuchtuug 
(durch die Ilorizontalachse odti durchs Objektiv) ist nötig. Gut ist 
eine Visiervorrichtung außen am Fernrohr. Ablesung ganzer oder 
halber Minuten am Vertikalkreis wird ausreichen, sonst wird das In- 
strument für die übrige V<'rwendung zu schwer (c). Für d)^ Zeit- 
bestimmung allem \snrde ich »nn größeres Instrument vorziehen; geo- 
dätische liücksichteu eiiLbclieidMi für ein so kleines Instrument. Dabei 
bin ich der Ansicht, daß es auch für die Zeitbestimmung dem Uuterrichts- 
zweck völlig genügt. Denn wesentlich sind nur das J\* nm^nlemen der 
Methode, die Beurteilung der erreichbaren Genauigkeit und die sorg- 
fältige praktische Durchfühnmg der Messung und liechnung. 
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Zn den oben mit a, b, c bezeichneten Theodoliten verschiedener 
Einrichtung und Genauigkeit mache ich noch die folgenden Angaben: 
Ein Instrament a ist in Güttingen neben größeren Theodoliten wirklich 
in Gebranch, Breit h au pts kleinster Theodolit, N. 44 des neuesten 
Kataloges, zn 210 JL Im wesentlichen dasselbe Instrument mit größerem 
Vertikal kreis, Repetition^ Ableselupen, Aufsatzbussole und Distanz- 
faden ist Breithaupts kleinster Grubentheodolit, N. 210, und kostet 
315 c/C, mit Silberlimbus 345 Ich ziehe beiden da« Instrument 
N. 46 vor, als guten Repräsentanten des oben mit h bezeichneten 
Typus: Ilorizüutalkreis von 12 cm, Nonien zu 1', auf Wunsch Y,', 
Vertikalkreis 9,5 cm, Nonien zu 1', Femrohr mit 18-facher Ver- 
größerung, 315 ^/C. Distanzfäden sind besonders zu be.sitlleu. Außer 
einer Dosenlibelle hat diib Instrument nur noch eine Libelle, auf dem 
Femrohr. ><atiiriich bauen auch andere Firmen Theodoliten von dem 
hier besprochenen Typen a und h, je nach der Ausfüiiruug und dem 
Femrohr wird man bis zum Treis von 4(K) oder 420 Jf kommen; 
ich nenne von Fennel Nr. 38, 39, 35 ff., 113, von liildebrand 
(Freiberg i. S.) den Theodoliten N. 239, Ertel baut keine Theodoliten 
solcher (iröße. — Auch für c möchte ich Beispiele nennen. Erstens 
Brt^itbaii j)tö Gruben- und ]?eisetheodoliten N. 222 zu 410 mit 
verdeckten Teilungen, Alhidadeuli belle am Vertikalkreis, Fernrohr- 
libelle, Aulsatzbussole und Distanzfäden; Libelle auf Horizontal- 
achse, Visiervorricblung waren zuzufügen. Zweitens ein ziemlich 
kleines Reiseinstrument von Tesdorpf, dritt. iis » itien Hildebrandschen 
Theodoliten, welcher ganz besonders den Bedürfnissen d^r Reise an- 
gepaßt ist. Er hat exzentrisches Fernrohr von 11-facher Vergrößerung, 
verdockt** Kreise, der Horizontalkreis von ^ cm hat Nonien zu 1', 
während der \ ertikaikreis von 9^^ cm .\ inf n zu V., ' hat. Okular- 
prisma, Sonnenblende, Fadenkreuzbeleuchtung, Libelle auf der Hori- 
zontalachse und am Höhenkreis sind vorhanden. Das Gewicht ist 
nur l.ß kg, Preis mit Stativ 350 JC. Für den allgemeinen geo- 
«latischen Gebrauch dürfte dieser Theodolit durch Kleinheit und geringe 
Femrohrvergrößerung sich weniger empfehlen; der Breithauptsche 
und Tesdorpfsche sind allgemein verwendbar. Wir haben Breit- 
haupts Nr. 223 (mit Ablesung halber Minuten) gewählt. — Als größeres 
Reiieinstrument ist das Ambronn-Fennelsche genügend bekannt. 

Ist beim kleinen Theodoliten eine Femrohrlibelle vorhanden, dann 
kann man auch ganz gut auf ein Nivellierinstrument verzichten, besser 
freilich ist ein eigentliches Nivellierinstrument neben dem Theodoliten; 
nur ein kleines, handliches, ftlr leichtes und rasches Arbeiten geeignetes 
kommt in Betracht 12 bis 20-fache Femrobnreigroßerung reicht aus. 
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Die korrigierbare Libelle uud das Femrohr können fest mit dem Unter- 
teil verbunden sein. Die Justierung ist dann freilich etwas erschwert^ 
aber das Instrument ist recht stabil, und die bei mehrstündigem 
Arbeiten tuiTeirmeidlichen Veränderungen sind gering und stören beim 
Nivellieren aus der Mitte nicht. Bei einem zweiten Typus ist die 
korrigierbare Libelle fest am Träger und das Fernrohr ist drehbar 
und umlegbar Bei einem dritten Typus ist auch die Libelle abnehm- 
bar und umsetz bar, sie sitzt auf dem Fernrohr. Die Wahl zwischen 
diesen drei Typen ist einigermaßen Sache des persönlichen (ieschmackes. 
k i;ii]»lLZiert« instrumeute kommen kaum in Frage. Eine Dosenlibelle 
und ein Libellenspiegel sind bequem. Unter den Ertelscbeu In- 
strumenten sind alle drei Typen vertreten; den ersten Typua liefert er 
hai 13 1 acher Vergrößerung je nach dem Träger zu 110 — 126 ^M, den 
zweiten bei 20 facher zu 1G5 c^/C, den diitten bei ebenfalls 20-facher 
Vergrößerung zu 136 und 165 oS. Breithaupt baut kleine Nivellier- 
instrumente nur Tom ersten Typus, bei 18 und 24-fiMdier Vergrößerung 
KU 120 und 145 JC, beide mit DreifuB, außerdem ein Ueines Taschen- 
nlTean zu 110 JC, (Bei allen Freisen ist das Statif inbegriffen). Oute 
NiTeUierlattoiy die anoli zur Tacbjmetrie dienen, erhfilt man f&r 
SO — 30 jK. In Marbui^ haben wir ein altss Beicbenbacbsohes 
NiTellierinstrument mit kleinem Horizontalkreis, und ein Ideines 
Fennelsefaes. 

Bei Beschaffung eines photogrammetrischen Apparates besehrinkt 
man sidi am besten auf Tertikaie Plattenstellung, sie ist doch fOr 
rechnendes und graphisches Arbeiten weitaus das Ein&chste und 
i. a. ausreichend; natürlich ist ausgiebige Verschiebung des ObjektiTS 
nötig. Ein geteilter Horizontalkreis oder eine feste Bussole auf der 
Kamera hat manche Vorteile für das Aneinunderschließen und die 
Orientierung Ton Bildern. Professor Finsterwalder hat fflr Gletscher- 
niessungen mehrere sehr kompendiose Apparate dieser Art gebaut. 
Sie sind meist mit einem hinten befindlichen Okular versehen, welches 
in Verbindung mit dem verschiebbaren Objektiv als Fernrohr dient 
und Hcihenwinkel 7m messen gestattet. Sein neuestes Modell für Platten 
9 : 12 cni wird siVli selir iriit für ünt^rriehtsi^wecke eignen. Nur 
wird man fiir unmirteil)are graphische Verarbeitung der Autnahmen 
Vergrößerungen anwenden nifissen. was sehr gut geht. — Auch 
auf die Schill ingsche Verulientlichuntr ' (.'treßs graphischer Be- 
handlung der Photogrammetrie sei liier verwiegen. Sein Apparat ist 
speziell fiir arclntektonischf Zwecke gebaut, mit verschiedenen Brenn- 
weiten, großem Platten! oruiat, vielen auswechselbaren Teilen, trotzdem 
stabil. 
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Hiermit ergibt sich folgende Zn-^auiuieiiötellung der Kosten für 
gef»dätisrlio Apparate, wobei ich auneiime, daü ein grö^rer Tkeodolit 



ohnedies zur V ertiigung steht. 

Kleiner Theodolit mit Distanzfäden (210)— 315— 420 Ji. 

NiTellierinstniment 120 — 166 JC, 

Nivellierlatte (auch zur Tachymetrie) .... 20 — 30 Jl, 

Photogrammetrischer Apparat, etwa der nene 

Finsterwaldersche 380 c/^. 

Kleinere Instrumente: Winkelspiegel, Winkel- 

pnaiaa, Meßlatten oder Stahlband u. dergL, 

wobei man (Ibrigene manche Besch riinkung 

eintreten lasaen kann; Planimeter, Rechen- 

eehieber 75— 150 



Damit kommt man zu etwa 950 — 1100 1/^, was ziemlieh mit doD 
Angaben von Hanck in seinem Münehener Korreferat 1000 — 1200 Jty 
flbereinetimmt (Jahresbericht der Hathematiker-Yereinigung VIII, S. 109). 
Durch Weglassung des NiTeUierinstrumentes, durch Verzieht auf einige 
Ueinere Anschaffungen läßt sich die Summe erniedrigen, auch kann 
nun einen einfacheren photogiammetrischen Apparat beschaffen. Man 
sollte übrigens weit eher auf ein KiTcUierinstrument Terziehten, als 
auf einoi photogrammetrischen Apparat. Wo die If Ittel für einen 
solchen nieht ausreichen, sollte wenigstens die photogrsmmetizsehe 
Bearbeitung gewShnlidier Photographien besprochen und in den 
Übungen dnrehgefIBhrt werden. Man kann damit einen Zweck Ter- 
binden, z. B. in einem Oebirgspanorama die einzelnen Punkte be- 
stimmen lassen. 



Ich halte es nicht für überflüssig:, einige Angaben Uber die geo* 
dätische Literatur zu machen, welche den Studenten in Marburg zur 
Verfügung steht. Hess hat das Buch seines Lehrers Gerling für das 
Seminar ai^eschafft, ebenso KoUs Ausgleichungsrechnung. Für An< 
sehatfung von Baule, Miller, des kleinen Buches von Beinhertz 
sorgte ich, ebenso in letzter Zeit für die 5. Auflage von Jordan, 
soweit sie in da Reinhertzachen Bearbeitung ersclüenen ist Auch 
ftr Landesvermessung und Topographie habe ich einige kleine Bücher 
anschaffen lassen, die ich hier im einzelnen nicht nenne. In der 
Universitats-Bibliothek ist die ältere geodätische Literatur, die für den 
Studenten nicht in Fr^e kommt, natürlich sehr reichhaltig vertreten; 
aber die Fürsorge für Geodäsie hat auch nach Gerlings Tod nicht 
aufgehört: Bauernfeind, eine alte Auflage Yon Jordan, Helmerts 
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An^eidrangsrechnimg und Helmerts grofies Werl^ ebenao Heiden- 
bauere tmd Eoppes photogrammetrische Bücher sind Zenge davoii. 
Die beTorstehende Neuauflage toh Helmerts Ai]S|^icbtuigBreo!mimg 
werde icb aatOrlich fBrs Seminar beantragen. 

Auf sswei der genannten Bflcher will ieb noch kan eingehen: 
Banle bietet eine recht gate Instramentenknnde; die Messungalehre 
ist ganz elementar. Anch abgesehen Ton der Ansgleichnng nnd ab- 
gesehen TOn einigen Ideinen Fehlern entspricht sie nicht dem an der 
Universität za vertretenden Standpunkt. Millers Tuschenbach für 
Geometer (erschienen bei Jänecke in Hannover) bietet in gedrängter 
Form sehr viel nnd sehr Gutes. Freilich hat den ToUen Nutzen nur 
der, welcher gnt zwischen den Zeilen lesen kann: Die Technik der 
Justierungen und Messungen ist sehr genau beschrieben, die Gründe 
dafür fehlen. Den ansiibendon Techniker befriedigt ein solches Buch 
dnrclian«, er mnß jederzeit rasch sehen können, wie etwas gemacht 
wird, nach den tieferen Gründen /.u fragen, hat er nicht Zeit und 
meist anch nicht das Bedürliiip An einer technischen Hochschule 
liegt in joder Abtf^iltmg eine solche Fülle von ^Siort für die vierjährige 
Studien:^eit vor, tlali die Art des Unterrichtes und der Prüfungen weit 
mehr aui hrziohuug zum Können als auf Erziehung zum Wissen zu- 
geschnitten ist. Der Uuiversitiitsunterricht in Fächern, die beiden 
Hochschulen gemein sind, wird und soll anders sein, als der technische 
ünterrichi Damit will ich den technischen Unterricht nicht als minder- 
wortig hiBatellen, er exfordert eben dnem anderen Mafistak Unsere 
mathematischen üniTersitötsstndenten in mitÜeren Semestem nnd 
mandunal sogar die Ezamcuskandidaten haben oft im Stadiengebiet 
der beiden mten S«nester, in Infinitesimalrechnong nnd Geometrie der 
K^lschnitte nnd Flächen 2. Ordnnng^ so geringe Kenntnisse^ daft man 
wfinschen mdchte^ sie hätten ihre ersten Semeetear an einer tedmischen 
Hochschnle rerbtadit, wo der Unterrieht hinsichtiieh der Übnngen in- 
tensiver ist nnd wo noch etwas dem sdiwicheren ZnhSier günstig ist: 
Wir Doaenten an der Universität mfissen diese Anftngsvoriesnngen oft 
gegen unser pädagogisches Gefühl schwer machen. Deon wir dürfen 
manche schwierigen Kapitel nicht ausscheiden, weil sonst die Gefiihr 
besteht, daA unsere Studenten sie tlberhaupt nicht kennen lernen. 
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Ober die Gnmdlagen der Geometrie. 

Von G. Fbeoe in Jena. 
OPoxlMtsmig.) 

II. 

Bevor ich mich auf die Wendung einlasse, die Herr Eoraelt dor 
Hilbertschen Lehre gibt, indem er sie als formale Theorie oder reinen 
Lehrbegriff kennzeichnet, möchte ich eine Betrachtung anstellen, 
deren Ergebnis für die AufEaBSung und Beurteilung jeuer Wendung 
wichtig ist. 

Herr Korselt scheint nicht immer den Satz als das sinnlich Wahr- 
nehmhare von deui Gedanken zu unterscheiden, der sein Sinn ist. Ich 
nenne Satz schlechtweg oder eigentlichen Satz eine Gh-uppe von Zeichen, 
die einen Gedanken ausdrückt; was aber nur die grammatische Form 
eines Satzes hat, nenne ich uneigentlichen Satz. Solche tindeu öich 
oft als Bedingungs- und Folgesätze in hypothetischen Satzgefügen. 
Man findet vielfach die Auffassung des hypothetischen Urteils, als ob 
dadurch ürteile (propotitiong) m Beziehung geaetsti würden. Aber dies 
trifft nur aAtea. zu, auch wenn man statt „ürteil'' Gedanke'' sagt; 
denn wir haben oft weder im Bedingungssatze, noch im Folgeeatw 
einseln einen Gedanken, aondem nnr im ganzen Satzgefüge. Betrachten 
wir den Safs: „Wenn etwas gr$Ber als 1 iet, so ist es eine positive 
Zahl^'t ^twas^ und ^^es^* weisen hier aufeinander hin. Zemißsii wir 
diesen Zusammenhang^ indem wir die Sitee trennen, so wird jeder von 
ihnen sinnlos. „Es ist eine positive Zahl'' besagt nichts. In dem 
Satze „Etwas ist größer als l*' kann man swsr emea Gedanken ans- 
gedrückt finden, nämlioh daß es etwas gebe, was größer als 1 sei; aber 
in diesem Sinne kommt der grammatische Satz nicht als Bedingungs- 
sats im Satzgefüge vor. Wir können jenen Gedanken auch ausdrüdran, 
indem wir ons des Bachstaben »ac wie in der Arithmetik bedienen: 

„Wenn a > 1, so ist a > 0**. 

Der Buchstabe »a« deutet hier nur an, wie vorhin die Wörter etwas'' 
und „es". Die Allgemeinheit erstreckt sich auf den Inhalt des ganzou 
Satzgefüges, nicht auf den des Bedingungssatzes für sich und auf den 
des Folgesatzes für sich. Da weder dieser noch jener einzeln einen 
Gedanken ausdrückt, so ist keiner von ikiieu em eigentlicher Satz. 
Das ganze Satzgefüge ist ein solcher; es drückt einen einzigen Ge- 
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danken aus, der nicht ii. Teilgedanken zerlegt werden kann. Wir 
können diesen Gedanken auch so aasdrücken: 

,iWm größer »U 1 iflv ist eine positiTe ZaU^ 

Der errte granmiAtiBclie Satz nimmt eigentlich die Stelle des Subjekts 
ein, und der sweite enÜiSlt das sngehOnge F^rSdikat. Audi luevans 
erhcillty daß wir logisch gesprochen nur eineat dnxigen Sats haben. 
Wir haben hier nicht eine Beziehung swischen GedankeUi sosidi»ii die 
Beziehung der Unterordnung des Begrifiii größer als 1 unter den Begriff 
posUk/e ZM 

Den Gedanken des Satzes: 
fyWenn das Qnadiat ron etwas 1 ist^ so ist dessen Tierte Potans 

ebenfalls 1« 

können wir auch so ausdrücken: 

„Wenn a*- 1, so ist o^«- 1^ 

oder auch 

j,Was Quadratwurzel aus 1 ist, ist auch Biquadratwuxzel aus l'', 
oder auch 

,,Jede Quadratwurzel aus 1 ist auch Biquadratwurzel aus 1". 

Und hier ist wied» die Unterordnung der Begriffe erkennbar^ so daß 
wir auch hier nur einen einzigen Gedanken haben. Die grammatischen 
Teilsatze sind auch hier nur nneigentliche Sätze, ohne Gedankeninhali 
Der Buchstabe a*' in -a* = 1* weist ja hin auf >^7< in = 1-«^ wie 
etwa im Lateinischen ein „qtwt" in einem Vordersatze auf ein „tot'' 
im zuj^phörigeu Nachsätze. Wie nun die Trennung dipspr Sätze jeden 
von beuien sinnlo« mm ht, so geht auch hier durch Zerreißung de? Satz- 
gefüges das vcrli ieii, was der Buchstabe zum (Tedaukenausdrucke 
beiträgt. Er suil dem ganzen Satze Allgemeinheit des Inhalts verleihen, 
nicht den uneigeutlichen Teilsntzen; und so kommt es, daß das ganze 
Satzgefüge einfn wahren Gedauken ausdrückt, obwohl ein Buchstabe 
darin vorkommt, der nichts bezeichnet, während die uneigeutlichen 
Teilsätze keinen Sinn haben, weil sie den Buchstaben ^a« enthalten, 
der weder einen Sinn hat, noch auch einem dieser TeUe Allgemeinheit 
des inhslts verleihen soll. Sollte er dies, so dxttckte »a**» 1« aller- 
diags einen Gedanken aus, wenn watk einen falMhen, nandich daß 
jeder Gegenstand eine Quadratwuizel aus 1 s«; aber mit diesem Sinne 
kommt la* — 1« nicht sls Teil im Satzgefüge Tor. Wir sehen hieraus, 
daß ein Satz einen wahren Gedanken auadrflcken kann, obwohl er 
Wörter (»etwas«, »es«) oder Buchstaben enthUt, die nichts bedeuten. 
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sondern nur andeuten, wcoin diese Wörter oder Buchstaben den Zweck 
haben, dem Satze Allgemeinheit des Inhalts zu verleihen, daß aber ein 
grammatischer Teilsatz, der solche Wörter oder Buchstaben enthält, 
keinoi Gedanken ausdrückt, wenn die durch diese zu verleihende All' 
graieinheit sich nicht auf den Teilsatz beschränken solL Dann besagt 
der grammatische Teilsatz nichts, ist nur ein iin eigentlicher Satz; man 
kann weder sagen, daß er ^elte, noch daß er unjjjültig sei, falls man 
nämlich einen Satz ungültig nennt, wenn er einen falschen Gedanken 
ausdrückt. 

In ,.«* = lc ist freilich etwas Bedeutungsvolles entbaltÄi, und 
dessen Bedeutung ißt der Begriti" Quadratuurzil ans 1; aber das. was 
diesen iiegntf bezeichnet, ist nicht das ganze -ar=\<(y sondern nur 
das, was übrig bleibt, wenn man >a« absondert. Ähnliches gilt von 
*o* — 1«^. 

Im allgemeinen können wir sagen: der uneigentliche ßedingungs- 
oder Folgesatz drückt keinen Gedanken oder Sinn aus, oljwohl er Teil 
eines Satzgefüges ist, das einen Gedanken ausdrückt, und obwohl er \ 
selbst Teilt' liaben Ivann, die einen Sinn haben. 

Der liebranch des Buchstabens >o<. in diesen Fällen ist übrigens 
grundsätzlich derselbe wie im Satze 

»o«—l-(a -!)•(«+ 1)«; 

t r soll auch hier dem Satze Allgemeinheit des Inhalts verleihen, und 
daß wir in jenen Fällen zwei grammatische Sätze haben, hier nur einen, 
ist nur ein umvesentiicher Formunterschied. 

Die Einsicht in die logische Natur f^in^r mat Ii ein atischeu 1 iieorip 
wird oft dadurch erschwert, daß in scheinbar belüstandige graminatische 
Satze zerrissen wird, was sicli eigentlich als einheitliches Satzgefüge 
darsiflU'u soUte. Dies geschif^ht virltach aus .stilistischen Gründen, um 
ein Sat/.imgetüm zu vernieiilen; aber rann darf sich dadurch die Ein- 
sicht in das Wesen der Sache nicht verbauen la.'^sen. Man fängt z, B. 
PO an: „Es sei a . . .", dem man freilich oft das unrichtige „Es be- 
deute a" vorzieht. Solche Sätze können mit verschiedenen Buch- 
staben teüs der Ableitung vorhergehen, teils in sie eingeschoben 
sein. So gelangt man endlich zu einem Ergebnisse, ausgc^sprochen in 
einem Satze, der die Buchstaben enthält, die vorher scheinbar erklärt 
worden sind; denn Sät/o wie ,.Es bedeute a . . sehen aus wie Er- 
klärungen, die den Buchstaben Bedeutungen verleihen sollen. Aber 
dieser Sch^^in vercehwindet bei näherer I'rüfung. Nehmen wir ein Bf»i- 
spiel! Das Satzgefüge „Wenn a eine ganze Zahl ist, so ist a - (a — 1) 
eine gerade Zahl^' kann in zwei scheinbar selbständige Öätze zerlegt 
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wecden: ,,E8 sei o eine ganze Zahl a • (a 1) ist eine gerade Zahl''. 
Aber man kann den enten nickt als eine ErUSrung dee Bucbataben >a< 
' anffasaeo, sodaB dies »tf c mit der ao erhaltenen Bedentang im nweiftcn 
Satze Yorlume; denn dies »a« tritt in beiden Sätaen an der Stdle eines 
Eigennamens auf. Wenn ihm also eine Bedeutung gegeben weiden 
solltei so könnte das nur die eines Eigennamens, abo ein Gegenstand 
sein. Aber durch den Sata „a sei eine ganae Zahl" kann dies nicht 
geschehen; denn dieser ist kein Identitäts-, sondern ein Subsomtiona- 
aats. Man kann auch nicht sagen, daß hierdurch dem »at zwar keine 
bestimiMe, aber eine unbestimmte Bedeutung gegeben werde; denn eine 
unbestimmte Bedeutung ist keine Bedeutung; rieldeutige Zeichen dsrf 
es nicht geben. Auch folgende Überlegung aeigt, daß man einen an- 
eigentlichen Bedingnngasat» nicht als Erklärung eines darin Torkonunea- 
den Buchstaben ansehen darf. Unser Sata läßt sich nämlich in die 
Form bringm: ,,Wenn a • (a — 1) keine gerade Zahl ist^ so ist a keine 
ganze Zahl''. Und wenn man hiermit wie Torhin yerfahri^ käme man 
dahin, den Sata „Es sei a • (a — 1) keine gerade Zahl" als eine Er- 
klärung des Buchstaben »ac anzusehen; und diese wideiapiiche jener 
«rsten. Man lasse sich also dadurch nicht täuschen, daß zuweilen ans 
stilistischen GrOnden ein uneigentlicher Bedingungssatz in einer form 
auftritt, in der er, flüchtig betrachtet^ ab ErklaruDg eines oder mehrerer 
Buchstaben erscheini Aber weder diese scheinbaren Erklärungen, noch 
der Satz, in dem das Endergebnis ausgesprochen wird, sind eigentlidie 
Satze, sondern sie gehören als uneigentliche Bedingungssätze und un- 
eigentlicher Folgesatz untrennbar zusammen, sodaß erst das aus ihnen 
bestehende Qanze ein eigentlicher Satz isi Die Einsicht in den logischen 
Bau gewänne sehr, wenn das, was sachlich ein einziger eigentlicher 
Satz ist, sich auch sprachlich als einheitliches Satzgefüge dsistellte 
und nicht in selbständige Sätze zerfiele. Freilich nähme ein solches 
Satzgefüge in unsem Wortsprachen manchmal eine ungeheuerliche 
Länge an, wahrend die Begrißbschrtit durch ihre Übersichtlichkeit sor 
Wiedergabe des logisdien Gewebes besser befähigt ist. 

Der Gebraooh der Buchstaben ist in allen diesen Fällen eigenUich 
derselbe, wie verschieden er auch scheinen mag. Sie sollen immer dem 
Ganzen Allgemeinheit des Inhalts Terleihen, wenn auch dieses Ganse 
am scheinbar selbstiLndigen Sätzen .besteht. Statt der Buchstaben 
können natürlich auch Wörter wie „etwas'' ^fisf stehen. 

Ein System ron allgemeinen Lehrsätzen, die in ihren nneigentliehea 
Bedingungssätzen übereinstimmen, kann man eine Theorie nennen. Da 
man die uneigentlichen Folgesätze durch „und" zu einem einzigen ivt- 
binden kann, ist wenigstens theoretisch die Möglichkeit gegeben, die 
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Theorie iu eiucn einzigen Lehrsatz zu verwandeln, der aus uneigentlicheii 
Bedingimgssätzen und einem — im allgemeinen zusammen rrf^Retztt^n 
— imeigentiichen Folg-esatze bestellt, und dem durch Buchstaben 
oder entsprechende Wörter Allgemeinheit des Inhalts verliehen lät. 
Die uneigeutlichen Bedingungssätze nennt man wohl auch Voraus- 
setzungen. 

Nnn kann man durch einen Schluß vom Allgeiueinen zum Be- 
sonderen übere*^hen. So gelangt man von dem Satze ;>a' — 1 
= (a - 1) [u -f- 1)' z. B. zu dem Öatze — 1 — ^,0 — 1) • (5 -f- 1)« 
und Ton dem Satze 

„Wenn a* — 1, so ist a* — 1" 

zu dem Satze 

„Wenn 1^ - 1, so ist 1* = 1« 
oder andi za dem Satze 

„Wenn 2« - 1, so itt 2* - 1« 

Wie man sieht ist äußere Vori^nng hierbei der, daß der nur 
andeutende Buclistabe durch ein bedeutungsvolles Zeichen ersetzt wird. 
Und so ist es auch sonst: beim Schluß vom Allgemeinen zum Besonderen 
werden die andeutenden Buchstaben oder Wörter durch bedeutungsvolle 
Zeichen ersetzt. Die allgemein Ijejahenden oder verneinenden Sätze 
rafisseu vorher in die hypothetische Form umgewandelt werden. Wir 
sehen nun an unserm zweiten Beispiele, daß die uneigentlichen Sätze 
>a* = 1* und Hl* = \- dabei die eigentlichen Sätze 1-1'= \^ und 
>1* = Ic oder auch die eigentlichen Sätze >2' = 1« und *2* = 1« er- 
geben. Daß letztere nicht gelten, ist eine Sache für sich. In der 
hypothetischen Verbindung, in der sie vorkommen, wird keiner von 
beiden behauptet, auch wenn das ganze Satzgefüge mit behauptender 
Kraft ausgesprochen wird. Wir sehen so, daß den ni^wgMitlicbBn 
Sätzen, die Teile eines allgemeinen Lehrsatzes — einer Theorie — 
Bind, eigentliche Sätze entsprechen, die in einem Satze vorkommen, der 
SPS jenem durch dmen Schilift Tom Allgemeinen zum Besonderen ge- 
wonnen ist. Wenn nun einer dieser eigentlichen Sätze, der als Be- 
dingangzaatz erscheint^ schon als geltend erkannt ist, so kann man ihn 
w^lassen. So kann man in dem Satze »Wenn V ^ 1, so ist 1^ — 1« 
den Bedingnngssatz, nachdem man ihn als geltend erkannt hat, weg- 
iaasen^ so daß man nur den Folgesatz übrig behalt bi 

Worten wird man den Übergang etwa so machen: Da nun 1* 1 is^ 
so ist 1' «» 1. Durch solche Schlfisse kann man von einem allgemeinen 
liohrsatze — einer Theorie — aus zu einem besonderen Satze gelangeii, 
der weniger Bedingungssätze enthält. Dies Verfahren nennt man wohl 

Jahtwbaiicht d. D«al«etaa0 H*tkaaLpT«nlal««af. XT. H«ft 7. 26 
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die Aüweuduug eines allgeiiieiiiea Lelirsatzes — einer Theorie — auf 
einen beeondem Fall. 

lat mm etw» dai^ wm Henr Eori«ll fidniialfl Theorie oder mmm 
Lehrbegriff ii«int, ein aligemeiner LehnaiK oder eine llieorie in dem 
Sinne, wie ioh eben diese Wörter gebnudit habe? Es sdieini, daft 
Hemi Kor seit das wenigstens Torgeschwebt habe. Ich möchte an* 
ndimen, dafi vieles in seinen Ansfilhrangen Uarer ersdieint, wexm man 
beim Lesen das oben Bemerkte im Sinne behSlt Er schreibt: 

„Doch die moderne, immer mehr in die exakte Logik fiberg^ende 
Kalhematik b«Beiehnet mit ihren Axiomen (Gmndanssi^n) nidit mehr 
bestimmte Erfahmngstatsaclien — sondern deutet sie höchstens an, wie 
in der Algebra ein Buchstabe eine Zahl nicht bestimmt, sondern an- 
deutet.« 

Das Wort „andeuten'' scheint Herr Korselt in dieser Verwendungs- 
weise von mir entlehnt zu haben. Der Vergleich der Axiome mit den 
Buchstaben ist nicht glückUch. Denn in der reinen Arithmetik ist es 
gleichgültig, ob ich die Buchstaben »a« »c« oder die Buchstaben 
»r" 'N'- gehrnnrho, und jf»der dieser Bnchstabeii gilt als einfach. 
Dagegen soll offenbar jciles der Hilbertschen Axiome «pino Besonder- 
heit haben, die auf seiner be.sondern Zusainnienset/unrr riMs einfachen 
auch in andern Verbindungen vorkommenden Zeichen beruht. Dagegen 
scheint der Vergleich eines Hilbertschen Axioms mit einem un- 
eigentlicben Satze» wie nicht unpassend zu sein. Was Herr 

Korselt vvabrseheinlich nieiütj würde ich so aii.sdriicktn : 

Die neuere Mathematik — oder sagen wir einfacli: llen- Hilbert — 
versteht unter einem Axiome nicht einen eigentlicben Satz, der einen 
Gedanken ausdrfickt, sondern einen uneigen tlicheu, aus dem beim 
Sehliefien vom Allgemdnmi mm Besondem veradiiedene eigentliche 
Sätze herrorgehen können, die dann also (bedanken ausdrflcken. 

Mein „Gedankenausdrficken*' entspricht hierbei dem Korseltschen 
„bestimmte Ihrfahmngstatsachen bezeichnen". Die Hilbertschen Axiom» 
sind dami Teile eines allgemeinen Lehrsatzes, der sinnyoll ist, obwohl 
jene Teile es nicht sind. Und nur als Teile eines sinnroUeu Ganzen 
sind jene Axiome berechtigt. Sie erscheinen als Bedingungssatce, wofür 
man auch sagen kann: Yoraussetasungen, und hiermit stimmt sehr gut 
die Äußerung des Herrn Korselt: 

„Durch das Axiom »Auf jeder Geraden gibt es wenigstens zwei 
Punkte« ist auch nicht »der ontologische Gottesbeweis glänzend gerecht- 
fertigt«. Denn dieser will ja eine Existenz beweisen t das Axiom setzt 
sie für alle oder doch einige folgende Sätze voraus. Überbaupt sind 
die »Existenzsatse« der exakten Logik und Mathematik nichts als die 
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VonaMetziUBgen für gewisse hypothetische Sätze, in deren »Behauptungen« 
g^wiese in diesen Existenssatzen erwähnte Begriffe nicht mehr Tor^ 
kommen.'' 

Ohne jedes Wort zu unterschreiben, kann ich doch hierin eine 
Bestätigung des eben Vermuteten finden. Das Axiom setzt die Existenz 
£ar alle oder einige folgende Satee yoraus. Nun gut! ee gehört also 
untrennbar mit diesen zuäammen. Weder hat das Axiom, noch haben 
die folgenden Sätze für sich einen Sinn; sondern das Axiom ist nn- 
eigentlicher Bedingongssatz und jene folgenden Sätze sind uneigentliche 
Folgesätze ; und diese uneigentlichen Sätze bilden einen oder mehrere 
eigentliche Sätze, deren Teile sie sind. Auch Herr Korselt spricht 
ja von hypothetischen Sätzen — das sind eben diese eigentlichen 
Sätze — und von deren Voranssetzungen und Behauptungen — das 
sind die nneigentlichen Bedingnngs- und Folgesätze. 

Eine Widerlegung meiner früheren AusfÜhrangen kann hierin 
freilich nicht gefunden weiden. Wenn Herr Korselt im Gebraache 
der W('>rter ,,Definition'' nnd i^Axiom'' von mir abweicht und darauf 
eine Widerlegung zu gründen versucht, so widerlegt er etwas, was ich 
nicht gesagt habe. Man Icann jeden Satz scheinbar widerlegen, wenn 
man sieh erlaubt, die Wörter so zu ventehen, daß der Satz seine 
Geltung verliert. 

Mein Gedankengang war folgender: Wenn es erlaubt isi^ bei der 
Definition eines Begriff» erster Stufe die Existenz als Merkmal an- 
zugeben, so kann dies auch bei der Definition des Begriffes ChUf der 
erster Stufe ist^ geschehen, woraus dann die Existenz unmittelbar folgen 
wflrde. Nun ist das erwihnte Axiom nach Herrn Hilberts AnfihMung 
ein Teil der Definition des Punktes, und es wird darin die Existenz 
als Merkmal angegeben. Hiermit wird also das Recht in Anspruch 
genommen, das in einem andern Falle den ontologischen Beweis er* 
möglichen wfirde. Ich wollte Herrn Hilbert hierdurch zum Nachdenken 
über das TeraidasBen, was er Definition nennt. Und idi Termutete^ daft 
er seinen Gebranch dieses Wortes als ganz ▼erschieden Ton dem sonst 
flUicfaen erkennen und vielldcht in den Weg einbiegen würde, den 
Herr Korselt, wenn auch nicht mit klarem Bewußtsein, zu betreten 
seheinL Diese Klärung und Entwicklung, zu der ich den Anstoß geben 
wollte, ist nun freilich bei Hemi Hilbert wohl gar nicht und bei 
Heim Korselt nur unToUslSndig erfolgt Eine Definition im alt- )^ 
hergebrachten Sinne setzt nichts voraus, sondern setzt etwas fest. Was ' 
ich gesagt habe, bleibt bestehen, wenn man das Wort ^Definition'' so 
Tenteht, wie es Ton alters her in der Mathematik Terstanden worden 

ist, und wenn das Axiom, wie Herr Hilbert will, ein Teil einer 

2a* 
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Defioition ist') Nim ist ja mö^chervttse bei eineiii andern Süme 
des Wortes „Definition*' Hmih Hilberts Verfabxeu tootadem gerechi- 
fertigt; ato welcher Sum ist dabei aiizimebinen? Yemieheii wir mit 
ffilfe der Eorseltedien Aussprüche darüber ins Kbre sn komment 
ZnnSchst ist jedenftUs das, was Herr Hilbert Definitioii des Ptmktes 
nennt^ nicht eine Definition im alten Sinne des Wortes. Femer besteht 
die Definition ans Axiomen, und diese setsen etwas Totaus, sind also 
wohl Bedmgungssatse und swar uneigentUche ^tae. Diese enge Ver- 
bindung, in die hier die WOrter „Axiom'' und j^finition" geraten sind, 
ist ihrer ursprünglichen Gebrauchsweiae ganz fremd. In diesem Sinne 
ist dann eine Definition iri« 1 anderes als ein Ganses, bestehend aus 
mehreren durch „und" verbundenen Axiomen, die selbst wieder un- 
eigenÜiche Sätze (Bedingungssätze) sind. Dann ist kein wesentlicher 
Unterschied zwischen Definition und Axiom mehr vorhanden. Die 
Definition ist dann ebenfalls ein uneigentlicher Bedingungssatz, der 
ans mehreren ilurcb ,,imd" verbundenen uneigontlichen Sätzen beRtebt 
Ob mehrere von den Bedingungssätzen zu einem (Jauzen erst vereinigt, 
und dieses dann als Bedingungssatz genommen wird, oder ob man die 
Bedingungssatze vereinzelt läßt, ist unwesentlich. Mau sieht, daß die 
sogenannten Definitionen dann eigentlich überflüssig sind. 

Doch forschen wir, ob sich unsere Vermutung über das Wesen des 
reinen Lehrbegriffes noch weiter bestätigt! Herr Korselt schreibt: 

„Die »arithmetisierte* , i^esser ge.sagt: > rationalisiert«!' Mathematik 
nciiiei liire (iruud.sätze nur so ein, daü gewisse bekamite Deutungen 
nicht ausgeschlossen sind.'' 

Die Grundsätze werden hier wieder nneigentliohe Bedingungssätze 
des allgemeinen Lehrsatzes sein. Das Wort „Deutung^' ist zu be- 
anstanden; denn ein Gedanke, richtig ausgedrückt, ISfti fOr Tm^edene 
Deutungen keinen Baum. Wir haben gesehen, dafi die Vieldeutigkeit 
durchaus au Tcrwerfen isi^ und wie der Schein ihrer Notwendigkeit bei 
mangelhafter logischer Einsicht entstehen kann. Ich exinnere nur an 
das, was ich über den Buchstabengebiauch oben S. 377 gesagt habe. 
Was Herr Kor seit mit „Deutung'* meint, ist auf Grund unserer Auf- 
fassung des Eorseltschen reinen LehrbegrifiiM Isicht zu erraten. Wenn 
wir durch einen Schluß von dem allgemeinen I^hrsatze „Wenn a > 1, 
so ist a* > 1** zu dem besondem „Wenn 2 > 1, so ist 2* > 1" über- 
gehen, so entspricht der uneigentliche Satz „a > 1" dem eigentlichen 
>2>1<. Nach Herrn Korselts Redeweise wird »2>t< oder der 

1) Fzeüich im alten Sinne des Wortes ntst ein Grondsats weder etwas 

voraus, noch etwas fest, äondern bdiauptet etwa«. loh nenne Qnndiats einen 
Sali, dar ein Axiom anidtückt. 
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Gedanke dieses Satzes eine Dental^ TOn >a>l« sein. Als ob der 
aUgameine Satz eine wächserne Nase wäre, die man bald ao, bald 
anders drehen könnte. In Wahrheit liegt keine Deutung, Bondem ein 

Schluß vor.») 

In einem nneifj^entlichen Satze müssen Zeichen rorkommen, die 
nichts hezeichnen, sondern andeuten. Welche sind das in unserm Falle? 
Offf 'ibar die Wörter „Punkt'*, „Gerade", „Ebene", ,^iegt in'', „liegtauf', 
, .;t zwJschpii" usw. Diese Wörter bezeichnen also nichts in der 
Hiibertsclieii (ieuriietrie, wenn diese nach Herrn Korselt ein reiner 
Lehrbegriff ist, und wenn wir den Sinn dieses Ausdruckes richtig er- 
faßt haben. Und wirklich sagt ja auch Herr Korselt, daß die Zeichen 
einer formalen Theorie Oberhaupt keine Bedentung haben. Die Wörter 
„Punkt", „Ebene", usw. sollen also dazu dienen, dem Leiirsatze All- 
gemeinheit des Inhalts zu verleihen wie die Buchstaben in der Algebra. 
Und hiermit stimmt wieder sehr gut, waa wir oben feaigestellt haben, 
daft nftmlieh die Hilbertadien sogenannten Definitionen jenen WOrtem 
keine Bedeatnngen geben. Wir sehen auch bestätigt, daB diese so- 
genanntem Definitionen keine Definitionen sind, ebcHUOwenig wie in 
dem Satase »Woan a > 1 ist, so ist a' > l'' der mieigentliehe Sats 
^ > l'' eine Definition isi Bndistaben, die einem Satze Aligememkeit 
des Inhalts Terleihen sollen, werden nieht erklirt; denn sie sollen niehts 
bezei<^nen, sondern nur andeuten. Da denBuehstaben keine Bedentnngen 
gegeben werden sollen, so haben Definitionen, die das als Zweck kStten, 
hier keine Statt. Was zuweilen so aussieht wie eine ErUarung 70n 
Buchstaben, ist in Wirklichkeit ein Bedingungssatz. So auch hier. 
Die Wörter „Ponkt^, „Ebene'' usw. werden hier wie Buehstaben ge- 

1) Bei diesei Gelegeoheii mag folgender Au^a^uch des Herrn Korselt be- 
leoehtet werden s 

„KUse deeselhen Worilantt eolleii wenn mOglieh nur einmal bewiesen werden 

rnftgen sie auch in verschiedenen Gebieten auftreten." 

Als ob OB y«'r«chiedene Sätze desselben Wortlauts (rphen dfirfe! Das wider- 
spricht dem Uebotö der Eindeutigkeit « dem oberstes, das von der Logik an eise 
Spiacbe oder Schrift gestellt wevden mofi. Wenn Silae denelbett Wortlauls ildi 
untendieiden, so kSuM« sie ee nur im Gedaakeninhslte. Wie soll es aon einen 
einzigen Beweis Terschiedener Gedaukcn geben? Das sieht so ans, als ob der 
bloße Wortlant ohne Oedanlioninbalt zu beweisen w&re, und dnB dit-Kt-iu Wortlaute 
nachtrtiglich in yerscbiedenen Gebieten verschiedene Gedanken zugeteilt werden 
seilten. Unsinn 1 Ein bloßer Woitlaat (Ans Oedsakenlnlialt kam fiberhanpt 
nicht bewiesen weiden. Herrn Korselt sehwebt nsMdioh der Fall vor, daft ein 
allgemeiner Satt bewiesen werden soll, aus dem dann durch SohiaMe vom 
gempinen mm Besondorcn oiUt zum minder Allgemeinen' Siitzc gewonnen werden, 
die verschiedenen Gebieten angehören. Wir sind darauf gefaßt, auch hier wieder 
Herrn Eorselt von Deutungen reden ca hifren. 
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bmncht Was wie ein« Erklärung solcher Wörter aussieht, iat ein 
uneigentlicher Bedingnogssatz. Als Definition aofg^aßt genügt er auch 
nicht den bescheidensten Anfordenmg^en an eine solche. Da das Wort 
y^dingongssatz'' vollkommen genügt, so ist nicht einzusehen, wanim 
dafür die irrefQhrenden WSrter ,^fimtion*' und „Aziom^ gebraucht 
werden j?ollen, die von alters her eine andere Gebrauchsweise haben. 
Was Herr Hilbert Definition nennt, wird in den meisten Fällen ein 
uneigentlicher Bedii^jni^satE, ein unBelbstandiger Teil eines aUgemein«! 
liehrsatzes sein. 

Bei dieser Auffassung ist es nicht nur unzweckmäßig und unbillig^ 
von einer formalen Tlicorie zu fordern, daß sie ihren nach Art Ton 
Eigennamen und BegriffiBwörtem gebildeten Figuren eine bestimmte 
Bedeutung gebe; aondem ee iat unainnig, überhaupt eine Bedeniung 
Ton ihnen zu verlangen; denn sie sollen nicht beaeichnende, sondem 
nur andeutende Zeichen sein. 

Ich fordere die Auflösbarkeit eines Systems von Grundsätzen nach 
den in ihnen vorkommenden Unbekannten, und zwar die eindeutige 
Auflösung, wenn dies System von sogenannten Gnindsätzem eine Definition 
sein 8oUy die den unbekannten Zeichen Bedeutungen zuerteQi; denn 
dieeer Zweck kann nur erreicht werden, wenn jene Forderang erfdlt 
ist. Aber ich Tedange durchaus nichts daß man alles definieren solle; 
ich yerlange insbesondere nicht, daß man, um etwas su definieren, 
Systeme yon sogenannten Onmdsatmn au&tellen solle; und ich verlange 
am allerwenigsten, daß man Zeichen, die wie Buchstaben nur andeutend, 
nicht bedeutend gebraucht werden aollen, überhaupt erldSre; denn das 
hieße ünsinn ▼erlangen. 

Wenn man nun durch einen Schluß von dem allgemeinen Lehr- 
eatse zu einem besonderen flbergeht, so entspricht jedem uneigentlichen 
Teilsatze des ersteren ein eigentlicher des letzteren. Diese eigentliehen 
SStze können nun Grundsätze — Ausdrücke von Axiomen — im alten 
und eig^tlichen Sinne des Wortes sein. Da nun die Axiome der 
Euklidischen Geometrie wahr sind, können wir sie we|^assen, wo 
sie als Bedingnngen vorkommen. Wir haben dann eine Anwendung 
des allgemeinen Lehrsatzes gemacht und sind so zu einem Satz der 
Euklidischen Geometrie gekommen. Aber audi andere Anwendungen 
sind möQ^ch; Herr Eorselt nennt sie f&lschficherweise Deu- 
tungen. 

Wir b^^fen jetzt, wie die eigentfimliche Verwirrung im Gebrauehe 
des Wortes „Axiom^ bei Herrn Hilbert entstanden ist. Diese Be- 
zeichnung ist Ton den eigentlichen Ifötzen auf die ihnen entsprechenden 
uneigentlichen fibertragen worden. Durch diesen Mißbrauch und den 
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des Wortes „Definition'' ist die Einsicht in die logische Natur der 
Hilbertscheu Geometrie ungemein erschwert worden. 

Fahren wir in der Betrachtung Uer Korseltschen Äußerungen 
fort! Wir lesen da: „So läßt sich manchmal eine Reihe formaler 
Schlüsse auf vcrschie^ette Weise deuten". 

Deuten Hißt sich vielleicht ein Zeichen oder eine Gruppe von 
Zeichen, wiewohl die Eindeutigkeit der Zeichen, au der wir unbedingt 
festhalten müssen, verschiedene Deutungen auaschließt. Aber ein 
SchloB besteht nieht ans Zeichen. Man kann nur sagen, dafl steh mi* 
weilen in dem Übergange ron Zeiehengruppen sa einer neuen Zeiehen- 
gruppe Soßerltch ein Sohlnfi darstellt Ein Sehlnfi gehOrt gar nicht 
dem Gebiete der Zeichen an, sondern ist eine UrteilsfSllung, die anf 
Grand schon firfiher gefSUter Urteile nach logischen GeselMn Tollzogen 
wird. Jede der F^nimiisett ist ein bestimmter als wahr anerkannter 
Gedanke, und im SchlnBorteil wird ^eich&Us ein bestimmter Gedanke 
als wahr anerkanni Ffir Teisohiedene Deutni^en ist hier nirgends 
«ne Statt 

Was ist ein formaler Schluß? Man kann sagtti: in gewisser 

ninsicht ist jeder Schluß formal, insofern er nach einem allgemeinen 
Scbludgesetze verläuft; in anderer Hinsicht ist joder Schluß nicht formal, 
insofern sowohl die Prämissen, als auch der Schlußsate ihre Gedanken- 
inhalte haben, die in dieser beeondexen Yerkntijifuugsweise eben nur 
in diesem Schlüsse Torkommen. Aber vielleicht soll das Wort „formal'' 
hier anders verstanden werden. Vielleicht soll eine Reihe formaler 
Schlüsse gar keine eigentliche Schiaßkette sein, sondern nur das Schema 
einer solchen. Die Deutung bestände dann darin, daß eine Sclüußkette 
angegeben würde, die nach diesem Schema verliefe. Was kann nun 
ein solches Schema nützen? Vielleicht dies, daß mau in einem ge- 
gebenen Falle nicht die ganze Schlußkette zu durchlaufen braucht, 
sondern unmittelbar von den ersten Prämissen zum letzten Schlußsätze 
übergehen kann. Dann aber haben wir kein bloßes Schema mehr, 
sondern einen allgemeinen Lehrsatz. 

Nehmen wir beispielsweise das Schema: 

„a ist ein 6; Jedes b ist ein c; folglich ist a ein c; folglich gibt 
es em e^I 

SelbstTsrstSndlich haben wir hierin keine Schlösse; denn wir habmi 
keine eigentlichen ^tze, keine Gedanken. Aber eine Schlnfikette kann 
nach diesem Schema Tcrlanfen nnd besteht dann ans zwei Schlfissen, 
entsprechend dem aweimaligen „folglich^. Das Sdiema an sich besagt 
nichts: aber es ▼eranlaßt Sätae su bilden, die etwas besagen, snnftchst 
folgende: 
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„Wenn a em 6 ist und wenn jedes & ein c itl;, so ist a ein 
ffWean a ein c ist^ so gibt es ein ^. 

Dureh einen Sohlnfi gewinnt man aus ilinen den allgemeinen 
Lehnats: 

„Wenn a ein fr ist nnd wenn jedes 5 ein c is^ so gibt es ein d**. 

Statt nnn in einem gegebenen FaUe nach dem Schema der Schlußkette 
an Teifiihren, kamt man den allgemeinen Lehnaia anwenden, indem man 
ans ihm dnrch einen Schluft Tom Allgemeinen smn Besondem einen 
Säte ableitet^ den man ron den nnnmehr eifüllten Bedingungen befreien 
kann. Das ist ja im allgemeinen der Natsen eines Lehnataes, daB er 
das Ergebnis einer Beihe von Sehlflssen anm beliebigen Gebranche 
bereit aufbewahrt Wir sind auf diesem Wege wieder zu etwas gefOhzt 
worden, waa Herr Kor seit wohl eine formale Theorie oder einen 
reinen Lehrbegriff nennt. 

Doch Terlassen wir diese abstrakten Betrachtungen, um au sehen, 
wie sich die Sache in der Hilbertsehen Theorie selbst macht Wenn, 
wie wir angenommen haben, die Wörter „Punkt'', „Gerade'' usw. nichts 
bexeichnen, sondern nur Allgemeinheit 7erleihen sollen wie die Buch- 
staben in der Arithmetik, so wird es zur Einsicht in den wahren Sach- 
verhalt sehr nfttzlich sein, wirkUch Budistaben fOr diesen Zweck zu 
gebrauchen. Wir wollen demnach folgendes festsetzen. Statt „der 
Punkt Ä liegt in der Ebene af* wollen wir sagen: ^fÄ steht in der 
I^Beziehung zu c^'. Statt „der Punkt A liegt auf der Gerade wollen 
wir sagen: f^A steht in der ^Beeiehnng zu a^. Statt „J. ist ein Punkt'' 
wollen wir sagen: ist ein II**, 

Das Hilbertsehe Axiom 1 1 spricht sich nun so aus; 

„Wenn Ä ein II ist und wenn B ein 77 ist, so gibt es etwas, zu 
dem sowohl A, als au(^h Ji in der ^-Beziehung steht." 

Hier sind zwei Aligemeinheiten zu imterscheiden. Die durch die 
Buchstaben »-4« und >B€ bewirkte beschränkt sich auf dies Pseudo- 
axiom*), während die durch »77« und >q€ bewirkte sich auf einen 
allgemeinen Lehrsatz (reinen Lehrbegrifi', formale Theorie) erstreckt, 
von dem dies Psendoaxiom nur ein unselbständiger und für sich allein 
sinnloser Teil ist. 

1) Dieser Ausdxook mag AnstoS erregen. Die Allgemeinheit kann mao 
sagen gehttrt docli dem Osdankenüihslte deg Satie« sa, wie kann hier bei einem 
nneigemtitehen Bstae davon die Rede sein, der gar keinen Gedanken aasdzflckt? 
Es ist 80 zu Terstehen, daß die durch >A€ nnd »B< bewirkte AUgemeinbeit dem 
Inhalte jedes eigentlichen Satzes zukommen soll, der aus dickem Psendnaxiome 
dadurch hervorgeht, duß man die nur andeutenden Buchstaben >ii« und » durch 
bezeichnende Zeichen ersetzt. 
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Das Hilbertsehe Axiom 16 (15)^) ist nun so aasznsprechen: 

„Wem Ä'roji S verschieden ist, wenn Ä und B sa « in der 
P'Beiiehmig stehen nnd wenn A, B nnd 0 su a in der ^-Beziehung 
stehen, so steht C sn tt in der ji-Beziehung.'' 

Die dnrch die Buchstaben >J3cy »C«, »a« und >ct« bewirkte 
Allgemeinheit beschr&nkt sich auf dies Ftoudooidom. 

Das Hilbert sehe Axiom 17 (16)') sieht nun so aus: 

„Wenn A sowohl su «i als auch su ^ in der j}-Beziehnng stehl^ 
10 gibt es etwas Ton A Verschiedenes, was sowohl zu u, als auch zu ß 
in der j^'BeaiehuDg stehf 

Die durch die Buchstaben »J.«, »ce« und bewirkte Al^mein- 
beit beschrankt sich auf dies Pseudoaxiom. 

Wir bedfirfen nun noch eines Pseudoaxioms das bei Herrn 
Hilbert nicht vorkommt und das wir so aussprechen: 

L. f^enn zu a in der j)- Beziehung steht, so ist A ein 17". 

Hier beschrankt sich die durch die Buchstoben *A€ und »«« bewirkte 
Allgemeinheit auf dies Pseudoaxiom. Die Buchstaben »i7<, und »9« 
bedeaten weder etwas, noch sollen sie den einzelnen Pseudoaxiomen 
Allgemeinheit des Inhalts verleihen; daher drflcken diese keine 6e> 
dsi^en aus, sondern sind ffir sich allein sinnlos. Darum fQge ich das 
jyPieudo'' hinzu. Denn in den eigentlichen Grundsätzen muB man Ge- 
danken haben. Die Buchstaben »i7^, »p* und >9« sollen zwar auch 
eine Allgemeinheit bewirken; aber diese soll sich auf einen Lehrsatz 
erstrecken, von dem die Pseudoaziome uneigentliche Bedingungs- 
fl&tse sind. 

Ein Vorteil, scheint mir, springt bei dieser Weise, die Hilbert- 
schen Pseudoaxiome wiederzuo^eben, sofort in die Augen, nämlicli daß 
niemand sich einbilden wird, er verstehe ein solches Pseudoaxiom, er 
finde in ihm einen Gedanken iuisgedrüekt, während doch in Wahrheit 
nichts Wesentliches gelindert ist dadurch, tlaß jiiaii statt der Ausdrücke 
„Punkt', „liegen in", „liegen auf" Buchstaben gebraucht, sofern 
wenigstens diese Ausdrücke nichts bedeuten, sondern wie die Buch- 
slubeü einem reinen Lehrbegriüe, um mit llerru Korselt zu reden, 
Allgemeinheit verleihen sollen.^) Wenn nun diese Pseudoaxiome in 
der Hilbertschen Fassung den Eindruck des Sinnvollen machen, so 
hegi das oöenbar daran, daß wir von der Euklidischen Geometrie her 

1) Das EiageUaittinerle besi^t sich anf die erste Auflage. 

S) Aber »nch dann, wenn die Hilbertschen Aziome des WQzteiii,JPaiikV* usw. 

Bedentungen verleihen sollten, wäre nichts Wesentiicfaee geändert; denn diese 
selben Bedeutungen würden mm <\en Bnchgt.ihcn >7T< usw. verliehen. Erhalten 
diese Buchstaben dadurch keine Bedeutungen, so auch nicht jene Wörter. 



390 



6. Fbmk: 



gewohnt sind, mit jenen Wörtern ,.Punkt", „liegen in" usw. einen fcinu 
zu verbinden, und daß wir dies nioht, wie wir müßten, vergessen, wenn 
wir ttn8 mit den Hübe rtsclien Gruudlageu bet^chüftigen. In der Tat 
müssen wir uns hierbei auf den Standpunkt von Leuten stellen, die nie 
etwas von Tunkten, Ebenen usw. gebort haben; und das gelingt uns 
schlecht. Viel besser gelingt es uns mit Zeichen, mit denen wir in 
der Tat noch keinen Süin verbunden haben. Sachlich aber ist es 
einerlei. 

i Daraus, daß die Pbmidoazioma niclii Otdankoi aiudrücken, folgt 
, finrner, daß ale niclii PüSuuatmi einer SdiluBkette seui kanneii. XUgeiit- 
lieh wird man ja Überhaupt nicht Sfttae — Grappen Ton hOrbaien oder 
eichtbaren Zeiehen — Prämissen nennen k5mien, sondern nur die in 
ihnen aosgedrClclcten Gedanken. In den Paendoaxiomen haben wir nun 
gar keine Oedanken, also anoh keine Prämissen. Wenn also Herr 
Hilbert scheinbar doch seine Axiome als PrSmissen Ton Schlüssen be- 
nutzt, weon er scheinbar Beweise auf sie gründet^ so können das eben 
nur Seheinsehlfisse, Scheinbeweise sein. 

Non mag man etwa folgende AuffiguMnng versuchen. Die Sddflsse 
können rein formal ausgeführt werden so, als ob die Buchstaben 77 , 
»q^f bedeutungsvoll wären; denn was sie etwa bedeuten, ist ja für 
die Richtigkeit des Schlusses einerlei. Setzt man nun für diese Bnch^ 
Stäben bedeutungsvolle Zeichen der Art ein, daß ans den Psendoaziomen 
dadurch wahre Sätze hervorgehen, so wird audi ans dem sogenannten 
Schlußsatze ein wahrer Satz herrorgelicn. 

Führen wir das einmal Iteispielöwei.sc (hireh! Zunäehst gewinnen 
wir aus unsern Ptieudoaxionieu I 1 und 2,' den uueigeutlieheu Satz: 

„Wenn sowxj})! -f. als auch Ii zu u in der ji-Beziehunt? st^ht, so 
gibt es etwas, zu dem tiowohi Ä, als auch B in der ^-Beziehung steht''. 

A 

Ferner gewinnen wir aus 1(5, indem wir es mit sich selbst ver- 
biudt']], den uneigcutlit'hen Satz: 

„Wenn ^1 von B verachiedeu ist und sowohl ^-I, alb auch Ii so- 
wohl zu a, als auch zu /3 in der /j- Beziehung steht, und wenn JJ 
und C zu a in der g- Beziehung stehen, so steht C sowohl zu als 
zu |3 in der ji-Besdehung''. B 

Hieraus leiten wir weiter den uneigeutlichen Satz ab: 

„Wenn A Ton B Terschieden ist und sowohl als auch B sowohl 
zu «r, als auch sn j8 in der j)-Beziehuttg steht, und wenn es etwas gibt, 
zu dem sowohl als auch B in der ^-Beziehung steht, so gibt es 
einen G^nstand der Art, daß was zu ihm in der 9- Beziehung steht, 
sowohl zu a, als auch zu /I in der j>* Beziehung stehf. F 
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Hieraus und wob dem eben gefiiudenea A erhalten wir den un- 
eigentUehen Satz: 

„Wenn A Ton B Terseliieden ist und sowohl A, als auch B sowohl 
20 als aoch za ^ in der j»-Beziehung steht, so gibt es einen Gegen- 
stand der Axt, daß was za ihm in der ^-Beiiehung steht, sowohl tn. a, 
ab aneh za ß in der p-Beziehiing steht' ^ 

Hieraus leiten wir weiter den uneigoutliiheii Satz ab: 
„Wenn -^^1 sowohl zu a, als auch zu ß in der 2^- Beziehung steht, 
und wenn es etwas von A Verschiedenes gibt, das sowohl zu a, als 
auch zu ^ in der j>-Beziehung steht, so gibt es einen Gegenstand der 
Art, daß was zu ihm in der //-Beziehung steht, sowohl zu a, als auch 
zu in der Beziehung steht**. E 

Verbinden wir nun hiermit unser Paeudoaxiom 1 7, so erhalten wir: 
„Wenn A sowohl zu a, als auch zu ß in der jp- Beziehung steht, 
so gibt es einen Gegenstand der Art, daß was zu ihm in der q-Be- 
siehung steht, sowohl zu u, als andi zu ß in der i^-Beziehnng stohf. 

Z 

Und weiter gewinnen wir hieraus den uneigentlidien Satz: 
„Wenn es etwas gibt, was sowohl zu als aueh za ß in der p- 
Beziehung steht, so gibt es einen Gegenstand der Art, daß was zu ihm 
in der Beziehung steht, sowohl zu «, als auch za ß in. der j>-Be- 
Ziehung steht'^ n 
Bei Herrn Hilbert finden wir dafür den Wortlaut: 
„Zwei Ebenen liaben keinen Punkt oder eine Gerade gemein^. 
Ohne uns darüber ao&aregen, daß unser eigner Wortlaut bedeutend 
länger ab der Hilbertsche ist, fragen wir: ist das, was wir soeben 
hergesteUt haben, wirklich eine Schlußkette? Otfenbur nicht; denn die 
Glieder sind nur uneigentliche %tze, ebenso wie der Schlußsatz. Keiner 
▼on allen enthllt einen Gedanken. Aber ebensowenig hätten die Sätze 
einen Sinn, die man erhielte, wenn man statt unserer Buchstaben die 
Hilbertsehen Wörter „Punkt", „liegen in" usw. gebrauchen wollte, 
Torausgesetzt, daß diese Wörter ebensowenisf einen Sinn haben sollen 
wie unsere Buchstaben- Was sollen aber alle diese Scheinschlüsse, Avas 
soll d iese ganze Bewegung durch uneigentliche Sätze, wenn der zuletzt 
gewonnene Satz ebenso wie die vorliergehendeu sinnlos ist? er- 
innern wir uns. daß uneigentliche Satze zwar einzeln keine Gedanken 
ausdrücken, daß sie aber Teile eines sinnvollen Ganzen sein können. 
Wir dürfen unsre Pseudoaxiome nicht als selbständige Sätze behandeln, 
die wahre (iedanken enthalten und so als Grundsteine niisres lo£^ischen 
Aufbaues dienen können, sondern wir müssen sie als uneigentliche Be- 
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dingnng^sStBe mitfUbren. Statt uiureft nneigentliclien Satses A haben 
wir nun sn adireiben: 

Falls aDgemein hinBichtlich A und cc gilt 
wenn ^4 zn « in der /»-Bezielinng tteht, so ist A ein /7, 

und falls allgemeiu hinsichtlich A und B gilt 

weun A ein // ist und wenn B ein 77 ist, so gibt es etwas, zu dem 
sowohl A, als au<'h B in der 7 Beziehung steht^ 

SO gilt allgemein hinsichtlieh A^ B and u 

wenn sowohl A, als auch JS su a in der p-Bsaiehnng steh^ so gibt 
es etwas^ zn dem sowohl A^ als anch B in der g-6esiehnng steht 

Hierin hahen wir einen Sate, der einen Gedanken aosdrackt; aber wir 
haben anch nur einen einzigen Gedanken darin; die Teile, die sieh 
grammatiBch als Sfitze darstelleni sind nur iineigentliche Sitze. Die 
Bnehstaben »77«, ^2^*, verleihen dem ganzen Satze Allgemeinheit 
des Inhalts, wahrend die durch die Buchstaben 1^A«, *Br^ be- 
wirkte Allgemeinheit sich immer auf einen der drei uneigeotlichen 
Teilsatze bezieht, die eingerückt sind.^) Hieraus wird sich klar erkennen 
lassen, wie die uneigentlichen Teilsatze, obwohl Tereinzelt sinnlos, doch 
einen Satz bilden können, der einen Gedanken ausdrückt. 

Ebenso wird man die übrigen uneigentlichen Sätze, die in unsrer 
Scheinschlußkette vorkommen, durch uiisre Pseudoaxiome als Bedingungs- 
sätze ergänzen müssen, um eigentliche Sätze zu erhalten. Aus unsrer 
Scheinschlußkettc erhalten wir eine wirkliche. Daun erst haben wir 
eigentliche rriimisseu und eigentliche Schlußsätze. So wird dann schließ- 
lich auch uuser uneigentlicher Endsatz /7 durch unsre vier Pseudoaxiome 
ergänzt werden müssen, die dabei ul» imeigeutliche Bedingungssätze 
auftreten werden. Und so werden wir denn auch einen Endsatz er- 
halten, der wirklich einen Gedanken enthält. Freilich wird dieser End- 
satz recht umfangreich; aber erst durch diese Ergänzung gewinnt mau 
die volle Einsicht in den logischen Zusammenhang. Wir wollen uns 
deshalb die Mühe nicht verdrießen lassen, diesen Satz aufzustellen. 
Manche Unklarheiten in der Mathematik scheinen ja durch unnötige 
Sparsamkeit mit Druckerschwärze und durch eine falsche Eleganz ver- 
schuldet zu werden. Der Grundsatz, mit mdglichst geringen Mitteln 
mögliehst viel zu erreichen, ist ja. richtig verstanden, gewiß zu billigen; 
nur sind die Mittel nicht nach dem Verbrauch von Drucker. >ehwär/e 
abzuschätzen. Statt imseres früheren nneigentlichen Satzes U erhalten 
wir nun folgenden Schlußsatz: 

1) Vgl. Anm. auf Seite 388. 
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Falls allgemein hinsichtlich A und u »ilt 
wenn ^ zu « in der j>-Beziehnng steht, so ist A ein i7| 
und £ftUs aUg^mein hinrichtlich A und B gilt 

wenn ^ ein 17 irt und wenn B ein /7 ist, so gibt es etwas^ zu dem 
sowohl Af ab auch B in der ^Besiehung steht» 

fidle auch allgemein hinsichtlieh AfB^C^a und a gilt 

wenn A von B yerschieden ist, wenn A und ^ zu a in der p'Be- 
ziehung stehen nind wenn Aj B und C zu a in der g-Besiehung 

stehen, so steht C zu a in der j)-Beziehuiii^, 

falls auch allgemein hinsichtlich A, cc und ji gilt 

wenn A sowohl zu a, als auch zu ß iu der ;)-Beziehung steht, so 
gibt es etwas von Verschiedenes , was sowohl zu «, als ftuch zu 
ß in der j>-Bezi6hung steht, 

10 gilt Allg*^niA^n hinsichÜich a und ß 

wenn es etwas gibt, was sowohl su «, als auch za ß in der 
jhfieziehung stehl^ so gibt es einen C^egenstand der Art, daß was zu 
ihm in der ^Beziehung steht, sowohl zu a, als auch zu ^ in der 
j>-Besiehung steht 

Die eingerQektoi uneigentlichen 9atze sind teils unsere Pseudo* 
sziome, teils unser früherer uneigeutlicher Schlußsatz, die, wie wir 
sehen, nur unselbstiiLdige Teüe des eigentlidien SobloßBatzes sind^ der 
allein einen Gedanken ausdrückt. Die durch die Buchstaben *A€, »JE^t, 
»Cc, »a«, m€ xmd »/Sc bewirkte Allgemeinheit beschtinkfc sich jedes 
MbI auf dm eingerQckten uneigentlichen Teibatz, in dem sie vorkommen, 
wShrend die durch »77«, »;>«, >q* bewirkte Allgemeinheit sich auf 
den ganzen Satz erstreckt. Wir sehen nun, was eigentlidi bewiesen 
worden ist. Dies ist aus dem Schlußsatze des Herrn Hilbert 
„Zwei Ebenen haben keinen Tunkt oder eine Gerade gemein" 

nicht zu erkennen; denn hier ist so gut wie alles unbekannt, wenn 
wir die \\'(irter nicht im Euklidischen Sinne verstehen sollen. 

Fahren wir fort, die Ansfiihningeu des Herrn Korselt darauf hin 
zu prüfen, wie sie mit unserer Auffassung seiner formalen Theorie 
übereinstimmen. Wir lesen nun auf S. 403: 

„Man muß nun solche formale Theorien (>reine LehrbegrijOfe«) 
unterscheiden, die sieh auf anderweitige Erlebnisse beziehen lassen und 
solche, Ton denen bisher eine derartige Zuordnung nicht bekannt ist.'' 

Was Herr Kor seit hier „beziehen auf anderweitige Erlebnisse'' 
und „Zuordnung" nennt, ist offenbar dasselbe, was er vorher „deuten^', 
„Deutung^ genannt hat, und es ist nichts anderes, als ein Schließen 
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Tom Allgemeinen aufe Beeondere. Wenn ee alao möglich Iti, dnreh 
einen solchen Sclilnß TOn dem allgemeineii Lehnatase m einem he- 
eonderen der Art m gelangen, daß in ihm die Bedingungieatee, die 
den uneigentUchen BedingungeBatzen des allgemeinen Satzes entsprechen, 
eigenüichey nnd zwar geltende Satze sind, so wird Herr Korselt sagen, 
daB die formale Theorie (unser allgemeiner Lehrsatz) sidi auf ander- 
weitige Erlehnisse beziehen lass^ dafi er sich anderweitig«! Erlebnissen 
zuordnen lasse, nnd dies ist wohl auch die Gegenstindliehkeit, von 
der er im Folgenden spricht: 

,,Die »O^enständliehkeit« und umsomehr die Widerspruchslosigkeii 
eines reinen Lehrb^piffes wird immw nnd notwendig durch Darbietung 
▼on Cregenst&ndoL nachgewiesen, auf welche die Grundausaagen passen.^ 

Man wird dies nun ungefähr Tersteken kSnnen. Es sei z. B. der 
allgemeine Lehrsatz (die formale Theorie, der Lehrbegriff) folgender: 

„Wenn a mne Quadratwurzel aus 1 ist, so ist a eine Biquadrat^ 
Wurzel aus 1." 

Durch einen Schluß Tom Allgemeinen zum Besonderoi leiten wir 
aus ihm folgenden ab: 

„Wenn 1 ehie Quadratwurzel aus 1 ist, so ist 1 eine Kquadrat- 
Wurzel aus 1." 

Uiul iiier iht nuu uarh Herni Korselt s Redeweise ein Gegenstand, 
nämlich 1 dargeboten, auf den die Grundaussage paßt, da ja 1 eine 
Quadratwurzel aus 1 isi Und damit ist, um mit Herrn Korselt su 
reden, die GegenstSndlichkeit und umsomehr die Widersprachslosic^eit 
unseres reinen Lehrbegriffes nachgewiesen. In dem vorhin betrachteten 
Beispiele aus der Hilbertschen Geometrie ist die Sache freilich nicht 
ganz so einüseh, indem nicht nur ein einziger uneigenÜicher Bedingnngs» 
sata, sondern mehrere Toikommen, indem auch nicht nur ein einziger 
Buchstabe sondern drei (»i7«, >jH, »g«) erscheinen. Ferner haben wir 
den Untemdiied, daß diese Buchstaben nicht Gegmstande andeutra, 
odo" wie man auch si^en kann, Eigennamen Tarnten, sondern teils 
Begriffe, teils Beziehungen. Gegenstände können hier also nicht 
dargeboten werdoi, sondwn ein Begriff und Beziehungen, weil auf 
Gegenstände die sogenanntm Grandaussagen nicht passen können. Ks 
ist aber ein Schluß vom Allgemeinen zum Besonderen in der Weise 
möglich, daß an die Stelle von ^77«, vPunkt«, an die Stelle ron >8teht 
in der p Beziehung zu«, »hegt in der Ebene«", an die Stelle von »steht 
in der (jr-Beziehung zu«, *liegt auf der Gerade« tritt, wobei diese Aus- 
drücke im Euklidischen Sinne zu verstehen sind. Ans unsern P.seudo- 
axiomen erhalten wir dann eigentliche Grundsätze, die Axiome aus- 
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drücken; und dies ist die Darbietung eines Begrifls und von Beziehungen, 
durch die, um mit Herrn Eorselt zu reden, die Gegenständlichkeit*) 
nne^B reinen Lebrbegriffes (allgemeinen Lehrsatzes) nachgewiesen 
wild. Hiwbei ist aber za betonen, daß unser LelinatE bewiesen und 
nnd abo wahr ist ganz nnabhängig Ton dem Nachweise dieser so- 
genannten GegenstSndlichkeit. Es ist also gana richtig, was Herr 
Koraelt si^, man dfliÜB Ton einon reinen LehrbqprifliB nicht Ton 
Tomherein G^pmstSndlichkeit Terlangen. Aach folgender Aussprach 
trifft nngefShr das Biditige, w«ul anch dabei, wie es achdnt, eine 
Verwechslung nntergelanfen ia^ auf die apSter zorflckankommen sein wird: 

jyUsg man ihn (den reinen LehrbegrilGF) denn auch »leeres Zeichen- 
q»iel, nidita bedeutend« und dtt^leichen nennen, als stoeng gesetzlicher 
Zusammenhang von Sätzen hat er keine besondere »Würde« mehr ndtig.'' 

In der Tat: mehr Würde, als ihm dadurch ankommt, daß er einen 
wahren Gedanken ausdrflckt, hat ein allgemeiner Lehrsats nicht nötig. 
Das Einzige, woran ich hierin Anstoß nehme, ist der Ausdruck „von 
Sätzen". Unter einem eigentlichen Satze verstehe ich den Ausdruck 
eines Gedanken, also etwas Sinnliches, eine Folge von Worten, die 
gehurt, oder eine Gruppe von Zeichen, die gesehen werden können. 
Auch von den uneigentlichen Sätzen gilt dies Letzte. Ein Zusammen- 
hang TOn eigentlichen oder uneigeutlichen Sätzen Avird einer Grammatik 
angehören. Herr Kor seit unterscheidet nicht streng zwischen dem 
Äußern, dem Sinnlichen nnd dem GedankeninhaUc. Hier wird er 
einen Znsammenhang der (iedankeu meinen; aber auch darum kann es 
sich hier nicht handeln, weil wir liier uneigentliche Sätze haben, von 
denen keiner einen Sitm hat. Das hier Gemeinte liedarf also noch eines 
genaueren Ausdrucks, wobei freilich eine Neuprägung erforderlich wäre. 

Sonst aber bin ich einverstanden, insbesondere auch damit, dali 
die Gegenständlichkeit in dem vorhin angegebenen Sinne nicht nötig 
ist, um dem Satze einen Gedankeuinbalt zu siehern. Anders läge die 
Sache freilich, wenn die Wörter „Punkt", „liegen in" usw. nicht an- 
deutend gebraucht werden sollen wie Buchstaben, um einem Satze 
Allgemeinheit des Inhalts zu Terleihen, sondern als bedeutungsrolle 
Begriffe- und Beziehungswörter. Dann muß natttrüch ain Begriff da 
sein, der mit dem Worte „Punkt" und eine Besdehung, die mit dem 
Ausdruck „liegt in" bezeichnet wird. 

Aber ein MißyerstSndnis scheint mir hier Torzuliegen. Der Vor- 
wurf, ein leeres Zeichenspiel zu sein, kann man mit Recht gewissen 
formalen Theorien machra, die aber ganz Tcrschleden sind von all- 

1) jUtodiogi pafit die« Wort in dieiem Falle nicht gaos. 
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gemeinait LehnSlaeii der hier betrachteton Art Denn in einem solchen 
hftben wir immer einen Sinn. Jene andern formalen Theorien jedoch 
verfahren nach der Methode dee Dr. Eisenbart. Da der Sinn aaweilen 
Sdiwierigkeiten machte treibt man ihn knra entschloSBen ganz aus und 
behalt dann, natflrlidi die entseelten Zeichen zurück. Der Urheber 
«iner solchen Theorie will mit seinen Zeichen keine Gedanken aas- 
drücken; sondern nur nach gewissen Regeln spielen. Also kann es 
«ich dai^ei ganücht am Wahrheit handeln. Das Wort „Theorie** ist 
dabei eigentlich unpassend; man sollte i^piel" sagen. So wäre es 
wenigstens bei folgerechter Durchf(ihning; aber daran fehlt es immer; 
man will den Pelz waschen, ohne ihn naß m maclien. Man entleert, 
die Zeichen, um unbequemen Frf45en zu entgehen; aber die Zeichen 
dann auch wirklich als leer anzuerkennen, sträubt man sich. So rer- 
jtrickt man sich in eiue Wildnis von Widersprtlchen. Was wir bisher 
formale Theorie genannt haben, ist etwas ujanz anderes. Zwar be- 
nutzen wir auch Zeichen, die keine Bedeutung haben; aber diese tragen 
zum Gedankcnausdrucko m bekannter Weise bei. Mit lauter Buch- 
staben ohne bedeutungsvolle Zeichen einen Oedanken auszudrücken, ist 
unniüglich. In jenen zu verwerfenden si-geuamiien formalen Theorien 
sind Zeichen wie )»|«, *^5« weder wie sonst bedeutungsvolle Eigen- 
jiamen, noch dienen sie wie die Buchstaben dazu, einem Satze All- 
gemeinheit des Inhalts au Terleihen; sie sind nidii Mittel der ErkouitBis 
and der MitteUuug, sondern Gegenstande, mit denen nach gewissen 
Kegeln gespielt wird. Herr Eorselt Tennischt diese ganz TCNchiedenen 
FSlle, weil et keinen Ton beiden in seiner Eigentflmlichkeit scharf 
«rfaßt hak Er findet in einer Stellung von Schachfigoren einen Ge> 
danken ansgedrtlckt. Yielleicht hat er ein geistiges Oigan fttr die 
Er&ssung Ton Gedanken, das mir abgeht. Tat sich da eine ganz 
neue Oedankenwdt tot ans auf? Sehr interessantl doch kann ich 
einige ZweiM nicht unterdrflckeo. W«ui Herr Eorselt meint, daß 
eine Stellung Ton Schachfiguren einen Gedanken ansdrflckt nur wegen 
der B^eln des Schachspiels, so zweifle ich daran und werde solange 
daran zweifeln, bis man mir diesen Gedanken in deutscher Sprache 
.ausgedrückt vorlegt und zeigt, wie vermöge der Regeln des Schach- 
spiels dieser Gedanke durch jene Stellung ausgedrückt wird. Regeln 
aufstellen für die Handhabung von Spielfiguren und die Bedeutung 
eines Zeichens festsetzen .sind doch auf den ersten Blick ganz ver- 
schiedene Sachen. Wenn nun jemand meint, daß unter Umstanden 
mit jenem dieses verbunden sein könne, so hat er das /u begründen. 
Bis jetzt ist aber, soviel ich weiß, nicht einmal ein Versuch dazu ge- 
macht worden. 
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Wenn ein Axiom em bia dabin imbekaimtes Zeichen enthält, so 
iat 9B nach H«ini Korselt ein« Begd Ober doi Gebianoh diesM Zeififaaiu. 
Wann man aieh über die Bedeutung einee Zdehens nielit einigen 
könne, mOsae sich der eine oder andere mehr Sätze Aber das Zeichen 
oder mit dem Zeichen anei^en. Hieisos sdiließt Herr Eorsdt: »j^Daa 
Zeichen hat keine Bedeutung« wird also heißen: »Uns sind keine 
Satae bekannt, die den Gebrauch dieaea Zeichens fiberhanpt oder in 
einem gegebenen Gebiete regeln«". Wie dieser SdiluB anstände konunl^ 
weiß ich nich^ de im Yoihergehnden nirgends Ton der Begehmg des 
Gebrancha eines Zncfaens die Bede gewesen ist. Doch soTiel ist an 
erkmmen, daß eine solche Begelung auf eine freilich rätselhafte Weiae 
dem Zeichen eine Bedeutung geben solL Nehmen wir ein Beispiell 
Das Axiom ,,Jede8 Anej bazet wenigstens zwei Elllah'' regelt den Ge- 
brauch der Wörter „Anej" „bazen" und „EUah". Sollten wir uns 
trotadem Uber die Bedeutung des Wortes ^^^^j'^ nicht einigen können, 
so wäre das ein Zeichen dafür, daß einer Ton uns sich noch mehr 
Sätye über das Wort „Anej** oder mit diesem Woi-te zu eigen machen 
müßte. Ich wäre in diesem Falle gerne bereit, noch m^hr Pütze mit 
dem Worte „Anej" zur Verfügung zu stellen, wenn es sein muß, auch 
8atze tther dieses Wort. 

Die llegei „Jedes Anej bazet wenigf^tt ns zwei Ellah" yerdient von 
allen modernen Mathematikern aufs gewisseniiafteste befolgt zu werden. 
Doch hier vernehme ich eine Stimme ans der Unterwelt: „Wie kann 
das eine Regel sein! In einer Regel muß doch etwas geboten, ver- 
boten üdor erlaubt werden. Ich erwarte da Imperative oder Verita 
wie » müssen « > sollen « » dürfen « > verboten sein « usw. Nichts der 
Art finde ich in dieser sogenannten RegeL Es scheint doch von einem 
Begriffe die Bede sn sein, der mit dem Worte »Anej« beseiehnel 
werde. Wenn aber in diesem eigentflmlichen satfczartigen Gebilde eine 
Begel Uber den Oebnmdi des Wortes »Anej« gefunden werden soll, 
so ist eben Ton diesem Worte selbst die Rede. Gronds&tse und 
LehrsitM sind Sfttse mit dem Zeichen, Regeln sind Sätee Ober das 
Zeichen''. 

Woher wissen Sie denn, Verehrtester, möchte ich darauf antworten, 
daß das Wort „Regel'' hier in dem Ihnen gelanfi|^n Sinne gebraucht 
fnrd? Und wenn audk, so ist es doidi ganz veratändlich, daß in 
einem Wurstgemenge, wie wir es hier Tor uns haben, die Eigenart 

eines einzelnen Bestandteils nicht mehr deutlich erkennbar ist. 

Manchmal macht sich Herr Korselt unnötige MUhe, z. B. mit dem 
Anwendungsgebiet der Axiome. Wenn ein Axiom eine Regel ist Qber 
den Gebraue!) der in ihm vorkommenden unbekannten Zeichen, so 

JfthrMlMtioht d. D«tttt«hMi MatlMUL-Vartiuiciuig. XV. Hütt t Vt 
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bilden diese natürlich das Anwendunpspebiet der Reprel, also des Axioms, 
und SU ist diese Frage auf das emlachste beantwortet 

Ungültige Axiome, die Herr Korsclt annimmt, kann es nicht geben, 
wenn man „Axiom" im Euklidischen Sinne gebraucht. Aber hier ist 
ein ungültijres Axiom , das luii i kannte Zeichen enthält, eine uncfJltige 
Regel über den Gebrauch dies«'r Zeichen. Es wäre ungohöng, zu 
fragen, zu welchem Zwecke eine solche Kegel dienen könnte. 

Hiermit will ich diese sogeimnnteu Kegeln und was damit zu- 
ßammeuhäiigt abgetan f^ciu lassen. Streicht man dies aus den Korselt- 
schen Ausführungen» so befreit man sie von Unklarheiten. 

Was nun die Widerspruchslosigkeit und desgleichen die Unal>- 
hangigkeit betrifft, so sollen sie nach Herrn H ü oer ts MeinniiLr viu cien 
Axiomen bewiesen werden. Hier entsteht nun die Frage: si.i l seine 
Pseudoaxionu' (uler die Axiome im alten Euklidischen Sinne gtiiieint? 

Herr Kornelt pchieiljt: ,,E8 ist gleichjiültiü:. oi) man die Axiome 
oder di*' Merkmale der eingeführten Begriiie widerspruchslos nennt. 
Erstt'ios entspriclit mehr dem Sprachgehranche, nach dem zwei Sätze 
ToneiuHuder »unabhängig' hf^iBen^ wenn sie unter L'^^wissen Umständen 
beide, tmter andern Umständen nicht beide bcsteheUj wahrend sie * un- 
verträgiich * sind, wenn nio unter keiner Bedingung beide erfüllt sind". 

Was heißt da^. „der Satz besteht"? Doch wohl: IJ« t Satz drückt 
einen wahren Gedanken aus. Nun drückt ein eigentlicher Satz einen 
Gedanken aus. Dieser ist entweder wahr, oder falsch: tm-tiion non 
datur.^) Daß also ein eigentlicher Satz nuter gewissen üin'^tänden 
bestände, unter andrrn nicht, könnte nur vorkommen, wenn em. Satz 
uiili r gewissen Umständen einen Gedanken ausdrücken könnte, nnter 
auiiorn fernständen einen andern. Dies widerspräche aber der Forderung 
der Eindeutigkeit der Zeichen, an der wir unter allen Umständen fest- 
halten müssen, wie oben ausführlich begründet worden ist. Ein un- 
eigentlicher Satz drückt überhaupt keinen Gedanken aus; folglich kann 
man von ihm auch nicht sagen, er bestehe. Daß also ein Satz unter 
Umständen bestehe, unter andern Umständen nicht bestehe, darf also 
überhaupt nicht vorkommen, weder wenn er ein eigentlicher, noch 
wenn er ein uueigentlicher ist') Und doch kann man sich denken^ 



1) \Yir befinden ims hier nümlich in der WiBsenschaft. In Sage und Dichtung 
freilich können Qedankea Torkommen, die weder wahr noch falsch sind, «ondexn 

eben Dichtung. 

S) Auch wenn Herr Koreelt sagt: „Andieraeit« darf aber eine furmale 
Theorie auf «oi gegebenes Gebiet nur aagewandt werden, wenn man sieh der 
Geltung der GrunüRütze für das Gebiet versichert hat*\ idieint er m meinen, 
daß ein and denelbe Sati auf einem Gebiete gelten, auf einem uidem mehi 
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was Herr Korseit meint. Es kann sich nur um imeigeiitliche Sätze 
handeln; und da wird Herr Korselt wieder mit seineu Deutungen 
kommen. Er deutet einen Satz so; dann besteht er; er deutet ihn 
anders; dann besteht er nicht. Er dreht die wächserne Nase rechts; 
er dreht sie links, ganz nach Belieben. Nehmen wir z. B. den Satz: 
^uf einer Geraden ^\ht es wenigstens zwei Punkte"! Nun deuten 
wir das Wort „Punkt" als Fuß, das Wort „Gerade" als Wulm, und 
die Worte „ea gibt auf deuten wir als hat. So deuten wir nnsem 
Satt lo: Ein Wurm hat wenigstens zwei Füße. Fast ebenso leicht> 
wie wir hiiir etwas Falsches erhalten haben, können wir dnrch andere 
Deutnngen etwas Wahres aus dem Sato» gewinnen. Nun seben wir, 
wie Recht Herr Korselt hat, wenn er meint, ein Satz könne unter 
Umständen bestehen, anter Umständen nicht; es kommt eben ganz 
auf die Deutung an. Doch kehren wir zum Ernste zurück! Ein 
Sais, 6et nur unter Umständen gilt, ist kein eigentlicher Satz. Wir 
können aber die Umstünde, unter denen er gilt, in Bedingungssätzen 
aussprechen und als solche dem Satze anftlgen. Der so ergänzte Sata 
gilt nun nicht mehr nur unter Umständen, sondern schlechthin. Der 
nrspningliche Satz erscheint in diesem als P'olgesatz, und zwar als nn- 
oigeiillicher. Nun, wie wir audi die Sache betrachten mögen, das Er- 
gebnis ist dasselbe. Wenn wir meinen, ein Satz könne unter gewissen 
Umständen gelten, unter andern nicht, so lassen wir uns durch selbst» 
getroffene Ungenauigkeiten des Ausdrucks an der Nase herumführea 

Herr Korselt sagt an der angeführten Stelle: „Es ist gleichgültig, 
ob mau die Axiome oder die Merkmale der eingeführten Begriffe 
widerspruchslos nennt." 

Nun ja, gleichgültig fSr den, der auf Genauigkeit des Ausdrucks 
nichts gibt, dem nichts daran gelegen ist, eine tiefere Einsicht in den 
Sachverhalt zn gewinnen. Axiome sind doch nicht Merkmale Ton Be- 
griffen. Von Tomherein ist also die Widerspruchsfreiheit der Axiome 
zu unterscheiden von der Widerspruchsfreiheit der eingeführten Begriffe. 
Wer nun behauptet^ daß kein Unterschied bestehe, hat das zu beweisen. 
Die bloBe Behauptung des Herrn Korselt genügt nichts um diese 
Eineiieih^i am einem gesicherten Besitze der Wissenschaft zu machm. 
Zonächst sind »4*« und »2*« zu nnterseheideni und erst, nachdem das 
Zasammen&llen der Bedeutungen bewiesen isi^ dOrfen sie mit einander 
TertauBcht werden. 

geit»'n küimc. GennuPr ist «las. was Herr Kor>t'lt im'int, bo auszuiinlcken : 
„Wenn müii durch einen Schluß tuiu AUgemeiueu /.um iiesondem aus dem all- 
gemeben Satte maea betondem bat, darf man in dieaem die Be- 

dingDnga&tM nox daon weglMsen, wenn sie gelten**. 
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Herr Korselt fährt fort: ^^Ersteres entspricht mehr dem Sprach- 
gebrauches nadi welchem zwei Sätze von einander »unabhängig« heißen, 
wenn sie unter gewissen Umstanden beide, unter anderen Umstimdeo 
nicht beide bestehen". 

Wirklich? Ist so der Sprachgebrauch? In dem Satzgefüge: 
ffWeaa a> 1 ist, so ist n > (y\ haben wir zwei uneigentliche Sitae 
»a > 1« und >a > 0«. Heißen diese nach dem Sprachgebrauche Ton- 
einandtf Unabblngig? Und doch haben wir nach der Eorselt sehen, 
j&eilich zu verwerfenden Redeweise Unistände, unter denen sie beide 
bestehen (2 > 1 und 2 > 0, 3 > 1 und 3 > 0), und andere Umstände, 
unter denen sie nicht beide bestehen (1 > 1 und 1 > 0, 0 > 1 und 

0 > 0). Das kann man vielleicht sogeben, daß nach dem Sprachgebranche 
»a> 1« unabhängig heißt Ton »a > 0«. Aber fttr den, der sich nicht 
durch Worte tftuschen, sondern der Sache anf den Gnuid gehen will, 
kann der Spraehgebraneh nichts entscheiden. Es fragt sieh immer 
wieder: ist der Spraehgebraneh der Sache angemessenf 

Ans Terschiedenen Grflnden also wird man der Korselischen Ei^ 
kUirong der Unabhängigkeit von S&tsen nicht zustimmen können. Aber 
soTiel ist an eikennen, daß es sich dabei nnr nm unetgentUohe Sit» 
handeln soll. Nach Herrn Korselts Meinnng wird also die Frage nach 
der Unabhängigkeit nicht die Axiome im EnUidisehen Sinne sondern 
die Psendoaziome des Herm Hilbert betreffen. Und darin hat er 
wahrscheinlich recht, da die eigentlichen Axiome in Herrn Hilberts 
Darstellung wohl ttberhanpt keine Stelle haben. 

WoTon ist denn nun in Wahrheit die Bede, wenn man s. B. die 
Sitze »a > 0« nnd »a < 1« yoneinander nnabhSngig nennt? Sind es 
die Gruppen Ton Zeichen, einerlei ob diese Zeichen einen Sinn 
haben oder nicht? Doch wohl nichtl Andererseits: einen Sinn hat 
weder die Zeichengruppe »a > 0« noch >a < U. Und doch ist »a > Oc 
nicht Ton jedem Sinne ganz entfernt^ indem es einem größeren C^ansMi 
angeboren kann, das einen Gedanken ausdrückt, und indem es sdbst 
einen bedeutongsTollen Teil enthält Der größte noch bedentungsroUe 
Teil Ton »a > 0« ist der prtdikatiye und seine Bedeutung ist der Be- 
griff der positiven Zahl. Ebenso ist die Bedeutung des größten noch 
bedeutungsToUen Teils von »a < 1« der Begriff der Zahl, die kleiner als 

1 ist. Es ist nun zu Termnten, daß von diesen Begriffen in Wahrheit 
etwas ausgesagt wird, wenn man scheinbar von den Sitzen behauptet^ 
daß sie voneinander uoabhingig seien. Und in der Tat: man meint 
eigentlich, daß weder jener Begriff diesem, noch dieser jenem unter- 
geordnet sei Man kann es auch so ausdrQeken: f,Einige positire Zahlen 
sind nicht kleiner als 1 und einige Zahlen, die kleiner iüB 1 sind, sind 
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nicht positiT''. Hieraus ist deutbch za erkennoi, daß es sieh um Be- 
lieb ungen zwischen Begriffen handelt. 

Ein Satz, in dem nach Herm Korselts freilich ungenauer Biedew«iw 
ein Satz als abhängig yon andern hingestellt wird, besteht aus einem 
nneigentlichen Folgesatze und einem oder mehreren uneigentlichen 
Bedingangsirätzen. Sie sind uneii^entlifhe Sätze, wpil in ihnen Bestand- 
teile vorkommen, die nichts bezeichnen, Bondern nur andeuten, um dem 
ganzen Satze Allgemeinheit des Inhalts zu verleihen Dieser Satz wird, 
sofern er gilt, nach Herm Korselt reiner Lehrbegriti" oder formale 
Theorie zu nennen seii). Wenn der Satz aber nicht gilt, also Unab- 
hängigkeit statt Abhängigkeit besteht, ist der Qedanke des ganzen 
Satzes zu verneinen. Ein Satz demnach, in dem eine Unabhängigkeit 
dieser Art behauptet wird, verneint die Geltung eines solchen allgemeinen 
Satzes. Durch einen solchen werden nun nicht die uneigentlichen Be- 
dingungssätze und der uneigentliche Folgesatz in Beziehung gesetzt, 
auch nicht die in diesem etwa ansgedrfickten Gedanken; denn solche 
sind nicht Torhanden; londem in Bsaiehimg gesetzt werden die Be- 
dentongen Ton Tsflsn dieser uneigenÜiehen SütBe^ und diese Teile drücken 
keine Gedanken aus. Dies von dem a]]gemeuien Satse Gesagte gilt 
anch von seiner Vemeinnng, also Ton einem Satze, in dem nadi Heim 
Korselts Bedeweise die ünabkingigkeii eines Sataes von andeni behauptet, 
weiden soll. Auch ein solcher setat also nicht S8iie in Beaehimg,. 
noch Gedankeni sondern Bedentongen von Theilen der nneigentlieheik 
SStae. Diese uneigenÜiehen S&tse sind nun in einem ünabhingigkdt»» 
bewdse des Herrn Hilbert dessen FtMndosaciome. £s folgt hieimns, 
daB die Ton Herrn Hilbert bewiesene Unabhängigkeit nicht diese 
Faendoaxiome betrifft 

Wenn man in der Mathematik die Worte gebraucht „einen Sata 
beweisen'', so meint man offenbar mit dem Worte „Satz'' nicht eine 
Folge von Worten oder eine Gmppe von Zeichen, sondern einen Ge- 
danken, etwas, Ton dem man sagen kann, es sei wahr. Und so wird 
man auch, wenn von der Unabhängigkeit von Sätzen, von Axiomen die 
Rede ht, dies als Unabhängigkeit von Gedanken verstehen. Darum ist 
es durchaus niclit unnötig festzustellen, daß diese Auffassung falsch ist, 
und eine Ausdrucks weise zu verwerfen, die zu diesem Mißverständnisse 
Anlaß gibt. 

Wir müssen untersch^Mi [( ri /w isi hen dem Äußern, Hnrbar»Mi oder 
Sichtbaren, das einen Gedanken ausdrücken soll, imd diesem selbst. 
Vorauziehen scheint mir die in der Logik wohl vorherrschende liede» 
weise, nach der nur das erst^re ein Satz heißt. Danach wird man 
einen Satz überhaupt nicht wohl unabhängig von den anderen Sätzen 
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nennen krinnen; denn Ton dem Hdrbaren oder Sichtbaren wird man 
doch die Unabhängigkeit nicht ansangen wollen. Da die uneigentUeb«n 
Satze, mithin aach die Pseudoaxiome keinen Gedankeninhalt haben, so 
wird man Ton dieieiL fiberhaupt aar in dem zuletzt empfohlenen Sinne ' 
«twas anaeagen köimen; aber eben die Unabhingigkeit wird man nieht 
aassagen k<nuien> 

Fassen wir das Ergebnis zasammen, so werden wir sagen: Bei den 
Hilbertsehen Unabbängigkeitebeweisen handelt ee sich weder um die 
Unabhängigkeit Yon %tzen in dem ehen empfohlenen Sinne des Wortes, 
noch um die Ünabhingigkeit Ton Gedanken; sondern es handelt sich 
nm die Unabhingigkeit der Bedeutungen Yon Teilen uneigenl^cber 
fiätie. Diese Teile sind die größten noch bedentongsroUen; aber sie 
«ind keine Sfttze^ drficken also keine Gedanken ans. Fflr die Bedeutungen 
Boldier Teile fehlt uns eine knne alle FSlle umfiMeende Benennung. 
In einfacheren FSUen haben whr Begriffe (positive Zahl, Zahl kleiner 
als 1). Gegen Ende meines ersten Aoftataes^) habe ich sie^ mich einer 
brieflichen Äußerung des Herrn Hilbert anbequemend, Merkmale ge- 
nannt, obwohl das mit meiner dgenen Gebrauchsweise nicht ganz Aber- 
einstimmt 

Festzustellen isl^ daß die Hilbertschen Unabh&agigkeitsbeweise die 
eigentlichen Axiome, die Axiome im Euklidischen Sinne gar nicht be- 
treffen; denn diese sind doch wohl Gedanken. Nun findet sich hei 
Herrn Hilbert niigends eine Untersoheidong, die unserer Ton eigent- 
lichen und uneigentlichen S&tm, von eigentlichen und Pseodoaziomen, 
entspräche; sondern Honr Hilbert scheint seine Termeintlich Ton seinen 
Ftaadoaxiomen bewiesene Unabhängigkeit ohne weiteres auf die eigent- 
lichen Axiome zu (Ibertragen, weil er den Unterschied flberhaupt nidit 
bemerkt Das würe immerhin ein beti&chtlicher Fehlschluß. Und alle 
Mathematiker, die meinem, Herr Hilbert habe die Unabhängigkeit der 
eigentlichen Axiome Toneinander bewiesen, sind wohl in denselben 
Irrtum verfallen. Sie sehen nicht, daß Herr Hilbert, indem er diese 
Unabhängigkeit beweist, das Wort „Axiom'' gar nicht Im Euklidischen 
Sinne gebraucht Sdiuld hieran ist der doppelte Gebrauch der Wörter 
„Punkt'', „Oemde'' usw., die einerseits wie Budistaben dem ganzen 
Lehrgebäude Allgemeinheit verleihen sollen und in diesem Falle nichts 
bezeichnen, und die andrerseits in den Euklidischen Axiomen ihre her- 
gebrachten Bedeutungen haben. In jenem Falle sind seine Axiome 
eben nur Pseudoaxiome ohne Sinn, indem nur das Ganze (die formale 
Theorie, der reine Lehrbegiiff des Herrn Korselt), dessen unsdb- 



1) Jahresbericht 12. Bd^ S. 338 q. 884. 
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stnadige Teile sie sind, einen Sinn hat. Diinn kommt das Euklidische 
Parallelenaxiom überhaupt nicht vor, und von ihm ist also auch niehta 
bewiesen worden. Im andern Falle kommen eigenüiche Axiome vor; 
aber die Unabhangigkeitsbeweise passen dann nicht, weil w nicht 
möglich ist, andere Begriffswörter für „Punkt^, „Gerade'^ nsw. ein- 
zusetaen, und auf dieser Moglichkoit beruht demi doch m solcher 
Beweis. 

Diese Kehrseite der Sache scheint auch Herr Eorselt zu flbenehen, 
wenn er die Yersehiedenheit der Axiome in der modernen Hathe- 
matik von denen der EnkÜdisehen betont Diese Verschiedenheit darf 
im finderQfehniase nicht yerlengnet werden, nachdem man anihngs ihre 
Yorteile ausgemitst hat. 

Das die Hilbertsche DarsteUung beherrschende Zwielicht muß erst 
einer einheitliehen Beleuchtong gewichen sein, ehe Ekiheit in die 
Sache kommen kann. Dann wird ja auch wohl die Yermtschnng ron 
Axiom und Definition ein Ende nehmen. 

(Sehluft folgt) 



Bmerknng Ubtr FnnktLoiien des elllptisolien Zylinders. 

Von M. Leech in Freibuig (Schweiz). 

Die Int^i^tion der Diffatentialgleichung 

+ (2m cos 2s -^njp'^O 

wurde von Heine auf Berechnung der Näherungselemente gewisser 
Eettenbrflidie zurückgeführt, und es ist seinen Überlegungen auch ein 
Verfahren zur Bestimmung des Parameters n, der die Existenz einer 
periodischen Lösung i'i{x) sichert, zu entnehmen. Ich habe diese 
Methode namentlich für den Fall, daß n gewisse Grenzen überschreitet, 
ausgebildet; durch Anwendung dieses Ver£Ahrais, rerbunden mit anderen 
Überlegungen, gelangte ich zur Aufstellnng einer Anzahl von Koeffi- 
zienten der trigonometrischen Entwicklung ron ^| (x) für den Fall = — 1 
und n nahe hei 100; der genaue Wert ist I00,0üö0ö0676018 und 
die Entwicklung hat die Qntalt 

4f^{x) — cos lOx — 1!^ cos 12« cos 14ar — cos 16« 

— c_i cos 8a; 4- c_t cos 6a: — c_j cos 4x + c_4 cos 2x 
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Q,0S27SÖS6 

0,0002368639 

0,000001618388 



6,9867 2,8123 
10» ' 10" ' 



c_, - ~ 0,027 TRö 94 
- 0,000 434 20 

C_, --0,0( )0 00öl694 
0,000000053 85 
0,000000000638. 



Solange es sieh um die Bereehnmig von für reelle x und fOr 
kleiBe komplexe Werte Ton x handelt, ist dieie trigonometriBehe Ent- 
wieUmig eehr bequem; andere wird et, wenn es sidi dämm handelt 
fttr größere kompleixe Werte sn bestimm«!, oder sogar die rem 

imcujinären Wurzeln Ton {x) » 0 zu berechnen, eine Aufgabe, die 
z. B. für die Uiiteräuchung einer elliptischen Membran unumgänglich ist. 

Dieser Umstand kann nicht überrasciien, denn fast jede analytische 
Entwiddnng, selbst wenn sie in der ganzen Ebene konvergiert, kann 
nur in einem Terhaltnismaßig beschränkten Gebiet wirklich verwendet 
werden; z. B. wird es kaum jemand einfallen, die Exponentialfunktion (f 
durch die Maclaurinsche Entwicklung zu berechnen, sobald ungefähr 
gleich 10 ist. 

Hier könnte also eine lialbkonvergeiite Entwicklung von if^ix) von 
großem Nutzen sein; ob solche durch die divergenten Reihen, welche 
vor mehreren Jahren von Herrn Hiintzschel aiifgesteilt und unlängst 
im Jahresbericht wieder in Erinnerung gebracht wurden, tatsächlich 
geleistet ist, mag vorlänfif; didiingestellt bleiben. Das Beweisverfahren 
des Herrn Häutzschi l ITiBt mich darüber vollkommen im Dunkeln, 
lind dn kritischen Bemerkuugtiij welche Herr Hüutzschel aus geinen 
l'ormeln gegen die richtigen und genau bewiesenen Sätze des Herrn 
Bruns geschöpft hat, verstärken nur mein Mißtrauen in dieser Hinsicht 

Durdi die Hliqpel ^ Beweises braudit jedoch ein matihenutisdios 
Resultat nidit unbedingt als unrichtig erUart zu werden; ich bin weit 
daroD, mich gegen die Formeln des Herm H&ntzscliel als solche aus- 
zusprecheii, beror dieselben genau geprüft werden. Vielmehr geht 
meine Absicht dahin, diese genaue PrOfSong anzuregen; da solche in 
aoalytisGlier Allgemeinheit Schwierigkeiten bereiten dürfte, würde ich 
schon mit Freude begrüßen, wenn jooBand das obige Zahlenbeispiel 
mit Hilfe der E&ntzsch eischen Formeln in Angriff ndimen mochte, 
namentlich um die Ideinste poeitiTc Wurzel Ton ipiijiff) — 0 zu mnitteltt. 
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Ifittflüimgeik und NaoluiclLteii. 

Geeignete Blitteiliuigen wi»d der Hennigeber stets mit grOttem Danke entgegen- 

mihwM'itii 

1 Akademien. QMellieliafteiL Yerelnigiuigeiu VenanluigeiL 

Vetiadenuigeii im Peiwiiialbeefeaiide dm DratMdion Kftthematiker- 

VeaPftlntKiHiK. Juni 1905. 

Hev aufgenommen als Mitglied: 

Dr. J. Plemely, FlriTatdozent an der ünivenitit VTiea^ XVIII. 2. Bestien- 
gasse 4. 

Adressen&nderangen: 

Hagen, J. 6., Professor, Direktor der Specola Vaticana, Rom. 

Schiin k, W., Privatdozent an der Technischen Hochschule, Darmstadt, 
Wittmannstr. 27. [Die auf S 1^27 und S. 272 dieses Jahresberichts 
euthaltdueu Aagabeu berulieu aui falschuu Angaben der Tagesblätter.j 

Sobotka, J., ProfiesBor an der bSbmisdien üniversitKt, Pi«g>Bmioliow, 
Ferdmandakai 36. 

Dentwdie XaChematikear-Teir^iiiCimg. Für die nftehste Jeluws- 

Tersammlung , welche in Gemeinschaft mit den Sitzungen der Gesellschaft 

Deutscher Naturforscher und Ärzte vom 16. V»i'; 22. September d. J. in 
Stuttgart stattünden wird, sind bis heute tolgeade Vorträge augemeldet 
worden: 

A. Mathematik: 

1. 0. Blumenthal- Aachen: über die ganzen transzendenten Funktionen 
und den Picardsehen Sata (Baferat). 

2. r;. F ab er- Karlsruhe: Üher RaQien nach Legendreschen Polynomen. 

3. F. Hartogs-Müuchen: t%cr neuere Untersuchungen auf dem Gebiete 
der analytischen Funktionen mehrerer Variablen (Referat). 

4. D. Hilbert- Güttingen: Über Wesen und Ziele der Theorie der Integral- 
gleichungen. 

5. (' Juel -Kopenhagen: Über nicht analytische Kaumkurven. 

6. P. Ko ehe -Göttingen: Über konforme Ablnldung mehxfaeh zusammen* 
hängender ebener Bereiche. 

7. G. Kowalewski-Bonn: 

a) Über 8. Lie. 

b) Übor eine Klasse projektiver Transformatioosgruppen. 

8. M. Krause -Dresden: Zur Theorie dar Funktional reeller VerEnderlichea. 

9. K. Mehmke -Stuttgart: 

a) über neue ^lechanismen z\ut Lösung von Aufgaben der Dynamik, 
mit Anwendung anf die medianische Integration nm Differential- 
gleichimgen 2. und höherer Ordnung und von Systemen solcher. 

b) Über neue Anwendungen der Rolle auf da.s Zeichnen verschiedener 
Klassen von Kurven und auf die Ausfilhrung von Bertthrongstrans- 
formationen. 

c) Vorftthnukg versddedener Apparate. 
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10. F. Meyer- Königsberg: Anwendung des erweitertea Euklidischeu Algo- 
rithmus aut Kesuitantenbildungea. 

11. H. MinkowBki-GOttmgen: Über ein noeh cn betliinmendes Thema ans 
der tbeoretiMdien Phyiik. 

12. R. MüUer-Braunscbweig: Polbestimmung für Verzweigungslagcn bei 
der Bewegung eines ebenen ähnlich- veränderücheo Systems in seiner 
£bene. 

18. 0. P erron>Mfi]idi6o: Über die nngnlSren Punkte auf dem KonTergenzkreiM. 

14. CBunge^GOttingen: Üb«r grapfaiadie Lösung TOD Diffcreutialgleiohnngai. 

15. P. Schafheitlin-Berlin: Zur Theorie der Besseischen Funktionen. 

16. Th. Sehmid-Wien: Zur konstntktiven Behandlung des Achsenkomplexes. 

17. A. Öciioeufiies-Königsberg: Bericht über die Entwicklung der Lehre 
Ton den Pnnktmannigfaltigkeiten. IL Teil (Geometrie und Funktionen» 
themie). 

18. P. Stäckel-Hannover: Über Potenzreihen von mehreren Veränderlichen. 

19. A. Wa iTPH mann- Stuttgart: Mathematische Theorie des £ntwicklangs- 

gedaukeuä. 

B. Astronomie und Geodäsie. 

1. F. Ö. Archenhold- Treptow: über die Resultate der Sonnentinstemis- 

Expedition der Treptow«8tennrarte zu Buzgos. 
3. L. Driencourt-Paris: Sur rastrolabe k prisme (inftniment Claude- 

Driencourt) et snr set resultats dans la detennination de l'heure et 

de la latitude. 

3. E. II ninin er- Stuttgart: Demonstration einiger neaerer geodätischer und 
topographischer Listrumente. 

4. J. Kflbler-ISltliBgeBs Das GleidigewiahtBTeirhlltBis der Materie zum 
Weltraum und die dadurch bedingte stufenweise Entwicklung. 

h. A. Markn 86- Berlin: Die astronomische Ort^>>t'stimmung im Luftballon. 

6. C, Stechert-Hamburg: Über die Methoden der Zeit- und Breiten- 
bestimmungen durch Beobachtung gleicher Zenithdistanien. 

7. R. Sterneck-Gsemowitz: Über die scheinbare Form des Himmels» 
gewölbes. 

8. S. Wellisch -Wien: Di© Bestimiriung ilrr Erdgestalt durch Aus- 
gleichung von Breitengradmessungen nach der Methode der kleinsten 
Produkte. 

Indem wir die Mitglieder tu redit xahlreicbem Besuche unserer Ver- 
sammlung einladen, bedauern mr zugleich eine Tageswdnung für unsere 

Versammlung ei-st im üiiL:hst«.'U Hefte in ^'or^.clllag bringen zu können, da 

das allgemeine Programm der ^aturforscherversauuulung zur Zeit noch nicht 

erschienen ist. . « . , . . w 

A. Pringsheim A. Krazer 

Vorsitiender. Schriftführer. 

HaUiematiMha CtoMllMdiflft in CWttiiigfa. 6. SiUmn «om 1<9. Jwn 

1906. Herr Mol 1er up trägt vor Über die Grundlagen der Mengenlehre. 
Der Vortragende zvigt durch Beispiele , daß ein System v'»n arithmetisch 
widerspioichslosi n Axiomen im allgemeinen kerne Menge alier Zahlen, die 
den Sätzen genügen, definieren; vielmehr müssen solche Sätze die Eigen- 
schaft haben, daB der Hilbertsche VbllstindigkeitBsatz eine Folge der 
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Sätze ist. Hierdurch gelingt es. eine Definition des MengonbPijriffs zu 
geben. — • V.Sitsxmq vom 10. Jum 1900. Hrrr Zormelo bericlitet über 
seinen Versuch einer axiom&titiohen Begründung der Mengenlehre. Zugrunde 
gelegt wird «in BMeidi von „Dingen'S welche sftmtlich Toneiuaader unter- 
scheidbar und z. T. f,Mengen**, z. T. aber unzerlegbare Dinge sein sollen. 
Die Eigenschaft eines Dingrs a, „Eleuniif einer Meuge M zu sein, wird 
als nicht weiter zurücktükrbare Grundbozit'huug bohamlelt. Über Mengen 
und ihre Elemente werden nun 8 Postulate aufgestellt und angedeutet, wie 
aue Urnen alle Haupts&tae der Mengenlehre, einsehließlich derer Aber Äqui- 
valenz und Wohlordnnng logisdi streng abgeleitet wndw kQnnen. üm 
aber den Ordnungstypus der natürlichen Zahlenreihe zu gewinnen, muß 
man noch die Existenz irgend einer „unendlichen'^ Menge postulieren Die 
Arithmetik und Funktionentheorie bedürfen dieses letzten Postulates, während 
die „allgemeine Mengenlehre", wetehe endMehe und tmendliehe Mengen in 
glekiier Weise behandelt, es gana wohl mtbehren kann. — 8. Sitzung vom 
26. Juni 1906. Herr Minkowski berichtet über eine in den Göttinger 
Nachrichten erschienene Abhandlung von W. Kernst „über chemisches 
Gleichgewicht'*, und zeigt wie die daselbst zur Bestimmung der Konstanten 
in äem Manenwirkungsgesetz gemaehte Annahme ndt der Aussage äquivalent 
iit, daB beim absoluten Nullpunkt alle Sjateme gleidie Entropie bbsiken. 

ICUlMiBiatiMbe Gteaellaohaft In Wien. Frei7<^, dm 33. FAruär 1906: 
Hanni, Die Verwendung des Laplace -Abel schon Integrals in der neueren 

Funktionentheorie. — Freifaff, dt^n 9. 3Iärz 1!)06: Josef Grünwald, Die 
Geometrie der Berührungselemente 11. Ordnung iu der Ebene (nach E. Studj). 
— Frtitny, dm 4. Mai 1906: Gustav Kohn, Ober das Sjstem der 
Fliehen zweiter Ordnung mit Ittnf gemeinsamen Punktm. — FVätoff, dtn 
18. 3fai 1906: Gustav Eobn, rbi-r das System der Fliehen zweiter 
Ordnung mit fünf gemeinsamen Punkten (Fortsetzung). — Freitag^ den 
1. Juni 1906': L. y> Schrutka, Über die Auflösung linearer Quatcrnionen- 
gleicbungen. — Freitag, den 15. Juni 1906: A. Prej, Über die Gleich- 
gewiehtsfiguren rotierender Fltlssigkeiten. 

KgL VxtnÜ, Akademie der Wiaaenaoluiflen. Die Akademie hat 

Professor Bauschinger in Berlin zur Funlerung wissensdiaftlicher Arbeiten 
eine Unterstatzung von 3500 Mark bewilligt. 

American Mathematical Society. Die Ann^viean Mathematical 
Society wird am 3.^ — 4. Septeniber 1906 ihre 13. Öomiuerversammlung in 
New Häven, Uonu., abhalten und damit das 5. „Colloquium'^ verbinden. 
Die Dauer dieses Colloquinms ist vom 5. — 8. September bemessen. Zur 
Veriiandlung stehen folgende Themata: E. H. Moore, On tbe theory of 
bilinear functional Operations (.'> Stuiuleii); M. Mason, Selected topics in 
tliR theory of bounderv value problems ot' ditlerential equations (4 Stunden); 
E. J. Wilcz^uski, Projective diHerential geometry (4 Ötunden). 



2. Preisaufgaben und gekrönte Preisschriften. 

Kgl. Preuß. Akademie der "Wissenschaften. Dif Akaileniic hat 
«inen Preis von öuOO JC l'rotessor Mertens in Wien zuerkannt für sein 
Werk fiber zyklische Gleichungen. 
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ä, HoehBohiiliMlirlolitoiL 

HandelshochBchule su Berlin. Dm ente Yot-lesungSTflneiehius der 

jüngsten Haudelshüchscbulo filr das kommende Winter«;pmcster gewährt eine 
Übersiclif über die Vielseitigkeit der behandflten Gegenstiinde. Erwähnt 
sei, daii die Versicberungütnatbematik vou Professor v. Bortkiewicz \im 
N«lMmamt) in 2 Wocbeiurtimden Torgetragen wird. Di« TorlMong«!! ttber 
das Versioberaiigsweseii Utlt Pr. Ifanea. 

DeataolM Univwnitilt in Trag. Als Nachfolger von Professor 

Gmeiuer, der nach Innsbruck auf den Lehrstuhl von Stolz übergesiedelt 
ist, sind in Vorschlag gebracht worden: Professor Liebmann-Leipsdg, 
Privatdozent Dr. Grünwald-Wien und Privatdozent Dr. Ludwig-Karisrcihe. 



4. Penonaliiaelirioliteii. 

SmenniiiigMit AnndUduiiiiigiii uw.: 

Dr. B. B. Allen an. der Clark Umversitat wnrde tum Professor dm Mafho" 

matik am Kenyoa College, Gambier, Ohio, ernannt. 
Professor E. W. Brown winde zum Profenor der Mathematik an der Yale 

Universität ernannt. 
Professor G. Casteluuovo und Professor V. Cerruti in Rom, sowie Pro- 
fessor A. Capelli in Neapel wurden m MitgUedera des Beale Istttuto 

Lombardo gewählt. 

Dr. A. 8. Eve wurde zum ao. Professor der Mathematik an der Mo Gill 

Universität ernannt. 
Dr. J. Graham am Williams College wurde zum ao. Professor daselbst 
emannnt. 

Dr. Franz Gruner, Privatdosent an der Universität Bern, wurde snm ao. 

Professor für theoretische Physik (ladest ernannt. 

Dr. J. G. Hardy am Williams College wurde zum ao. Professor der Mathe- 
matik daselbst befordert. 

Dr. E. Kasner wnrdq zum ao. Professor der Mathematik an der Colurahia 
Universität ernannt. 

Professor Dr. Fernst Lanjje, "Direktor der Realschule in Chemnitz, wird 
vom 1. Oktober d. J. ab im Kgl. Sächs. Kultusministerium als vor- 
tragender Bat tätig sein. 

Professor Dr. B. MfiUer an der Tedhnischen Hoehsdinle m Brannsohweig^ 
ist zum Rektor gewählt worden. 

Professor Dr. Papperitz wurde für die Amtsperiode 1. August 1906/07 
zum Rektor der Bergakademie in Freiberg i. S. wiedergewählt. 

Professor H. Poi ncare an der Sorbonne in Paris wurde von der Universität 
Dublin amn Ehrendoktor der NatorwisBensdiaflen ernannt 

Professor Dr. £. Selling an der UniversitiU Würzburg ist wegen hohrai 
Alters von der Verpflichtung, Vorlesungen zu halten, entbunden worden. 

Professor S. E Slocum an der Universität von liUnois wurde zum Professor 
der angewandten Mathematik au der Universität von Cincinnati ernannt. 

Professor Dr. £. Wieohert an der Unxversitlt Ottftingen hat «nen Bnf ala 
Professor der theoretisehen Physik an der Universität MOnchen abgelahnt. 
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Professor E. T. Whittaker, Koyal Astronomer ot irelaud, wmde von der 
ümTOrnttt Dublin am EhnndoUor der Katurwisseoaohftften ernaimt. 
Dr. J. K. Whittemore wurde wm ao. Plrofessor der Hatbematik an dei 

Hai-vard Universität ernannt. 
Professor F. S. Woods am ^fassachosetts Institute of Technologj wurde 

zum o. Professor daselbst befördert. 
Znlfitgliedeni der Eftiserlich Leopoldiniseli-GaToliiiisclieit Deniscfaen 

Akademie der Katarforscher in Halle wurden gewählt: Professor 

B. G. Guccia in Palermo. — Professor T. Levi-Civita in Padua. — ■ 
Professor J. Molk in Nancy. — Professor Niels Nielsen in Kopen- 
hagen. — Professor F. Gomes Teixeira in Porto. — Professor 
F. Pietzker in Nordhansell. 

Habiii tatioueu : 

Dr. 0. Perron hat sich an der Universitftt zu München mit einer Probe- 
Torlflflung Uber das Thenw: „Was sind nnd was sollen die Irrational- 
zahlem?" als Frivatdosent der Mathematik habilitiert 

Ctoatovbeii: 

Professor Dr. F. Drude, Direktor dos Physikalischen Institnts der Uni- 
versität liorlin, ist am ö. Juli d. J. im Alter von 12 Jahren gestorben. 

Professor D. G. Lindhagen, lange Jahre Astronom an der Sternwarte in 
Ups&la, Sekretär der Schwedischen Akademie der Wissenschaften, ist 
Anfiing Juni 1906 sn Btockholm im Alter Ton 87 Jahren gestorben. 

Professor A. Rajel, Professor der physikalischen Astronomie an der Uni- 
versität und Direktor der Sternwarte zu Bordeaux, ist gestorben. 

Professor George A. Wentworth, ehemals Professor der Mathematik an 
der Pbiüips Exeter Akademie, ist am 24. Mai d. J. im Alter von 
71 Jahren gestorbML 



& YtndMlites. 

ibiderungen im PrAAmgaweaai Unglandn. Der Special Board for 
Ifaitbeniaties hat einen Berieht harausge^ben, der eine wesentliche JLadening 

in dem Charakter der PrOfungen („Mathematical Tripos") in Cambridge 
vorschlägt. Bisher unterziehen sich die besseren Studenten am Ende dos 
dritten und vierten Jahres den Prüfiuogen. Es wiid nun geplant, die 
Examina in swei Teile in teilen, von denen der eine am Ende des ersten 
Studienjahres m absolrieran ist; er wflrAe umfassen: elementare Mathematik, 
Diff rential- und Integralrechnung und die Elemente der Dynamik, Elektri- 
zitUt und Optik. Der zweite Teil der Prüfung würde am Ende des dritten 
Jahres statthnden; er ist in zwei Abschnitte geteilt, von denen der eine, 
Abschnitt A, wAl auf Fnnktionentheorie, Differentialgleichungen, Hjdi*o- 
medianik und Astronomie benebt. Der Absohnitt B nmfaBt hQhere Ge- 
biete Die Studierenden der Physik wfbrden den Teil I und von Teil II 
den Abschnitt A tu absolvieren haben. — Es wird dur< li ilieso Vorsrltlftgo 
erstrebt, den übertriebenen Examendrill, wie er jetzt herrscht, zu beseitigen 
und die fUdgen Köpfe zur wissensebaftliclien Yertiefimg anzuregen. 
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Literarisches. 



Literarisches, 
t NoUmi und BMpneliiuigiiu 

Deutsche Mathematikor»Y0TCinigang. Die Mitglieder der Vereioigniig 

werden darauf aufmerksam gemacht, daß der erste Erg&nzungsband des 
Jahresberichts, enthaltend: ,,Übf'r <\io Entwicliliinfj dor Elementar-Oeoinr'trie 
im XIX. Jahrhundert. Bericht der Deutsclien Mathematikpr-Vfreiuigung 
erstattet von Max Simon im Verlage von B. G. Teubner iu Leip/.ig, Post- 
straBe 3, enehienen ist und bei dSreMer BesteUung xa dem mniftigten Pkvise 
6.— statt Jt 8. — ) bezogen werden kttin. 

NaoblbfMhiiiicen nnoli atton mafhematiflohen HandaeteMton, imd 
Bftdioni. Professor Dr. £. Smith von d«r Goltunliia üniversitilt stellt 

während de<5 peeenwUrtitron ?ommprs in Spanien N&chfox8chil]ige& nadi 
alten mathematischen Handschriften und Büchern an. 

2. Büchersoban. 

AhrenS) R«y Die Auagleichungürechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate 
und ihre speeielle Anwendung auf die Cteodftsie, nebst einem Anhang von Bei> 
spielen. IV, 102 S. ni. i:! Fi^r Leipzig 1906. 2 — . 

AntoninrI, C, Cam-n de g^om ':! ' dem riptive. 3* Edition, ronfniTne an nonvean 
Programme de roath^matiqueu »pecialea. 6Sä p. avec figurea. Paris 1906. 

Clebsdi, A., Vorlestntgen flbw Geometrie, mit beeonderer ^nntcong der V<»tiige 
▼on Clebsch bearbeitet und herausgegeben von F. Linde mann. S. verb. AidL 
1. B(\. l. Teil 1 Lieferung (S. 1—480). Leii-zir: 1906 JC IR.— . 

Fischer, O.j Theoretische Grundlagen lux eine Mechanik der lebenden Köipex. 
Leipzig 190«. 14.— . 

Lorcntz, H« 1«^ Abhandlungen Aber theoretische Physik. 1. Band, 1. Liefenug. 

T.ciizig 1906. Jf 10.—. 

OetÜngeH) A. t*^ Die perspektiyiBcheu Kreisbiider der Kegelschnitte. Mit 8ö Ab- 
bildungen im Text und auf 4 Tafeln. Vni, 118 S. 8* Leipzig 1906. .€b.—. 

Tranb) K., Elementare Berechnong der Seiten der regnttran Tieranddreiflig^ nnd 
SieVi'n7<'!;n Kcke. 2r? S. ra. 1 Taf Karlsrulie lOOG. Jf. 0.60. 

'Vt'eiubaumj 0., Die Spiegelung einer unendlichen Ebene in einem zu ihr senk- 
rechten elliptischen ZjUnder. Diesertat Berlin 1906. 1.80. 

Wlleaynskl, E. J.» ProgeetiTe diffinential geomefaty of cnrree and mied surfiMei. 
LeipsiglSOS. JCIO.—. 

8. ZeitBoluifteiueliaiL 

(Von dem Inhalt der Zeitechriften irerdon nnr die Anftfttie erwfthnt, welche dem 
Gebiete der mathematiichett Wiasensehaften angehören.) 

Mathematische Annalcn. 62 Band. 8. Heft. 

HerK'lot '"l»t.'r dio Gestalt der auf algebraischen Kurven DirrTend> sinj;p.ilriren 
linearen Dillereiiüalgieichungen 2'**^ Ordnung. — Mayer, Über den Hilbertachen 
Unabhüngigkeitssatz in der Theorie des Maximums und Minimums der einfachen 
Integiale. — Hilbert, Zar Tariationarechnnng. — Egorow, Die hinreichenden 
Redinprr.Ti^'eii dt s Kxtroiinnns in clor Theorie de« Mayerschen ProbleinH. — Wendt, 
Eine Verallgemeiiurung der Hamiitonsehen Gruppen. — v. Thielmann, Die Zer- 
legung von Zahlen mit Hilfe periodischer Kettenbrüche. — Tamarkine et Fried- 
mann, Snr les oongrnenoes du second degx6 et les nombrei de BenionlU. — Jonr« 
dain, The «lerivation nf eqnatiotis in j.,'c:n"'rali9ed coordinates from the principle oi 
least action and alüed principles. — Klein, Zur Schraubentheorie von Sir Robert Ball. 
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iwnM für dl« iwiae nni «ngewaadt« HsUitmatlfc* Bd. 181. Heft m. 

Parkas, Beiträge za den Grrandlagen der analytischen Mechanik. Schlesinger, 
Zur Theorie der linearen homogenen T>ifferentialsT<»teme. Fejer, über Stahilität 
und Labilität eines materiellen Punktes im widerstrebenden Mittel. Horn, Be- 
mgangm in der Nfthe eiim GUeiehgvwiebtilage. 

SftltMiiiri für matberaatlMlie» MtanrlMMiseliaftliektB Caterrleht. 

87. Jahrgang, 4. Heft. 

Wieleitner, Die Evoluten der Kegelschnitte. Pfaff, Geometrische örter 
als Obungsstoff fRr die Prima. Schlesinger, Znr Lehre von der Proportionalität 
der Linien am Kreise. Lehnen, Teilung eines jeden gegebenen Winkels in den 
Primzahlen 3, b, 7, 11, 13 usw. entsprechende gleiche Teile. Z Ahlke, Einfacher 
Beweis des Satzes vom Neunpunktekreis. Vogel, über die mechanische Ermitt« 
long dee' Durehdiingungspolygons. Grosse, Die graphisolie Behandliug der 
Gleiehmigen im Untemchi I4te«afische Bcriobt». Fldagogiscbe Zeitnag. 

Jovmal de Matht^matiqnes iNureB et «ppllq«^. &une t^e. Tome 10. Aaate 

1904. •4""' fBHcicule. 

J. Boussinesq, Cumpluments au memoire intitule: Recherchoä theoriques sor 
r^kwolemait des nappes d'ean infilthSs daoa le sol et rar le dihit des sooroes. — 

S. Zaretnba, Les fonctlons fondanientales de Tl. Poincare et la methode de 
Neumaun poui une ftontiäre compos^e de poljgones curvilignes. — M. Mason, 
Btir les solntioiia satisfaisant des eonditioiia aox liuiitee wtaie» de P^qnatioD 
difii$rentieUe A« + 1 <i (x, y) u — f («, p). 

— 6**»« s^rie. Tome 1. Annee 1905. 

L. Zoretti, Sur les fonctions analytiques uniformes qni p09S(''dent tin eusemble 
parfait discontinu de pointg siuguliers. — N. Salty kow, Etüde snr les transformatious 
infiniMsifliales. — F. D ah ein, Snr r^nflilwe de temptSratnre d'nn oorps inTariable 
et la stabilit/ de ret equilibre — Surla Mf^daiHe Onceia W. Ermakov, Calcul 
des variations d apres Weiorätraß. — U. Lebesgue, Sur les fonctions represen- 
tables analytiquement. — C. Jordan, Memoire sur les fonnca qnadtatiques, suivant 
uu module premier />, invariantes par une Substitution lineaire donn^e. — J. Boussinesq, 
Calcnl du pouvoir refroidis.sant des courant.s Huide? Th Pepin, Relations qui 
existent entre les formes quadratiques de deux detorminants 2> et De*, — Joaguet, 
Sur la propagatiOD dea »SaotioM dumiqnee dam le gas, pzemier m^moixe. 

Berse de Mathfnetlqves epMalea. 16»»" amuJe. [Novemfare 1905— Mai 1906.] 

Ch. Michel, Enonce exact du theor^me de Rolle. — J. Richard, Sur na 
theoreme d' Analyse [serie de Tavlor]. — G. Manpin, Volume des foudres ovülefl. — 

J. Richard, D^v4e ni^me de e~^. — Th. Leconte, Equation ditfcreutielle 
linkte dn second «rdre, 1^ coefiBcieBli constaats, san« seeond meaibrew — B. 

Hnmbert, D^riväe de la foactioa a^. — L. Bickart, Somme des puissanoes 

semblables des » premiers nombres. — L. Bickart, Mouvement d'une figure plane 
semblable ä une bgure donnee et dont deux points decriTcnt deux dxoites con- 
connntee. — Ch. Uiohel, Bappoxt anharmoniqve de qaatre poiats d^nn eerele. — 

Lagrau^jje (de St. Etienne), Calcul approcli.' des »eries. — M. Rougif', Sur le« 
cubiques circulaires. — G. Cotty, EpicycloTdes et hypocycloides. — Solution de 
direrses question^ proposees aux Conconis d'enfar^ des Eooles du guuvemeitnent. 

BaUetla ef tke Amerlean HaÜienfttleal Seeletj. Vol. XII. No. 8. 

Hiller, The febniary meeting of the San fVanoisoo Seettoa. Wrigth, An 

application of difFerential iiivariunts to triply orthogonal syetemfl of surfaceB. 
Snyder, Surface« generated by conics cutting a twisted quartic curve and an 
aikis in the plane of the conio. Operation groupe fo order p^^f*p,^***. Mist 
Carstens, A definition of qaarteraions by iadependent postulates. Lennes, 
Note oa the Heine^Borel theorem. Tonng, Fnaetioni of real variables. Note«. 
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BlUetiM off th« AMttTlMui lUtliMMlleil SMlttjr. Vol. m. Kr. ». 

Col«, The April meeting of the American Matbematical Society. — Slaught« 
The April meeting of the Chicago Section. — Miller, Groups in which all the 
Operators are contained in a series of subgroups Bucb that anj two have onlj 
identity in common. — Mo re he ad, Note« on the focton of Fennat^s numben. — 
WilBon, ThMzvücal mMhuucc — Smith, Born« ncentfonigii teziboohi. ^ Notes. 

BaUetiii of the AmericM Mathemetlo«! Soelety. Vol XU. Nr. lo. 

JohnaoB, Note on the transcendent« and ^ 8^ — 1. — Curtiss, On 
certain properties of Wrnngkiana and related matrice!». — Shaw, Significance of 
the term hjpercomplex uumber. — White, How eboiüd the College teacb analytic 
geometryt — Slftnght, Fear booke on the calcoloB. Note«. 



4. Kataloge. 

Alfred Lorentz, Leipzig, Kurpriuzstr. 10. Katalog 1G5. Logik LoL'ik der Mathe- 
matik: ArithmetiÄche, geometriache u. Inhuite^imal-Methoden. Funktionsbegriff.) 
Mit einer Eiiileitiuig: Wilhelm Wnndt, Aufgabe mid Biehtnngen 4er Logik. 

Frtau Pietcker, Tabingen. S66. Yeneidmie. Netorwiaaeneehefteii. (Metheuatik. 
Physik. Astronomie usw.) 



5. Bei der Redal^tion eingegangene Sokrilten« 

pTitcl, Preis T1PW. der eingesandten Schriften werden hier regelmäßig veröffentlicht. 
Besprechungen geeigneter Bfioher bleiben vorbehalten. Eine Bücksendong der 
eingegangenen Sohxiften kann nidtt erfolgen.] 

Ernnt Blaschke) Vorlesungen über mathematische Statistik (die Lehre von den 
statistischen MaSzahlen). Tin, S68S. gr.8. B.6.Tenboer, Leipzig 190«. JL 7.40. 

Alfred ( lebsch, Vorlesungen ü1>er Geomctne. Mit besonderer Benutzung der 
Vortxäge von Alfred Clebsch bearbeitet und herausgegeben von Ferdinand 
Lindemanu. 2., vermehrte Auflage. Ersten Bandes erster Teil. Erste 
Liefeteng. (8. 1—480). gr. 8. B. G. Teubner, Leipsig 100«. JL 16.—. 

Fr. Ebner ) Leitfaden der technisch wichtigen Kurven. Mit 98 Figoien im Toxi. 
VTU, 197 8. gr. M. B. G. T.'ul.ner, Leipzig lOOß. Mi—. 

Otto Fischer^ Theoretische üruudiageu für eine Meciiauik der lebenden Körper. 
Ißt spesidlen Anwendungen auf den Menaohen sowie auf einige Bewegonge- 
Vorgänge an Maschinen in möglichst elementarer Weise dargestellt. Mit 67 in 
den Text gedruckten Figuren und 4 Tafeln. X, S78 S. gr. 8. B. G. Teubner« 
Leipzig 1Ö06. JC U.^. 

A« Noehhelmy Aufgaben aus der analytisehen Geometrie der Ebene. Heft IL 
Die Kegelschnitte. Abteilung l. A. Aufgaben. 8., vermehrte Auflage, be- 
arbeitet von Oswald Jahn und Frans fiochbeim. 90 S. gr.8. B. G. TeobneXi 
Leixjzig lUuC. v<t 1.80. 

A. LtpfmaiiM, Die absolute Wahrheit der Euklidischen Geometrie. Eine kritiache 
Untenoehung der Grundlagen der Geooietrie. Beweise für die Wahrheit der 
Ajiome und Postulate. inslicbi/ndere für die des Parallelenaxioms. (Y. Postulat 
Euclida.) 68 S. Verlag von Kudolf Geratilcker, Leipzig iy06. 

F* Psmlsen , Das deutsche BUdungswesen in seiner geschiehtUchen Entwicklung. 
192 8. 8. B. G Teubner, Leipzig 1906. .H. 1.26. 

1. Tewiy Sehttlk&mpfe der Gegenwart. 168 S. 8. B. G. Teubner, Leipdg 1906. 1 . 85. 
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IiorentS) Dr. H. A., Professor an der üniversit&t Leiden, Abhandlungen über 
theoretische Physik. In 2 Bänden. I. Band, 1. Lieferung. Mit 8 Figuren 
im Text. [SUS 8.] gr. 8. 1906. geb. n. JL 10.— 

[Ol* 1. (SehluS-)LiefernDg dec L Band«! araehslnt Im Herbit lOOS.] 

MüUer, Dr. Felix, Professor in Friedenau, Kurl Schellbach. Rückblick auf sein 
wissenschaJtliches Leben. Nebst zwei Schriften aus seinem Naclilaß in '1 H-iefeu 
von Jacobi, Joacbimsthal und WeierstraB. Mit einem Bildnis Karl ichs. 
A. u. d. T: Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissen- 
schaften mit EinschluB ihrer Anwendungen. XX. Heft. [86 S.J gr. 8. 1906. 
geh. n. JL 8.80. 

Nenmaomi Fntns^ gesamoielte Werke. In S Bänden. II. Band. Bei der 
Herauaeabe dieses Bandes sind tätig gewesen die Herren: E. Dorn (Halle), 
0. E. Ifeyer (Breslau), C. Noumann (I^ipzigj, C. Pape (frflher in Königsberg), 
L. Saalschfltz (Königsberg), K. vonuer Mühll (Basel), A. Wangerin (Halle), 
H. Weber (Strasburg). .Mit einem Bildnis Fran2 Nennianns aus dem 86. Lebens- 
jahre in Heliogravüre. [XVI u. 620 8 ] gr. 4. 1906. geh. n. 36.— 

Nielsen) Dr. Niels, Doxent der reinen Mathematik an der Universität Kopenhagen, 
Inspektor des mathematischen Üntemchtj) an den Gymnasien Dänemarks, 
Handbuch der Theorie der Gammafunktion. [X u. 326 S.] gr. 8. 190G. 
In Lcinw. geb. n. JL 12. — 

Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen. [XIV u. 408 8.] 

gr. 8. 1904. In Leinw. geb. n. JL 14.— 

Osgood, Dr. W. Professor an der Harvard - Universi^t, Cambridge, Mast., V. St. A., 
Lehrbuch der Funktionentheorie. In 2 Bänden. L Band. 1. Hälfte. 
Mit lahlreichen Figuren im Text. [806 8.1 gr. 8. 1906. geh. n. JL 7.— 

[Dlo -i. U&irta du L Bande« wird Im Harbit 1006 «rvohalBon.] 

Fookels, Dr. F., Professor an der Universität Heidelberg, Lehrbuch der Kristall- 

optik. Mit 168 Fiffureu im Text and 6 Doppeltafeln. [X u. 619 S.J gr. 8. 

1906. In Leinw. geb. n. JL 16. — 
Foincarö) Henri, Membre de l'Institut, Wissenschaft und Hypothese. Autorisierte 

deutsche Ausgabe mit erläuternden Anmerkungen von F. und L. Lindemann. 

8., verbesserte Auflage. [^XVI u. 346 8.] 8. 1906. In Leinw. geb. n. JL 4.80. 
der Wert der Wissenschaft. Mit Genehmigung des Verfassers ins 

Deutsche übertragen von E. Weber. Mit Anmerkungen und ZusAtxen von 

H. Weber, Professor in Straüburg i. E., und einem RiUhii« des YerfMsers. 

[V n. 262 S.] 8. 1906. In Leinwand. geb. n. U<1 8.60 
Heformvorsohläge für den mathematischen und naturwissenschaftlichen 

Unterricht. Entworfen von der Unterrichtskommission der Gesellschaft 

Deutscher Naturforscher und Ärzte. Nebst einem allgemeinen Bericht über die 

bisherige Tätigkeit der Kommission von Professor A. Gutkmkb in Halle a. 8. 

[IV u- 4« 8.] gr. 8. 1906. geh. n..iL 1.— 
0«rret-Hanubok, Lehrbuch] der Differential- und Integralrechnung. 

8 B&ade. gr. 8. nTon der 8. Aufl. an hat Prof. Q. Sonrms in Darmstadt die 

Neubearbeitung flbemommen.] 
Einzeln : 

I. Band: Differentialrechnung. 3. Aufl. besorgt von Dr. 6. ScHarFsas, 
Professor an der Technischen Hochschule tu Darmstadt. Mit 
Figuren im Text. [ca. 000 S.] geh. ca. n. JL 10. — , in Leinw. geb. 
ca. n. JL 11. — [Bnohaint im Bonuaar 1906.] 

H. Band: Integralrechnung. 2. durchgesehene Auflage, ma L uterstützung 
von H.LnuufAirM und E. Zkbmklo, herausgegeben von Dr. G. Bohuusn, 
Professor in Berlin. [XH u. 428 S.j 1899. geh. n. 8. — , in 
Leinw. geb. n. JL 9. — 
in. Band: Differentialgleichungen und Variationsrechnung. 2., durch- 
gesehene Auflage von Dr. G. Bohlmaitii, Professor in Berlin, und 
E. ZBBiua.0, Professor an der Universität Göttingen. Mit 88 Fig. 
im Text. [XHu. 480S.] 1904. geh. n. 9.— , iuLeinw.geb. n.Ut 10.— 
BimoBL) Dr. K&x. Professor an der Universität StraBburg i. E., fiber die Entwick- 
lung der Elementar-Geometrie im XIX. Jahrhundert. Bericht erstattet 
der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. A. u. d. T. : Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker -Vereinigung. Ergänzungsband 1. Mit 28 Figuren 
im Text. [VHI u. 278 S.] gr. 8. 1906. geh. n. ^8.—, in Lpinw. geb. n. 



Simon, Dr. Max, Profeseor nn der Univeniitat Straßburg i. E., Methodik der 
elementaren Arithmetik in Verbindung mit algebraiachor Analysi». 
Mit 9 Textfiguren. [VI u. 108 8.] gr. 8. 1906. geb. n. JL S.20. 

Starke Dr H.. Privfttdor" ^ Berlin, experimentelle ElektrizitÄtBlehre. 
Mit besonderer Berück.. ng der neueren AnBch.uungen und Ergcbm^e dar- 
gosteUt. Mit 276 in den Text gedruckten Abbildungen. [XIV u. 422 b.J gr. ». 
100t. In Leinwand geb. n. v*l6.— . . o • 

Staude, Dr Otto, Profetwor an der ünivewitttt Rostock, analytische Geometrie 
de. Punkte», der geraden Linie und der Ebene, fiin Handbuch zu den 
VoJlcsungen uiid Übungen über analjtiBcho Geometrie. M.t 887 Hgurcn ,m 
Text [VIU u. 447 S.] gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. JL 14.— 

StolB,Dr.Otto,weil.Profc88oranderUi ^"^i""^ n^t^n^/n' 

brofe*8or an der deutschen r - v. : .i. i i . ; nleitung in die Funktionen- 
iheorie Zweite umRcar und vormehrte Auflage der von den VerfaB»em 

n der ,!Thereti^chen^rithun.i^ nicht benlckBichtigten Ab.ctnittc der Vor. 
lesung^ Ober allgemeine Arithmetik- von 0. Stolz. Mit 21 Figuren im Text. 
[Xu. 698 S.] gr. 8. 1905. In Leinw. geb. n. 16.— . 

Auch in 2 Abteilungen : „ , . ^ . t t • _ 

L Abteüung. Mit 10 figuren im Text. [VI u. 242 8.] 1904. lü Leinw. 

n. - Süt ll Fi^^imTeit. [Vffl u. S. 243-612.] 1906. In T.oJnw. 

geb. n. v<i 9.— «1 

Thomae, Dr. J., Professor an der Universität Jena, Satnmlu|ig von Forme^^^^ 
xini Sätzen aus dem Gebiete der elliptischen Funktionen nebst 
Anwendungen. [IV u. 44 S.] 4. 1906. kart. n. JL 2.80. 

Grundriß einer analytischen Geometrie der Ebene. Mit 8 Figuren 

im Text [X u. 183 S.] gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. ^8.60. 

Thomson, J. J., D. Sc. Lid. Ph. D. Er. 8. FeUow etc., Elektrizitits-Dnrchgan j 
in Gasen. 'Deut«rhe autor. Ausgabe unter Mitwirkung des Autors besorgt ujd 
eriAnzt von Dr. E. Marx. Privatdozent an der Oniverwtat Le»px^- M>t 
187 Figuren im Text. [VII u. 687 S ] gr. 8. 1906. geh. n. JL 18.-. m 

Lciuw. geb. n. JL 19.— *r n v * -i.*- 

Vahlen Dr Karl Theodor, Professor an der Universität Heidelberg, abstrakte 
Geometrie. Untersuchungen über die Grundlagen der Euklidischen «"»d Nicht- 
Euklidischen Geometrie. Mit zahlreichen Figuren un Text. [\U u. «02 B.J 
trr. 8. 1906. In Leinw. gob. n. ,K. 12.— . , 

Vivanti, O., Professor an der Universität Mesrina, Thenne der 

analytischen Funktionen. Umarbeitung unter ^' ^"^^^r« n^^T 
deutsch hrsg. von Dr. A. Gützmkb, Professor an du . üiveraitat Halle a 8. 
[VI u 612 8.1 gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. ^ 12.— ^ , . 
WaUentin, Dr. Regicrungsrat und Unde«Bchulin«pektor in Wien, Einleitung in 
die theorelische Elektrizitatslehre. Mit 81 Figuren im Text [\ n 
444 81 gr. 8. 1904. In Loinw. n. 12.— . oi. 

Weber, Dr. H., Professor in Straßburg, und Dr. J. WellBtein, f^J^^^^l 
Encyklopädie der Elementar-Mathematik. Ein fiandbuch für Lehrer nnd 
Stu^ir. nie. In 3 Binden, gr. 8. I- B»»^- Elementare Al«br» 
B> 1 von H. Weber. 2. Auflage. Mit 88 Textfiguren. (XVin u^689 8 ] 

In Lern w geb n UK9.60. U. Band. Elemente der Geometrie. Bearbeitet von 
HWeberf J. Wellstein und W.Jacob.thal. Mit 280 Textfiguren [XU n. 
604 S.] 1906. In Leinw. geb. n. ^ 12.- (Bd. HL Anwendungen der Elementar- 
Mathematik. U.d.Pr.) v«,f^ 
Wien, Dr. W., Professor an der Universität Würzburg, y>«'' Elektronen. Vorlag 
gehalten auf der 77. Versammlung deutscher Naturforscher und Arzte m Meran. 
[28 S.l gr. 8. 1906. geh. n. .AI 1.— 
Wüoiynski. B. J., A. M., Ph. D., Itescarch Aasociate of the Carnegie Instituhon of 
W^TlS^n: Assistant Profeisor of Mathematica at the Un vers,' ' ^^'^^^ 
projektive differential geometry of curvcs and ruled ^ . 8. ivm 

u. 298 8.] gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. .iL 10.— 

Hierzu BeUagen von B. G. Teubner in Leipzig, die wir der Beachtung 
nnaerer Leaer bestena empfwilen. 
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Wif Alle für die Becbüction beitiinmten 8enduii<en (Briefe, Maixoskrlpte, Pnrher 
usw.) sind an 

Prof. Dr. A. Gutem er in Halle a. 8., Martinsberg 8, 

au rioht^n. 

Die Herren Vor£asaer erhalten unentgeltlich: von größeren Aafs&tzen 25 mit 
Uxnsohlftff Tetiiehene SonderAbdrüoke, von kleineren Beitr&gen und Mittellungen 10 Ab- 
süge der betr. Seiten; eine größere Aniahl dagegen, als die genannte, eu den Her- 
atellungakoaten . 

Jeder Bond des Jahresbericbta 'in Monatsheften umfaBt Tom IB. Bande ab 
38 Bogen <= 608 Druckseiten) und koatot für Mitglieder der Vereinigung, Porto inbegriffen, 
Mark 14.70, für Niohtmitglieder Mark 18.—. Mitglieder haben ihr Abonnement bei der Ver- 
lagsbuohhandlung B. O. Teubner in IjeipEig, FoatatraSe 8, aufzugeben, Nichtmitglieder 
dagegen bei einer Sortlmentabuohhondlung. 

HT Die Deutsche Mathematiker -Vereinigung a&hlt s. Zt. über 660 Mitglieder. Der 
jälirliohe Mitgliedabeitrag betragt 2 Mark, kann aber auch durch einmalige Zahlung von 
80 Mark abgelöst werden. Beitrittserklärungen nimmt der Schriftführer der Vereinigung, 
Prof. Dr. A. Krazer, Karlsruhe in Baden, Westendstraße 57, oder die oben genannte 
Verlagabuchhandlung entgegen. Die Ablösungaaumme besw. der Jahresbeitrag ist an die 
Verlagabuchhandlung B. O. Teubner in Leipeig einiusenden. 
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der ganzen Serie oder einzeln zu kaufen gesucht Ge- 
föllige Anerbieten unter N. 100 an die Verlagsbuch- 
handlung B. G. Teubner in Leipzig erbeten. 




über einige Formeln der Integralrechnung. 

Von a KowALBWSSi in Bonn. 

6 

§ L Das Intflgnl J ^F^df,. 

« 

Wir erinnern BnnSehst kurz an die Definition des obigen biiegnls 
und an seine einfaehsten EigoucliafteiL 

Ft{x), JP,(af), . . F^(x) nnd f^(x), /;(«), . . f^(x) seien zeelle 
Funktionen der redien Yeronderlieben in^) dem biterraU (a,h)* Durdi 
Einschaltung von < a!| < . . . < zwischen — a und «= 6 zer- 
legen wir {a,b) in die Teilinterralle (^Toj^iX (^i>^»)> • • (^j-i»^?)- Jedem 
Teilinterrall entnahm«! wir einen Wert |^ und hilden den 

Ausdruck 

Die Maxinmlliinge der Teiiiiitervalle (a^^-ij-^x) sollen wir den zu 
S geh<>ngen Teilungsmodid nennen. Unter 5^, Sj, S,, . . . verstehen wir 
eine Folge von Ausdrücken S und mit #j , dj, . . . bezeichnen wir 
die zugehörigen Teilungsinodubi. Ist jede Folge iSj, S^, 5,, . . welcher 
die Eigenschaft lim = 0 zukommt, konvergent, so streben sie alle 
demselben Grenzwert zu. Wir schreiben ihn 

und nennen ihn «n Integral. Dieses Integral existiert dann und nur 
dann, wenn es mdglidi ist, jedem positiven £ ein positives d entgegen- 
snstdlen derart, daB alle Ausdrücke 8, daran Teilungsmodubi kleiner 
als 9 rind, um weniger als ( voneinander abweichen. 

Wenn es darauf ankommt die Zugehörigkeit des Ausdrucks 8 su 
dem Intervall (a,5) hervorsuheben, beseichnen wir ihn mit 5(0,6). 

1) Die Grenzen des Intfrvalls w«'rden immer mitgerechnet. 
Jft)iswb«ri«ht d. OratMlMn &UUioiu.-Veniuigutig. XV. MuftSyd. 18 
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Li^n zw« auf dasadbe Intonrall beeflglidie 8 rot, so werden wir das 
eine 8 Übeiatreiehen. Hiernach ist der Sinn und die Biditigkeit der 
folgenden Formeln klar^ in denen (a*,V) ein beUebigee in (a,5) ent- 
haltenes Interrall bedeutet^): 

S{a,a') + S(a\b') + S(h\b) - S(a,h), 

S(a,a') + S{a',b') + S{b',b) - S(a,6). 

Durch Sobkaktion ergibt sich 

S{a',b^ - S{a',b') = S(a,h) - S{a,h). 
Sind nuu die TeiluugBmoiiulii alle kleiner als d, so folgt 

Daraus geht herror, daß die Existenz des Integrals J ^F^(ll\ die 

a 

b' 

des Integrals J ^F,df^ nach sich zieht. Außerdem sieht man, daß 

jeder Ausdruck S{a,b'), dessen Teünngsmodnt kleiner als d ist, von 

h' 

dem Integral J 2^*^ft höchstens am c abweicht^ wie man auch (a'^C) 



in {p^b) wählen mng. 

'^(^«-1» ^k) sei ein beliebiger auf {x^^^,x^ bezüglicher Ausdruck S, 
Dann ist 

ein auf (0,6) besfiglichw Ausdruck 8, Nebm Sia^h) wollen wir jetst 
unsem aitm Ausdruck 

betrachten. Von den beiden Werten 

sei Mg der größere, der kleinere. Dann sind offenbar auch 

Af 1 + Jf» + . . . -f Jf, und + »4 + • * * + 
Ausdrücke jS> die sich auf {a,h) beziehen. Ihre Differenz 
(jtfi - »O + (ilf, - »Wt) + • . • + (-3^, »»,), 

1) Wir Mtsen feit 0 imd entaprachend £F^df^ — 0 (a< e <ft). 
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d. h. 



wird kiemer sein als £, sobald die Teilintervallo (^j<_i,jr^) alle kleiner 
sind als d. Es wird also unter derselben Bedingung auch 



'2 f2F,df,-2F.im.i?^-a'..d\ 



sein. 

§ 2. Basitthniig swl8oh«n den Int^gnltn 

Wir beweisen jetzt den folgenden Sats: 
Wetm ems der beidm Int^ale 

f2P,df„ f2f.dF, 
eatteUeri, bo esnsüeri anuk das andre, und sie sfeften m der Seeidiung 

Wir beschriuikeii niu auf den Fall «i — 1 und eeteen Fi — » f, 
FQr eiii beliebige» n verianft der Beweis genau ebenao» 

Angenommen, ee exiatifire das iweite der beiden Integrale 

fFdf, ffdF. 

Wir sehreiben 

■f(y[Ait.)-rt«.-,)] 

und beachten, daß 

ist Dann erweist sich F(l^)\f{x^) — fix^^^)] gleich 

88* 
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und der Auadruck 

läßt sich 80 sciireiben: 



Wendet man dieses Resultat auf eine Folge S^, »S„ S^, . . . mit 
nach Null konveigiefendem Teilangsmodol an, so eigibt sieh der zu 
beweisende äatz. 

6 X 

§3. Das Integral J '<p(i[ j \^F^äf^)' 

q>ix) sei eine reelle Funktirntj die in (Ofb) mischen endliciien 

b 

QrenMen hktbt, und es existiere das Integral J ^F^df^. Wenn dann 
mns^) der beiden Integrale ' 

^dsHert^ 80 exitHeri aueh das andere^ und sie sind leide gleieh. 
Um diesen Säte su bewetsen, betrachten wir die Diffenoz 

- ÜV«,) {/2:F,äf,^2\{mÄ^n)-fri^.-i)]^^ 

Ist beständig 1 9 j < so kann ihr Betrag nicht großer sein, als 



'x — 1 

Sobald aber die Intervalle f^^_j. .T^> alle kleiner sind als d, ist 
die obige Größe (vgl. deu .Schluß von §1) kleiner oder gleieh A'f. 
Nehmen wir also an, daß eins TOn den beiden Integralen 

a a • 

existiert, so muß «ach das andre existieren und jenem gleieh sein. 

1) Es kann natftrlieh votkonunen, daß keins der beiden Integrale enatieii. 

Beispiel : n = 1 , 1 , i\ Xy <f x) nichtinlegrierbar im Biemanasohen Btniie, 
aber doch swiiohen endlichen Grenzen li^eod. 



Digitized by Google 



über einige Formeln der Iniegralxeohmuig. 417 

Ducib «in Beiqkiel ttbenengt man aich^ daß ikb der Funktion ^(x) 
auferlegte Bedingung notwendig iai Setxen wir n — 1 imd^) 

BO «Datieren die Integral« 

11 11 
J* tpF^dfi = J^dx und I\df^ = ^ xdx- 

Dagegen existiert das Integral 
niehi 

Wenn cp (x) in (n, h) monoton und ^F^df^ in (a, b) stetig isi^ 
80 existiert das Integral * 

a b 

Wir dürfen also behaupten, daß auch 

6 

eziatier^ nnd daß 

f^V^M ~f<fd{f2F.df,) 

m a « 

iat 

Man kann die Ergebnisse dieses Parag^raphen noch verallgemeinern. 
Statt der nehmen wir m • n Funktionen ebenso statt der die 
/«•/< Funktionen f^^. und statt cp die m Funktionen (p^^. Wir setzien 
voraus, daß die cp^ in (a, b) zwischen endlichen Grenzen bleiben und 
daß die Xnt^praLe 



existieren. Dann läßt sich (genau so wie im Falle m » 1) leigeii, daß, 
wenn eins der beiden Integrale 

a a a 

eziatiert, aueh das andre existiert und ihm gleich iat 



1) y(0) habe izgend einen bestixomten Wert 
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§4. V«n]lg»mfll]i6rang der parti«lleii Istognftioii. 

Wir nehmen jetzt an, daß (pijc) in {ü,b) zwischen endlichen 
Grenzen bleibt und daß die Integrale 

6 h 

«ziftiereii. Dann tat nach §3 

6 b X 

f29F,df, -ffi{J'2F.if.)- 
Nadh dar in § 2 bowieaenan Fonnal hat man aber 

a a a am 

Mithin ist 



b X 

/'»/ /» , 



(1) S29KdU - 9ip)J '^F,df, -J\f:SKdf) 
odar, nntar C eine Konatante Terstandeny 

6 X f b X 

a a ' « « 

Das ist eine VeralhjeyncimTUH/j der pmiieUen Integration. 
Wenn 9: — (a) ü ist, SO läßt sich (1), nachdem man das 
erste Glied rechts mit t, 

a 

multiplineirt hat^ in folgender Weiaa achxeiben: 

6 ix h 

Nehmen wir an, daB die 97^(2;) in (a,6) zwischen endliehen Gfenaen 
bleiben nnd daß die m + 1 Integrale 

emitieran. Dann haben wir 
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Da nun nach § 3 « 

isti, 80 ergibt sich 

6 b 

« « 

oder allgemeiner 

« a 

Dabei sind die willkOrliche Konstanten. 

§5. Folgerungen. 

ip(x) Mt in (a,h} monoton nnd f^F^df^ in (Ufh) stetig. Dann gilt 

(wenn wir von dem trivialen Fall eines konstanten g>{x) absehen) die 
Formel (2), nnd aus ihr folgt sofort 

• ^ « 

Man kann dieses Besnltat nodi etwas aDgemeuieir &Men. Enetst 
man nimlioh die Fnnktions werte (p(a) nnd ip(h) dudi Ä besir. Bf so 

^ Fj.dfj. als stetig Yoiaosgesetzt haben, das Integral 

auf der linken Seite Ton (3) ung^hideri Riehten wir es so ein, daß 
fp{x) bei jener Modifikatioin der Werte <p{a), <p(b) monoton bleibt, so 
gilt nach wie Tor Sie Formel (S). Es wixd sich hSehstens | geSadert 
haben. Wir dOrfian also sehreiben: 



6 



(8-) f29Kif. - ^ ./ '2K*f, + Bf2F,df^ 
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IH,€ FiiiiktioD6ii ^ , \ 

eeien so beseliaffeiiy daB die Integrale 

X 

in (<i, d) tietig aind. ^(x) eei naeh wie vor in (a,b) monoton (aber 
nicht konatmt). Dann haben wir für |» — 1, . . m 

6 

Werden die m Werte 

0 X 

ale cartesische Koordinaten eines Punktes in einem m-dimensioualen 
Banm befoaehteb, eo entsteht, wenn » das Intervall (aj)) durchlauft, 
in diesem Raum ein stetiger Kurrenbogen. Auf Grund der Formebi (4) 
dflifian wir nun behaupten, daß der Fvmki mii dm Koordinatm 

k 

f^9^\pdf^^ m) 

t» jedem Eigebiet Ikgi, wddus jene» Kurvetio^ enäuHL Das ist eine 
Yerallgemeinemng des sweiten Mittelwertsataes.^) 

§ 8. Die Formel I Ar komplaze FankttoneD. 

1'',. (a-), u) und f^ (x), (jjß) seien reelle Funktionen (V«- l. . . w). 
ip(x) sei ebenialis reell und bleibe in {oJ>) zwischen endlichen G^renzen. 
Wir betrachten die komplexen Funktionen 

Das Integral 6 



1) VgL meine Note in Bd. XIV dietee Jalnesberichti, wo ein ipetidlet Fall 
Yenllgemeinefimg behandelt wird. Mit «nem aadera SpesialfaM be- 

8ch&ffcigt sich Herr Brunn in seiner interesaanten Siadie „Aber die BeziehnngaB 
des DtiLois-Reymondachen Mittelwertaataea aar OvalUieoha^ Berlin, Geoig 

Beimer, 1906). 
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definierai wir dnnsh die Gletchnng 

Ii a « 

Es existiert also dann nnd nur dann, wenn die beiden Integrale 
rechts existieren. 

Wir wollen nun anndinieni daß die Integrale 

b h 

f2d.äU und J\^9d,dU 

a a 

existieren. Da nach Formel (1) 

a a 

nnd 

ist, so folgt 

AUgemdner liat man, wenn eine kompl^e Konetante bedeutet, 

Man kann sich auch von der Voraussetzung befreien, daß <p{x) 
reell i<;t. E«; gilt nämlich, wie sich mit Hilfe von (1*) beweisen läßt^ 

der fülgeiule Satz: 

Witm die komplejceu Funliioncn iü(u;j, tJ'C-^)» f»(^) besduiffen 
sind (v •= 1, • . »), die Int^rale 

6 6 

f^^.dl und J'^rogr.c^f. 

ea^iere» uiul «wnit on/Ssrifem der JBSslra^ von tD(dp) M^iMfiat eiMtficAeit 
6rr0iMim Uetftf so MeU <iie 6Veicfcifi^ 
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Das ist die Formel (I), suegedehnt auf lauter komplexe Fanktionen. 
(10 kann man, wenn q>{b) ^ q>(a)^0 ist, so schteiben: 

(2') f 2>9.«»f. - 1 ^^.Ji'Pi") f +<p(b)J 2^.<n.)d<p- 

a aas 

ht tpiu:) monoton (aber uiclit konstaut), so liegt der durch die 
komplexe Zahl 

u 

oharakteriaierte Ptmkt in jedem Eigebiet, weichet die Punkte 

m * 

z 

enthält. Für den Fall, daß / ^^^td\, stetig ist'), bilden die Sehnen 

des Kurrenbogens (4) ein solehei Eigebiet*), und wir koimen daher 
■ohieiben: 



6 



Dabei ist 

«^«1» «i ^ &i ^ ^ t>, Aj + ^ - 1, 

X 

Siktdu stetig 

ist.*) Man darf audi hier wied» auf der rechten Seite q>{a), q){b) 
durch A, S ersetzen, wenn bei dieser Ersstzuug <p (x) monoton bleibt 
Herr Brunn gibt in seiner oben zitierten Studie unswe Formel nicht 
in dieser einfEushen Gestalt. 



1) Dann haben wir ftmen Spssislfall des sin ScUuft von f 5 aufgestellteB 

allgemeinen Satzes. 

2) Eiaeii Beweis dieses Satzes findet man in meiner Note in Bd. 117 des 
Crelleschen Jonziwls, sowie in meiner Arbeit in Bd. XIV diesst Jahresberichts. 
Aaeh Herr Bmnn hat einm Beweis geUefint. 

8) Daan eiistieati anch das Integial auf der linken Seite nnsexer Foimel. 
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Ober die Grundlagen der Geometrie. 

Von G. Fregb in Jena. 
(SfiUaA.) 

m. 

Nun kann noch die Fngjd aufgeworfen werden, ob man nieht TOn 
dem Hilbertschen Ergebnisse ans snm Nachweiee Unabhängigkeit 
der eigentlichen Axiome gelangoi kann. 

Zunächst wird zu fragen seini was hierbei unter Unabhängigkeit 
au Terstehen sei; denn das, was bei den uneigentlichen Säteen Un- 
abhängigkeit, wenn auch ungenau, genannt wird, kann hier nißht in 
Betracht kommen. Nehmen wir in dem II ilhertschen sogenannten 
Axiome 11 1 dio Wörter ..Punkt" und .,Ger!ule'' im eigentlichon Eukli- 
dischen Sinne und (h^ru entsprechend auch die WTirter „liegen" und 
,,zwi8chen", so erhalten wir einen sinnvollen Satz, und den in ihm 
au spfed rückten Gedanken können wir als eigentliches Axiom anerkennen. 
Bezeichnen wir ihn durch „[II IJ"! Ebenso gehe [II 2] hervor aus dem 
Hilbertschen II 2. Wenn man nun [Ii 1] als wahr anerkannt hat^ so 
hat man den Sinn der Wörter „Punkt" „Gerade" „liegen zwischen" er- 
faßt, und aus diesem Hießt unmittelbar die Wahrheit von [II 2], .sodaß 
man sich auch deren Anerkennung nicht wird entziehen können. So 
konnte man [II 2J abhangig von [II 1] nennen. Freilich haben wir 
hier keinen Schluß; und ei aeheint nicht zweckmäßig, das Wort ,^b- 
hSngig'' 80 zu gebrauchen, wiewohl es sprachlich möglich sein dürfte, 

Was ich unter Abhängigkeit im Gebiete da Gedanken Terstehe, 
mag aus Folgendem erhellen. leb sage hier „Gedanke^ statt „Sata^ 
da Tom Satae doch nur sein Gedankeninhalt in Betracht kommt und 
da ein solcher bei eigentiiehen Sütaen — und nur von solchen sprechen 
wir jetst — immer Torbanden ist Was ich eine Gruppe von Gedanktsa 
nenne, wird man daraus erkennen, daft ich sage: der sprachliche Aus- 
draek einer Gruppe Ton Gedanken besteht aus eigentUehen durob „und'' 
yerbundenen Sataen. Man kann eine Gruppe von Gedanken sls einen 
Gedanken aufCBssen^ der aus Gedanken zusammengesetzt ist. 

Es sei nun A eine Gruppe von wahren Gedanken. Aus einem 
oder einigen Gedanken dieser Gruppe möge durch einen logischen 
Schluß ein Gedanke G folgen, sodaß dabei außer logischen Gesetzen 
kein nicht zur Gruppe Sl gehörender Satz gebraucht wird. Wir bilden 
nun eine neue Gruppe Ton Gedanken, indem wir der Gruppe Si den 
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Gedanken G hinzufügen. Was wir so getan haben, mag ein logischer 
Schritt heißen. Wenn wir nun durch eine Folge Ton solchen Schritten, 
bei der jeder Schritt das Ergebnis des TOnngeliraden zum Aufgang 
nimmt, eine Gruppe TOn Gedanken erreichen können, die den Gedanken 
A enthält, so nennen wir A abhängig von der Gruppe Sl. Wenn dies 
nicht möglich ist, so nennen wir A unabhängig von Sl. Dies wird 
immer statttindt^n, wi-nn A falsch ist. 

Herr Hilbert wirft im §10 seiner Grundlagen <ier Geometrie die 
Frage auf, ob die Axiome voneinander unabhängig seien, und iahrt 
dann fort: 

.,In der Tat zeigt sich, daß keines der Axiome durch logische 
Schlüsse aus den übrigen abgeleitet wertleu kann." HiernRch .scheint 
er (las Wort „unabhängig"' ebenso zu gebrauchen, wie obeu festgesetzt 
worden ist; aber es scheint auch wohl nur so; denn bei uns handelt 
es sich um Gedanken; Herrn Hilberts Axiome aber sind uneigentliche 
Sätse, die also keine Gedanken ausdrücken. Dies ersieht man daraus, 
daß nach Hemi Hilbert ein Axiom bald gilt, bald nicht gilt Ein 
eigentlicher Sats aber drfickt einen Gedanken ans, und dieser ist eni* 
weder wahr, od«r fiJsch; tertinm non datur.*) Ein falsches Aziom — 
das Wort „Axiom'' im eigentliehsn Sinne vmtandei — ist wart, neben 
einem schiefen rechten Winkel in Eastans Panoptikum ausgestellt sa 
werden. Übrigens schwankt wohl Herrn Hilberts Sprachgebtaudt 
Wenn etwas bald diesen, bald jenen Oedanken ansdrücken soll, so 
drflckt es in Wahrheit keinen Gedanken aus. Der Art sind die 
Hilbertseben Psendoaxiome. Sie sind Gruppen von Lauten oder von 
geschriebenen Zeichen, die Gedanken ausdrücken zu sollen scheinen, 
ohne es jedoch zu tun. Nun ist klar, daß solche Gruppen nidit 
Prämissen von Schlüssen sein können; denn das Schließen ist nicht 
«n Wirken im Gebiete des Sinnlichen. Selbst eigentliche Sätze können 
also — genau genommen — nicht Prämissen von Schlüssen sein, 
sondern nur etwa die von ihnen ausgedrückten Gedanken. Aus Hilbert» 
sehen Pfieudoaxiomen durch logische Schlüsse etwas abzuleiten, ist 
ebenso gut nniglich, wie durch Kopfrechnen ein Gartenbeet umzugraben. 
Hier wird also Herr Hilbert das Wort ..Axiom'' anders als sonst ge- 
brauchen. Bei diesem Schwanken seiner lledeweise ist nicht zu er- 
kennen, wie er das Wort „abhängig" versteht. Wahrscheinlich weiß 
er es selbst ebenso wenig, wie er weiß, was er unter ..Axiom" vti-trlit. 

Zur Erläuterung meiner Erklärung mögen einige BemerkiuigfU 
hier folgen. 

1) Veigl. Anm. 1 auf ä. d^Ü. 
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Indem wir einen logischen Schritt von der Oedankengruppe aus 
inach^ wenden wir ein logisches Gesetz au. Dieses ist nicht zu den 
Prämissen zn rechnen, brancht also in nicht vorzukommen. Es 
gibt also gewisse Gedanken, nämlich die logischen Gesetze, die bei der 
Fzage nach der Abhängigkeit eines Gedankens nicht mitzurechnen sind. 

Nur wahre Gedanken können Prämissen von Schlüssen sein. Wenn 
also ein Gedanke abhängig von einer Gedankengrappe Sl ist, so müssen 
aUe Oedanken in Sl wahr sein, die bei den Beweise gebraucht werdoL 
Aber wendet man vielleicht ein, man kann doch rein hypothetisch ans 
gewissen Gedanken, ohne über deren Wahrheit zu urteilen, Folgerungen 
entwickeln. Gewiß, rein hypothetisch! Aber die fraglichen Gedanken 
sind nun nicht Prämissen von Schlüssen. Prämissen sind viel- 
mehr aewisse hypothetische Gedanken, die jene fraglichen Gedanken 
als Bedingimgen enthalten. Auch im Endergebnisse müssen jene frag- 
liclieii Gedanken als Bedingungen vorkommen; und daraus folgt^ daß 
sie iii<-ht als Prämissen gebraucht worden sind; denn dann wären sie 
im Endergebnisse verst^wunden. Hat man sie weggelassen, so hat 
man eben einen fehler gemacht Erst nachdem einer dieser fraglidien 
Oedanken als wahr anerkannt worden ist, darf man ihn als Bedingung 
weglassen. Das geschieht darch einen Schlufi, zu dessen Praemissen 
der nunmehr als wahr anerkannte Gedanke gehört 

Der Fall ist nicht von Tonieherein auszuschließen, daß jeder Ge- 
danke der Ghmppe Sl' abhängig ist von der Gruppe während zugleich 
jeder Gedanke der Gruppe A abhSogig ist yon Sl\ Daraus also^ daß 
alle (bedanken der Gruppe Sl' abhangig sind yon Sl, darf nicht ohne 
weiteres geschlossen werden, daß die Gedanken der Gruppe Sl un- 
abhängig seien von Sl\ 

Auch der Fall ist nicht von ▼omeberein auszuschließen, daß ein 
Gedanke A abhängig ist sowohl von einer Ghruppe Sl, als auch Ton 
einer Gruppe wobei weder ein Gedanke der Gruppe Sl abhängig 
ist Ton Aj, noch ein Gedanke der Gruppe abbängig ist yon Sl, 
Man kann also in diesem Falle A aus der Gruppe Sl^ beweisen, ohne die 
Gedanken der Gruppe Sl auch nur zu kennen. Trotzdem dürfte man 
A nicbt unabhängig yon der Gruppe Sl nennen. 

Wir kommen nun auf unsere Frage zurück: Ist es md^ch, die 
Unabhängigkeit eines eigentlichen Axioms yon einer Gruppe eigent- 
licher Axiome zu beweisen? Das führt auf die andere Frage: Wie 
kann man die Unabhängigkeit eines Gedankens yon einer Gruppe yon 
Gedanken beweisen? Zunächst mag bemerkt werden, daß wir uns mit 
dieser Frage auf ein Gebiet begeben, das der Mathematik sonst fremd 
ist Denn wenn sich auch die Mathematik wie alle Wissenschaften in 



Digitized by Google 



426 



G. FBKaE: 



Gedanken Tollziehti so sind doch sonst Gedanken niebt Gegeostlnde 
ihrer Betrachtung. Auch die Unabhingigkeit euMB Gedankens Ton 
einer Ghnppe Ton Gedanken ist gaiis Terschieden Ton den Beeiebungen, 
die sonst in der Mathematik nntersncht werden. Wir ddrfen nun Ter- 
muten, dafl dies neue Gebiet seine ihm eignitfimlicfaen Grundwahr' 
heiten hat, die su den in ihm zu ffibrenden Beweisen so notwendig 
sind wie die geometrischen Axiome für die Beweise der Geometrie, und 
daß wir solcher Grundwahrheiten auch insbraondere bedürfen, um die Un< 
abhängigkeit eines Gedankeos von einer Grupjj^Ton Gedanken zu beweisen. 

Um solche Gesetze aufzustellen, erinnern wir nns daran, daß unsere 
Definition die Abhängigkeit von Gedanken auf das Folgen eines Ge- 
dankens tlurch finen Schluß nns andern Gedanken zurückiührt. Dies 
ist so zu veihtehen, Hfiü diese iiüdern (iedanken als Prämissen des 
Schlusses sämtlich gebriuclif werden, und daß außer logischen Ge- 
setzen sonst kein Gedanke gebraucht wird. Grundwahrheiten unseres 
neuen Gebietes, welche wir hier brauchen, werden sich in Sätzen dieser 
Form aussprechen: 

„^\eün das und das ist, so folgt der tiedauke Cr nicht durch 
einen logischen 8chhiß aus den Gedanken A, B, G. 

Dafür können wir auch die Furiu annehmen: 
„Wenn der Gedanke (i durch eium iogiachen Schluß aus den 
Gedanken Ä, B, C folgt, so ist das und das." 

In der Tat lassen sich solche Gesetze aufstellen, z. B.: 
„Wenn der Gedanke G durch einen logischen Schluß aus den 
Gedanken B, 0 folgt, so ist G wahr/' 

Femer: 

„Wenn der Gedanke G durch einen logischen Schluß aus den 
Gedanken B, C folgt» so ist jeder der Gedukken At B, C wahr" 

Wir haben ja gesehen , daß nnr wahre Gedanken Pramiwwra von 

Sehlflssen sein können. Aber mit diesen Grundwahrheiten allein ist 
unser Ziel nicht zu erreichen. Wir bedürfen dazu noch eines Ge- 
setzes, das nicht so leicht auszusprechen ist. Ich will darum, da eine 
endgültige Erledigung der Frage hier doch nicht möglich ist, auf dae 
genaue Formulierung dieses Gesetzes verzichten und nur ungefähr ver^ 
ftändlieb zu machen suchen, was ich im Sinne habe. Man könnte es 
einen Ausfluß der formalen Natur der logischen Gesetze nennen. 

Man denke sich ein \'okabular, in <hm al)er nicht die Wörter 
einer Sprache den entsprechenden einer andern geirenühcrgestellt sind, 
soudern in dem auf beiden Seiten Wörter derselben Sprache stehen 
von yerschiedenem Sinne; aber so, daß Eigennamen wieder £igen- 
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oamen, BegrUbwÖrtem wieder Begri£bw5rtar gegenttbergestellt und, 
und zwar mit der BeibeluJtiixig der Stufe so daß den Worten f&r 
Begriff» errter Stofe Unki wieder ebemololie rechts entspreelien. Des- 
gleidi^ für die aweite Stnfe. Auch für BesieliunipBwSTter mag Älm- 
liehes gelten. Im allgemeinen können wir sagen; Wörtw gleicher 
grammatiacher Funktion sollen einander gegenttberstehen. Jedes der 
links vorkommenden Wörter liat seinen bestimmten Sinn — das nehmen 
wir wenigstens an — nnd eben&Us jedes rechts yorkommende. Durch 
diese GegenObersteUang ist mm auch der Sinn der Wörter links dem 
Sinne der Wörter rechts zugeordnet, und diese Zuordnung sei beider- 
seits eindeutig, so daß weder links dasselbe doppelt ausgedrückt vorkommt^ 
noch rechts. Wir können nun üborsotzen, aber nicht aus einer F^prache 
iu eine aiulere unter Fosthaltung des Sinnes, sondern in dieselbe Sprache, 
wobei <ler Sinn sieii ändert. Nun kann man fragen, ob aus einem 
Sat-^e links bei der UbersetTitin^ wietier ein Satz rechts hervorgehe. 
Da ein eigentlicher Satz einen Gedank» n ausdrücken muß, so wird da- 
zu nötig sein, daii einem Gedanken links wieder ein Gedanke rechts 
entspreche. Legen wir eine unserer fjesprnchenen Sprachen zugrunde, 
so ist dies freilieh zweifelhai't. Wir wollen hier aber eine logisch 
vollkommene Spi-aehe voraussetzen. Dann wird m der Tat jedem links 
ausgedrückten Gedanken ein rechts ausgedrückter entsprechen. W^enn 
man dies auch bezweifelt, wird man doch augeben, daB es in einigen 
Flllen so sein kann. Kun mögen links die Prämissen dnes Schlusses 
ausgedrückt sein; wir fragen, ob die ihnen rechts entspiechmden Ge- 
danken die Piimissen eines Schlusses dwselben Art seien, nnd ob der 
dem Schlufisatze links entsprechende Sata d«r zagehörende Schluflsata 
rechts sei Jedenfalls mflssen die rechts ansgedrOckten Gedanken wahr 
Bein, um Pribnissen sein zu können. Nehmen wir an, diese Bedingung 
SM eifOlli Nun kann man versucht sein, unsere Frage au bejshen, 
mit Berufung auf die formale Natur der logischen Geeetae^ dw infolge 
jeder Gegenstand fttr die Ij<^k so gut wie jeder andere, jeder Begriff 

1^ Tber I'.i'griffe rr^ti r und zweiter Stufi- habe ich gehandelt in moint'n 
(jruDilgeseUeu der Arithmetik 1 21 u. 2^ (^Jeua, Hicx beschräuke ich 

mich auf Folgende«. Bekannt irt die Sabrantion einet Oegentiandet unter einen 
Begriff (Plato ist ein Mensch, Zwei ist eine Primzahl . Hierbei haben wir nur Be- 
^'riffc erster Stufe. In einer ahnlichen Bez^chtln^^, wif- hier Gopenstünde za Be- 
griiten erster Stufe stehen, können BegritTo erster Stufe zu Kepritfen zweiter 
Stufe stehen. Hierbei ist aber nicht an Dntcrurduuug zn denken; denn bei dietier 
iind beide Begriffe Ton denelben Stufe. Hu nekme den Sats gibt eine 
Fkimsahl". Hier sehen wir den Begriff erster Stufe Primzahl zu einem Begriffe 
zweiter Stufe in einer i\hu1ichen Benehnng atehea, wie die ist, in der Zwei zu 
dem Begriffe Primahl steht. 
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erster Stufe so gut wie jeder andere sei und mit ihm vertauscht werden 
könne usw. Aber dies wäre voreilig: denn uu ein presch ränkt formal, 
wie hierbei vorausgesetzt wird, ist ilie Logik garnicht Wäre sie es, 
so wäre sie inhaltlos. Wie der Geometrie der Begriii Punkt angehört, 
80 hat auch die Logik ihre eigenen Begritfe und Beziehungen, und nur 
dadurch kann sie einen Inhalt hahen. Diesem ihrem Eigenen gegen- 
über verhält sie sich nicht formal. Keine Wissenschaft ist ganz formal; 
aber in einem gewissen üradc ist auch die Gravitafcionsmechanik formal, 
insofern alle optischen und chemischen Eigenschaften ihr ganai gleich- 
gültig sind. Körper von verschiedenen Massen sind ilir sie nicht ver- 
tanschbar: aber die Verschiedenheit der Körper in chemischen Eigen- 
schaften steht ihrer Vertauschung in der Gravitati iismechanik nicht 
im Wege. Der Logik gehören z. B. an, die Verneinung, die Identität, 
die Subsumtion, die Unterordnung von Begriffen. Und hierbei duldet 
die Logik keine Vertauschung. Mau wird in einem Schlüsse zwar 
Karl den Großen durch Sahara, den Begriff Kmüj lun h Wüstf er- 
setzen können, .sofern die Wahrheit der Prämissen duJuich nicht auf- 
gehoben wird: aiM.-r mnn wird so die Be7ie]iMncr dor Identität nicht 
durch das Liegen eines Punktes in einer KIi-mh' Giset/rn (Üirten. Denn 
von der Identität gelten logische (n ^etze, die als soh he nicht unter 
den Prämissen aufgezählt zu werden brauchen, und liisen würde auf 
der andeni Seit«^ nichts entsprechen. So kunntt lii rt eine Lücke im 
Beweise entstehen. Bildlich kann niaii es so ausdrücken: von dem ikr 
Fremden weiß die Logik nur, was in den Prämissen vorkommt, von 
ihrem Eigenen weiß sie alles. Um demnach sicher zu sein, daß hei 
unserm Übersetzen einem richtigen Schlüsse links wieder ein richtiut r 
Schluß rechts entspreche, muß man dafür sorgen, daß im Vokabular 
den f-twa links vorkommenden Wörtern und Ausdrücken, deren Be- 
deutung» ti tl* r TjOgik angeliörcn, gleichlautende rechts gegenüberstehen. 
Nehmen wir an, daa Vokabular genüge dieser Bedingung: dann wird 
nicht nur einem Schlüsse wiedei' ein Schluß, sondern auch einer ganzen 
Schlußkette, einem Beweise Imks wieder eine Schlußkette, ein Bewris 
rechts entspreclieu, vorausgesetzt immer^ daß die Ausgangssätze rechts 
gelten ebenso wie links. 

Es handele sich nun darum, ob ein Gedanke G von einer Gruppe • 
Sl von Gedanken abhängig sei. Wir können diese Frage verneinen^ 
wenn mittels unseres Vokabulars den Gedanken der Gruppe Ä die 
Gedanken einer Gruppe Sl' entsprechen, die wahr sind, während dem 
Gedanken Q ein Gedanke G' entspricht, der falsch ist; denn wenn 6r 
von Sl abhängig wäre, so müßte, da die Gedanken von wahr sind, 
auch G' von W abhängig sein, und dann wäre Q' wahr. 
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Man wird so ungefähr den Weg erkennen, auf dem es vielleicht 
geiiugeu wird, die Unabhängigkeit eines eigentiicbeii Axioms von 
andern zu beweisen. Freilich fehlt novM viel an einer genaueren 
Dorchführuiig. Insbesondere wird mau linden, daß dies letzte Grund- 
gesetz, das ich mit jenem Vokabular zu erläutern versucht habe, noch 
der genaueren Formniiening bedarf, und daß diese nicht leieht sein 
wird. Femer wird festzusetzen sein, was ein logischer Schluß ist^ und 
was der Logik eigfentttmlich angehört. 

Wenn man dann nach den oben gegi beueu W mken eine Anwendung 
auf die Axiome der Geometrie machen wollte, bedürfte man uocli einiger 
Sätze, die z. B. brknnden, daß der Begriff PuuJd. die Beziehung des 
Liegens eines Punktes in einer Ebene ußw der Lit^nk niebt angehören. 
Diese Sätze müssen wohl al'^ axiomatische augtselieu werden. Freilich 
sind solche Axiome ganz besonderer Art und können in der Geometrie 
sonst nicht gebraucht werden. Aber wir befinden uns hier auf einem 
Neuiaude. 

Man sieht wohl, daß diese Fragen nicht kurz al)getan werden 
können, und ich nill deshalb nicht Tersuchen, diese Untersuchungen 
hier weiter 7u tühren. 

Jemand* III , der etwa auf meine AusfiÜinmi^^eu antworten wollte, 
möchte ich üringend empfehlen, sich zunäch.st möglichst klar darüber 
zu äußern, was er (»in Axiom nenne, wann er ein Axiom von andern 
unabhängig nenne, wie er die Hedeutung des Wortes ,.Axi()m" gegen 
die des Wortes Definition" abgrenze. Freilich, wenn man fragt, nur 
um zu fragen, kann man, wie Herr Korselt fürchtet , in? Unendliche 
fragen. Aber keinem Vernünftigen wird es einfallen, immer weiter 
* zu fragen, wo gar keine Gefahr des Mißversteheus vorliegt. Bei einem 
wissenschaftlichen Streite muß man so genau wie möglich festzustellen 
suchen, worin die Meinungsverschiedenheit bestehe, damit ein bloßer 
Wortstreit vermieden werde. Hier muß man sich entscheiden, ob ein 
Axiom etwas Hörbares sei, etwa eine Folge von Worten, welche die 
Oranmiatik einen Satz nennt, und ob es dann ein uneigentlicher Satz 
sei oder ein eigentlicher, oder ob etwa ein Axiom ein Gedanke sei, 
der Sirm eines eigentlichen Satzes. Solange das Wort „Axiom* in 
der Mathematik nur als Überschrift diente, konnte ein Schwanken in 
der Bedentang ertragen werden. Nun aber, seitdem die Frage gestellt 
worden ist, ob ein Axiom von andern unabhängig sei, ist das Wort 
^Axiom^ in den Text selbst eingetreten, und von dem, was es beaseiclinen 
soll, wird etwas behanptet und bewiesen. Nun ist es nötig, völlige 
Übereinstimmung über seine Bedeutoog herbeizuftlhren. Herr Hilbert 
hatte schon in der ersten Auflage seiner Schrift eine Definition des 

JkbiMbaiieb» d. n«ntMh«a ]|ftttMm.-Vcr«lBigiiag. XV. U«fl 8/». 89 
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Axioms oder, wenn eine solehe nmnöglich sehien, eine Erl&nternng 
geben sollen. Aber vielleicht war ihm damali seine Abweitdiang von 
der EukUdisehen Gebmnduiweise des Wortes noch niebt zum BewnB^ 
sein gekommen. Doch hatte er dann in der ssweiten Auflage diese 
Lflc^e ansfiDllen sollen. So bleibt es ganz im Dunkeln, was er eigeni- 
lioh c^nbt bewiesen an haben, welcher logischen oder anfiezlogiscfaeii 
Gesetze und Hilfrmittel er dabei bedarf. Auch das ist nicht sidier so 
erkennen, ob der Korseltsche Gebrauch des Wortes ,,Axiom'' mit dem 
Hilbertschen übereinstimme. Wenn ich also hier auf Klarheit dringe, 
so ist das nicht als nutzloses Fragen abeolehnen. Wenn jemand den 
Streit weiter führen wollte, ohne einen ernsten Versuch zu machen, 
die angeregten fVagen zu beantworten, so würde er nur lewee Stroh 
dreschen, woran ich mich nicht beteiligen möchte. 



VerzeirhTÜs älterer mathematischer Werke aus der im 
Besitz der Jacobsonscliiile zu Seesen befiudliclien 
Wertheimschen Bibliothek. 

Im Auttxage der bibliographisclien Kommission mitgeteilt 
Tou F£L1X Müller in Friedenau. 

Die Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-yereini<^amg haben 
wiederholt Gelegenheit genommen, anf mathematisch-bibüogrnphische 
Unternehmungen aufmerksam zu machen und Notizen ron biblio- 
graphischem Interesse zu bringen. Unsere Leser wissen, daß in den 
Sitzungen der Deutschen Mathem.- Vereinig, der Gedanke angeregt und 
diskutiert wurde, eine besondere mathematisdhe Zentralbibliothek zu 
b^rrflnden. Stieß auch die Realisierung dieser Idee auf große Schwierig- 
keiten, so wurde der Plan doch nicht ganz und gar fallm gelassen. 
Die Deutsche Mathem.-yereinig. v^hlte eine bibliographische Kommis- 
sion, welche die Aufgabe bat, die weitere Verfolgung der angeregten 
Idee sich angelegen sein zu hissen und überhaupt die Mitg^eder in 
bibliog :i| l.ischcn Fragen nach Möglichkeit zu unterstützen. 

Eine der wichtigst«! Fragen ist nun die, in welcher Bibliothek 
irgend ein seltenes mathematisches Werk zu finden sei. Mit Freuden 
begrüßten wir die Errichtung eines mit der Königl. Bibliothek zu Berlin 
in Verbindung stehenden Auskunftsbüreaus, das auf besondere Anfrage 
diejenige Öffentlicho Bihliothek Deutschhuids namhaft macht, in Her 
ein gesuchtes Werk zu finden ist. Der in Aussicht genommene Üeneral- 
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kalalog aller offenflichen Bibliotheken Deutschlands wird dem Bedfirf- 
iiisse der Gelehrten in weiterem Maße entgegenkommen. 

Aber auch in Privatbibliotheken sind oft seltene Schätze ans der 
matiiematischen Literatur ▼erboigen. Herr Prof. Wolffing hat Tor 
mehreren Jahren ein Yerzeichnis Ton Banden mathematiseher und natui^ 
wissenschaftlicher Zeitschriften vefOffentlicht, die in öffentlichen und 
PriTatbibliotheken Wfirtembergs su finden sind. Tor einiger Zeit ge- 
langte an uns die Nachricht^ daß der Terstorbene Dr. Wert heim seine 
wertrolle Bibliothek der Jacob so nschule in Seesen Termacht habe. Da 
wenige Fachgenossen Ton der Existenz dieser Bibliothek Kenntnis 
haben, so Teranlaßte Herr Prof. Gutsmer einen jfingeren Mathematiker, 
Herrn Große, ein Verzeichnis der der Jacobsonschule Termaehten 
mathematischen Werke anzufertigen. Die bibliographische Kommission 
beschloß, eine ümarbeitung dieses yerzeichnisses, welche die selteneren 
mathematischen Werke aus dem 15., 16., 17. und 18. Jahrhimdert ent- 
hält, in den Jahresberichten zu ▼erOffentlichen. Wir hoffen, daß dieses 
Yerzeichnis vielen Mitgliedern willkommen sein wird. 

<l)ie eingeklamiDarton Zahlen beseichneD die Nonunern des Bibliotheks-Katalogs). 

1482. Praeclarissiiiius über elementorxxm EucUdis. Venot. fol. (E. 292). 
1484. Piero Boigl Arithmetica. Questa infirascripta tanola dinota e di- 

mostra la significatioiie de le infraseripte zifre etc. Yenet. ^89). 
1491. ^clidis Elemcnta lat. cum comment Gampani. Vicent. fol. (18). 
löOd. Johann "Widmann. Arithtnetifa germanica. Behend und hübsche 

Kf clirnin^i'n aull' allen Kaiifftiianschafft^n. I*for/bciin (241). 
läUU. ijuca dei Borgo. De dnuia projiurliüuo, aritbiiieticae disciplinae, 

traetatus de quinque cori)Oiibus regolaribus. Yenet. (10.) 
1509. BucUdla Megarenais Opera a Oampano tralata. Emrad. Lucas 

Paciolns. Veoet. (30). 
1523. Luca del Borge. Summa <!e nrithmetica, geometria, proportaoni 

e proportionalita. Ven*»!. toi. (2) 
1^2b. Albreoht Dürer. Undurweysiung der messung mit dem zirckel und 

richtschejrt. Nflmb. (327). 
1527. Albfeeht Dfirer. Etliche Underricht zu Befestigung der Stett, Schloß 

und Flecken. Nümb. (326). 
1628. AlbrocM Dürer. Von menschlicher I^roportion. Nttmb. (296). 

1532. Oroatii Finaei Protomathesis. Paris fol. (2fi). 

1533. E}{yKXB(öov öxoi'iiiwv ßißX. u. Basileae fol. (304 j. 

1533. Job. de Begiomonte. De triangnlis omnimodis Ubri Y. Norimb. 
t6L (33). 
id. BasiL (32). 

1539. Hier. Caxdaims. Practica arithmefcioae et mensorandi singularis. 

Mediol. 8. (229.) 

1540. Luoa del Borgo. De aWo. Venet. (88 j. 

ed. Nie. Tartalea. Vinexia fol. (297). 
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1544. Mich. Stifel. Arithmetica iotegr». Cnm praef. Ph, Melancbtonii. 

Nnrimh } (239.) 

1545. Hier. Carclanua, Ars magna. Norirab. (11). 

1546. Nie. Tartaglia. Quesiti ed inveiitiuui. Venet. ^240). 

1550. BnoUdls Megareons sex libii priores de geometricia principiis. gr. et 

lat., Avtfa. J. Bcheubelio. BasiL Ibl. (328). 
1550. Hier CurdanuB. De subtilitate Lugd. (D. 8). 

1561. Vitellionis De Natura, Ration^ et projectione nulioruni vi.sus lumi- 
num, colorum atque fonnarum, quam vulgo Perspectivam voc&at. 
Norimb. (9). 

1552. Pratica d'aritbmetica di Frana Ohaligai. Fiorentino, nuov. riv. Fir. 

(220). 

1659. Baptlata de Benedlotla. Besolutio omninm EucEdit PtoblemAtiuii. 

Venet. (W). 

1553. Mich. Stifel. Die '"oB Christot'f Hudoitts. Könifrsb. (238). 

1553. Ohristoff Hudolff. Kiiastlich rechnung mit der züfer etc. Aai£s 

neu verf. u. gebessert. Wien (159). 

1554. Jo. Bateonia Opnsoula qnaedam geometriea. Lugd. 4 (257). 

1555. Das 7., 8. und 9. Buch Buolidis durcli Joh. SoheybeL Auoap. 4 (2G0). 

1556. Nie. Tartaglia. Oonerale Trattato di numeri. Ven. (301 — 803), 

1559. Jo. Buteo. C^uadratura circuli T,ugd. (259). 

1560. Jo. Buteo. Logistica, quae et arithmetica vulgo dicitur, in libroB V 

digesta. Lugd. (258). 

1561. de SMOObusto. Libellns de sphaera. Wittenb. (158). 

1569. Dia aedu eiatan Bftcber des Sa<didB Vom An&ng imd Qmnd der 

Geometrj. Deutsch von Wilta. fiolsmann gen. Xjlander. Basel 
(29.') V 

1563. Qemina Frisius. Arithmeticae practicae methodus lacilis. Paris ^250^. 

1565. Euolide Megarense. Trad. da Nie. Tartalea. Yen. 4. (255.^ 

1566. PetEl Nonn Opera maliieinatica. BasU. (14). 

1568. AdamBlaae. Bechnnng auf der Linien und Federn. Frankf.a.0. (251). 

1570. Hier. Oardani. Opus nOTum de proportione numerorum, motuum etc. 

Artis magnae liber nnns, De Aliza regiila liber etc. Basil. fol. (8). 
1572. Baf. Bombelli. L'algilna, l'arte maggiore dell' aritmetica diyis» 

in tre libri. Bulogim (196). 
1575. Franc Manrolyoi Opuscula mathematica. Venet. 4. (201.) 
1575. DiopluultI Alex. Remm aritbmeticanun libri et de niimeris poly- 

goois seu raultanguHs. Interpr. Guil. Xjlandro. Basil. fol. (294). 
1579. Baf. BombeUi. L' Algebra. Bologna (197). 

1590. Arithmetica, practi<a y speculatira, del Baohillor Joan Pera« de 

Moja. (iranada (Itio) 
1592. Nie. Tartaglia. Arithmetica. Venet. (195). 
1596. Ludolf van Oavlen. Van den Girekel. Delft (322). 

1598. Joa.niiioonio. Del'AritbmeticaumTttraale. Parte prima. Venet (157). 

1599. Sohreekenfuohs. Abraham ben Ohljali» Sphaerae muadi; Slias 

Misr^'-ohi, Arithmetica. Kloster Weingarten (234). 
1613. P. ^iit. Cataldi. .Alijebra. Bolocrna (13). 

1615. Mich. Stifel. Christ. Budolfls Algebra mit Gxempeln der Goß. 
Amstsid. 
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1616. Ad duo Aobilissiiua Problemata a Nobilissimis mathematiciB, Regio* 
niontano, Nonio. Wein, niietahlo tractata, dementia Qyziaol a&i- 
madversioues et analyscs. Paris (9lY 

16 Id. Fetri Bungi Nurnerorum niyät«na. Pariü. 4. 

1618. Dan. Beliweiitar. O«ometriae praetiMe novae tnctatns. Nftmb. (198). 

1618. DaL Medioo* Sefer maajan ganim. Amsterd. (321). 

16S1. Diophantl Alex. Aritbnictieoruin llbri sex et dp niuneris multangalis 
über uuus Gr. et l:it illustr. Caspar H ach et. Paris fol. (293). 

1625. jSvxA«/dov dtdöiuv«, EucUdis data. Ed. Claudiui» Hardj. Paris. 4.(91 K 

16S7, Zienreohon (Vau UM). B^cr^laoiM matii^atiqnM. Lyon (155). 

1638. id. Bönen (156). 

1638. Simonis Stevlnl Knrtzfr doch grümllicber Bericht von Calculation 
der Tabularum Sinuum, Tangcntium und Secaatium. A. d. Nieder- 
iänd. Sampt einer Vorrede Danielis Schwenters, und Tabulis. 
Nfirnb. (163). 

1638. Joh. ITeperi Rbabddogiao bou ATunfintioiiis per virgnlat libri dno. 

Lyon ( 249). 

1632. Lo spt^fdii ) ustorio overo Trnttato delle sezioni coniche ecc Da 

Bouav. Cavalieri. Bolugua 1^92). 
1684. Still. Stevis. OeuTres matb^matiqne«. Augm. p. Albert Girard. 

Layden fol (31). 

1636. Potazzo. Porto iistroiKuniro Einmanuplis Porto. Pudua (237). 
1636. Battieta. Oeometria e Trigouometria d. Kmin. Porto liabbi üebreo. 
Padua {236). 

1689. Boiuvr. Oavalieci. Centuiia di varii problemL Bologna (262). 
1641. D. P. de St. IL Maedaleine, rneUlent. TniÜ de lliorlogiographie. 

Pa!-: 

1643. Bonav. Cavalieri. Triponometria. Bologna (213 i. 
1643. Jac. de Billy, Nova geometriae clavis^ Algebra. Paris (291). 
1646. Franc. Yletae Opera ma&ematioa. Ed. Franc, a Bebooten. Lngd. 
Bat. foL (40). 

1653. Bonav Cavalieri. Geometria indivisibilibus fontimmrum Rrmon. (21 2). 

1669. Joh. Heinr. Bahn Teatscbe Algebra oder algebraische Itecheakonst. 

Zürich. 4. {-2 -2^.) 
1660. Jao. de Billy. IHopbaatus. Paris. 4. (218.) 

1660. Pappi Alezandrini CSoUectiones cnm CSoniineni. Frid. Commandini. 

P.ntin,,. fol. (209 l. 

1661. Caspar Schott. Cursus mathematicus libris XXVIXI, aive encjolo* 

pedia. Würzb. (41). 

1670. Jae* de Billy. Diophantus redivivus, ixTe enodatio problematum 

triangnla rectangula spectantivm. 2 Tomi. Lngd. 8. (242.) 
1670. Diophantl Alex. Arithnr-ticornm libri .sex, de nnmeris multangulis 
liber unus. Cum Comment. (Uaud. Bacbeti et obsenrationibua 
P. de Fermat. Tolosae lol. (293> 

1678. Beooid*a Antbmetik: or, tbe Gronnd of arts; teacbing tbe perfeet 

work and Pratiee of Arithmetick etc. London (23.')). 
1675. Arohimedis Opera. Apollonii Pergaei Conicomm libri IV, Theodoaii 
Sphaera, ill. p. Js. Harrow. London. 1. (114.) 

1679. P. Fermat. Varia opera mathematica. Tolosae (36). 
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1683. Isaaci Barrow Lectioncs. London. 8. (252). 
1703. Euclidis Elementa geometriae. Oxon. 1 19). 

1710. ApoUonii Fergaei Conicorum libri ooto et Soieni Antissensis 
de sectione cylindri et ooni libri duo. Ozon. (35). 

1744. J0. Newtoni OpaBcala in tres tonuM distribata. Laus, et Genev. 

3 V. 4» (27—29). 

1745. G. G. Leibnitii et Joh. Bernoulli Commerciam philosnphicum et 

mathematicuni. 1 (1094 — 99). II (1700 — 16j. Laus, et Genev. 4. 
(285—286.) 

1746 — 51. Ii. Euler. Opuaeula Tarii aigumentis. Berol. 3 t. 1746, 1750, 

1751 (10—11). 

1748. L. Euler. Indroductio in analysin inßnitorum. Lausannae (16) 
1761. Je. Newton. Arithmetica universalis. Cum Comment. Joh. Castii- 

lionei. 2 y. Amsterd. 4*^. (15.) 
1771. L. Bnler. Tollstäudige Anleitmig nur Algebra. Land (138). 
1779. E. Besout. Theorie generale des equations algebriques. Paris (825). 
1783 — 85. L. Euler. Opuscula nnalytica. Potersb! (21— 22). 
1792. Archimedis Opera. Ed. Torelli. 0.\oniae. (300.) 
1796. K&stner. Oeschiohte der Mathematik. Göttingen. 4 Bde. (107—110). 
1797 — 99. P. Oomli. Origine, trasporto e priAi progressi in Italia deÜ' 

Algebra. Storia eritica. 2 t. Firma, gr. 4". (5 — 6). 



GedankeiiloBe Denker. 

Eiue Ferienplauderei. 
Von J. Thomas in Jena. 

So widentinnig und übertrieben es auch scheinen mag, to 
nimmt doch der menschliche Verstand seine Qeaetse nicht ans 
der Natur, sondi^m schreilit nie ihr vor. ILurr. 

Wer eine Aritlimetik auf eine formale Zuhlenlehre aufbauen will, 
eine Lehre, die nicht fragt, was sind und was solleu die Zahlen, 
sondern d'w fragt, was lirnnrlien ^vir von den Zahlen in dar Arith- 
metik, t-ieiii wird es erwünsebt sein, auf ein aiidfro« l!('is])iol einer rein 
formalbu SclKipfuniT des iiirjisolüichen YtTstandes hinweisen zu können. 
Ein .solches Ii» isjtirl glaubte ich im Scliachspiel «rffunden 7,u hal)Hn. 
Die Schachfiguren sind Zeichen, deufu iui Spiel kein anderer Inhalt 
zukommt, als der ihnen (hirch die Spielregeln zuerteilt wird. Die 
Redeweise, die Zeichen seien h ere. kann zu MißverstHndnissen da 
führen, wo der gute W ille zum \ er.stiindnis fehlt. So glaubte ich 
auch die Zahlen in der Arithmetik, im Kecheuspiel als Zeichen an- 
sehen zu dürfen, denen eben im Spiel kein anderer Inhalt zukommt, 
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als der ihnen durch die Rechnuiigs- oder Spielregeln zttwteQt irird. 
Das Zoiehensystem dea RechenspteleB wird aas den Zeichen 

012345678 9 

in bekannter Weise hergestellt. 

Keine Sprache dflrfte so weit differenziert sein, daß der Sinn eines 
jeden Wortes Tollkommen eindeutig sei. So sagt man, die Figuren 
im Schachspiel haben keine Bedeutung,. und doch wäre es wohl wider- 
sinnig zn behaupten, der Springer habe im Schachspiel keine Be- 
deutung, oder eine Zahl habe in der formalen Arithmetik keine Be- 
deutung, sei 8. B. kein Größenverhältnis, und es wäre doch wider- 
sinnig zu sagen, die Zahl e habe in der Arithmetik, im Rechenspiel 
keine Bedeutung. Der Inhalt einer Schachfi^nr. ?.. B. des weißen 
Damen sprinj^ers, oder des schsvarzon d-Bauern, wird im Schachspiel 
durch ihr Verhalten gegen die Spielregeln bestimmt. Da wirkt wieder 
die Nichteindentißfkeit des Wortes „verhalten'^ uuliebsam. In einem 
idealen Staat verhalten sich die Bürger den Staat sirest'tzeu gegenüber 
gleich, in eiuem ständischen verschieden. Tiere, Häuser usw. sind 
auch den Staatsgesetzen unterworfen, aber sie verhalten sich zu ihnen 
anders als die MetiBehen. Da werde ich nun durch meinen Kollegen 
Hemi Frejxe anf Seite lOl aeincr U rundijesetze der Arithmetik l)e- 
k'hrt, daß sich verhalten ungefähr so viel heißt, wie sich benehmen. 
Die Schachfiguren können sich demnach zu den Spielgesetzen gar nicht 
verhalten, sondern höchstens der Spieler, der z. B. Msch ziehen kann. 

Wenn gesagt wird, im Rechenspiel habe ein Quotient, dessen 
Nenner Null ist, keine Bedeutung, so wird das dadurch hegrttnde^^ daß 
im Beehenspiel die Zeichen selbst sowohl, als anch die aas ihnen doich 
die Bechnnngsregeln erzengten eindeutig sem mfissen. Da aber aus 
der angegebenen Form sich leicht der Sata ziehen IftBt 

so ist ein Quotient mit dem Nenner NuU in der formalen Arithmetik 
nicht zulassig. Die Fordemng der Eindeutigkeit legt überhaupt der 
Nensehöpfimg von Zeichen im Rechenspiel gewisse Grenzen auf. Wenn 
ich z. B. sagen wollte, die beiden Gleichungen 

sind miteinander nicht vertriglich, aber ich schaffe ein Zeichen, 
X*^*, das den beiden Gleichungen genflgt, so wird ♦ = |, • = -f sein 
müssen, das Zeichen irird nicht eindeutig sein, ist demnach in der 
Arithmetik unzulSasig. 
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Daß der „schwarze Kdnig^ im Sehachflpiel ebenso gut eiwaa be< 
deute, aU der ,fimusf in der Aetronoiiiie (Frege Seite 103)^ der 
Meinung bin i<^ allerdingB immer gewesen. 

Selbst das Wort j^dentiech" sdieint nkht eindeatig sn sein. 

Auf Seite 140 der zitierten Schrift stellt Herr Frege den Sate 
auff ,,der Morgenstern ist derselbe wie der Abradsteni'^ und scheint 
die beiden für identisch zu erklären. Hat nun der Abendstern die- 
selbe Masse wie der Morgenstern? Nein. Hat er dieselbe innere 
Energie (thermische, chemische usw.)? Nein. Hat er dieselbe Be- 
wegungsrichtung? Nein. Dieselben Beleuchtungs Verhältnisse? Kein. 
Abor irgmd ein rfo.sidmim wird in beiden doch wohl dasselbe sein, 
demtiacli sind sie identisch. — Sagt man aber, der Morgenstern ist 
derselbe „Jätern" wie der Abendstern, so tritt ein Tertium hinzu. Der 
menflf'ltlicbe Verstand in seiner souveränen Schöpferkraft, der Natur 
ihre (ieüetze vorschreibend, bildet einen Be«j^riff „Stern" und richtet 
diesen Begriff so ein, daß der Morgenstern dersell)« Steru ist, als der 
Abendstern. Ahnlich abstrahiert der, der zählen lernt, von der Ver- 
schiedenheit der Rechenbteine, an denen er es lernt, setzt sie einander 
gleich. In dieser Möglichkeit oder Fähigkeit des menschlichen Ver- 
standes, von der Verschiedenheit gewisser Dmge zu abstrahieren, sie 
einander gleich zu setzen, glaubte ich die Fruchtbarkeit des Gleichheits- 
leichens m erkennen, (Elementare Funktionentheorie pag. 2), werde 
aber durch Frege grflndlieh abgefübri 

In besug auf das Schachspid habe ich mich nun andi, wie mich 
Herr Frege belehrt» stark geirrt. Nadi ihm gibt es in diesrai Spiele 
keine Leluca&tze und fieweise. Der Sata: Turm und £&iig können 
den feindlichen König anf jedem Randfelde matt setzen, ist also nur 
wohl für meinen nicht hinreichend logisch geschulten Verstand ein 
Lehrsats^ und sein Beweis ein Seheinbewets. Durch Frege erfahre ich» 
daß die Schachspieler wohl Denkarbeit leisten, aber keine Gedanken 
hab«i, sie sind gedankenlose Denker. Dieser Begriff ist wohl von dem 
des Träumers Terschieden, wenigstens habe ich die Schachspieler noch 
niemals Träumer nennen hören. Wenn ich sage, diese Semmel ist 
dick mit Butter bestrichen, so druckt dieser Satz vielleicht einen 
Gedanken aus, denn er bezieht sich auf etwas Konkretes, und zwar anf 
etwas Eßbares. ^Wnn ich aber sage: Im Endspiel des Stamme 
(ersticktes Matt) kommt die Ber^onderbeit des Springers zu beredtem 
Ausdruck, so scheint dieser Satz, wenn ich Frcfje recht verstehe, 
keinen Gedanken auszudrücken. Man venj"! iVfit gern einen Scba^-h- 
spieler mit einem Feldherm, der einen Schlaciitphm entwirft und ihn 
im Gange der Schlacht nach den Umständen ändert, üb auch der 
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Feldherr unter den Hegriff des gedankenlosen Denkers füllt oder nicht, 
wage ich nicht zu entscheiden. Die Sehachspieler freilich glauben in ihren 
Spielen imd Problemen tiefe schöne pikante und ähnliche Gedanken zu 
finden, so d;iß auch das Wort „Gedanke" nicht eindeutig zu sein scheint. 

Damit wäre eigentlicli mein« Plauderei zu Ende, man gestatte mir 
aller noch einige wenige Bemerkungen an/.utügen. ~ Herr Frege 
entrüstet sich an einer Stelle seiner Schrift mit den Worten „Nun 
läßt Thoniae gnr eine Zahl wachsen". Daliei habe ich natürlich nach ^ 
Till Eulenspiegei gedacht, man könne die Zahl Drei etwa wie in 
folgender Figur wachsen lassen, 

s 8 3 . . 3 3 . 

aber da sind die verhängnisvollen Pünktchen. Sie bedeuten (V'ergl. 
Frege pag. 13öi jedenfalls auch noch vier Dreien. Mithin kann ich 
die Zahl Drei zwar wachsen lassen, aber doch nur etwa achtnuil, jeden- 
falls beschränkt. In der Schule habe ich gelernt, die Zahl '/^ lasse 
sich nicht durch einen Dezimalbruch darstellen, man schrieb 

i - 0^3333 . . 

Da aber die beiden Pünktchen jedenfalls auch noch zwei Dreien 
bedeuten, so ist nun ^ doch durch einen Dezimalbruch mit sieben 
Stellen darstellbar. 

Eine sehr zu bedauernde liückhaltung legt sich HeiT Frege da 
auf, wo er von neuen Kechnungsarten (Spezies) spricht Er scheint 
in den „üieuzü bergäugen** eine solche zu wittern. Er gibt aber kein 
Beispiel au, in dem ein (iren/.üliergang mit andern Mitteln als mit den, 
durch die Zahlenfolgen oder Fundanieutalreiheu auf irrationale Zahlen 
erweiterten vier bekannten .S|>ezies ausgeführt würde. Die neuern Ver- 
treter der formalen Arithmetik haben versucht, die Rechnuiigsregeln 
auf irrationale Zahlen formal auszudehnen, indem sie für gemeine 
Zahlen diese Frage als durch llankcl erledigt ansehen. Daraus er- 
klärt es sich, daii luancherlei in iiiren Aufstellungen fehlt, was für 
eine lückenlose Durchführung ihrer Ideen eigentlich notwendig wäre. 
So fehlt bei mir z. B. zu meinem Bedaueni die Vorschrift, die iiaukel 
mit „Modulus einer Hechiiungsart" bezeichnet. 

Aber ein Problem lost mein Freund und Kollege Frege in 
glücklicher Weise. Er sagt auf Seite 129: Wir können definieren: 
Eine Reilie von HäuBcrn heißt eine unendliche Keihe, wenn kein Haus 
in ihr ein letztes ist, sondern wenn nach einer zu gebenden Vorschrift, 
immer neue und neue Häuser gebaut werden können'^ Da doch mein 
Herr KoUege sicher einen Bauplatz für eine solche Straße weiB, weil 
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ja sonst der Begtiß üimidlioh einar ScUange gliche, die sieh in den 
Schwauz beifit, so braucht er diesen nnr anzugehen, nnd die Agrar- 
frage ist ein für allemal gelöst. 

Nachdem nun Frege „die ibimale Zahlenlehre ein für allemal ab- 
getan" hat, und nachdem er erkannt hat, daß auch sein ^'erBUch die 
Zahlea logisch SU begründen (Seite 253. Nachwort) mißglückt ist, so 
haben wir nun gar keine Zahlen und müssen nach ihm su dem 
traurigen Schluß kommen 

Die Mathematik ist die unklarste aller WisseuBchatteu. 

Geschrieben in den Uundstageu des Jahres 1900. 



TechniBclie Arbeit. 

Festrede zur 7öj&brigen Jubelfeier der Technischen Hochschule 

zu Hannover. 

Von HuBEBT Subb in Hannover. 

Die Zahl der Gcgenstiindp. ülier wplchi- tnan hei ( leiegenhcit «lipsfr 
Feier reden könnte, wäre auß«'turdeutlicli gruü, sobald tnan solche aus dvu 
einzelnen Gebieten der Technik, deren Studium uns an den technischen 
Hochschulen beschäftigt, herauHg^reifen wollte. Es schien aber geboten, 
luMitf i'iii Tlipnia von allgfuiciticin Interrssp 7ii wühlen, welches sicli ni<'iL:li<-list 
trlficliarlig auf alle lüer Vfitrct^'nen teehnLschen Zweige bezieht. So soll dciia 
versucht werden, die Art und Weise in gedrängter Kürze zu schilderu, 
und nach ihrer Bedeutung hervorzuheben, nach welcher sich die Äfheit 
des Tfchnil:irs in scint^m Berufe vollzieht. 

I>ir Technik zerlegt sich hptitznf.age nach den ven^chirnlrnston Hichfuiitren 
hin, uini »lie Ziele, welche die eitizelnen Aütrehörigfii derselben vet tollen, 
wie der liauingeuieur, der Maschinenkoustruktuur, der Architekt, der llutten- 
Ingenieur, der praktische Chemiker und der Elektrotechniker, gehen weit 
auseinander. Trotzdem aber läßt sich in der Art des Schaffens doch eine 
OLmt iiisainkeit erkennen, und man k;iün bei allen denjenifrnn, di.' wir untt-r 
dfm Niiincn der Techniker zusammtufa-^spn, auch von einer tichuisduti 
Arbeit reden, welche sich unter gemeinsamen Gesichtspunkten vollzieht. 
Ja, bis zu einem gewissen Grade laßt sich derselben auch die rein 
Icünstlerische Arbeit, und zwar nicht bloß diejenige de^i Architekten, 
der weniiT'-trns v.nr einen Hälfte seinem ScliafTens «ranz zur Tcclinik <:#_'liört, 
sondern auch die der anderen. liii'ifii<len Küiistf. vor alli^in :ini-li 
jenige des Kunstgewerbes eiun-iheu. Es bedingt sogai* diese Art der 
technischen Arbeit über das engere Gebiet der Technik hinaus eine Auf- 
f;is>un„' ili s gesamten Lebens in besonderem Sinne, welche man geradezu 
als rharukteristisch trchnhilh Lebensavscfuiuutiff bezeichnen maß. Die Art 
seiner Arlo lt und die darauf beruhende Lebensansi liannng bilden dann fcinpr 
naturgemäü t lue bezeichnende Unterscheidung des Technikers gegen andere 
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Barnüuweige im fiffiBnüidieii Leben, wie dem des Kaufmanns, des Juristen, 
ä» SoSdaten, des VerwaUungsheamtm, des Aretes. 

Die Entwicklung der an dr-n Hochscbolen gepflegten Technik ist in 

dem verflossenen Viertrljahrliundüit eine andaueriKl aufsteigende nnd immer 
gröberen Unitniig i^ewinnendi' wrsen. Man kann wahrnehmen, wif sich der 
Einfluß derselben inohr und mehr Wirkung vei-schaflFt hat und die Teclmik 
telbst in dem Organisrnns des modernen Staats- und Gesellsdialtslebens sn 
' emw hoch bedeutungsvollen mid einflnBreiehtti Stelle auMckt. So ist hier 
mid gerade an diesem Gedenktage wohl ein Wort von der <tfeAft/9cAe» 
Ärhe'f uftd der techntschm Lehensanschammg als Grundbedingungen der 
Technik überhanpt an seinem Platze. 

Zuu&ehst ist herv orzuhebeu, daü der Techniker stets ganz tat- 
iächlichen Aufyaben gegenübersteht, weldie ihm das tfigliche Leben 
und die Natur selbst im weitesten Umfange stellen. Diese Aufgaben Zer- 
nien natürlich in gewisse Gruppen, welche im ganzen und großen nach 
gemeinsamen fJrundret^oln zu behandeln sind, welche alter, sobald wir auf 
die Einzeifälltj einj^ehtu, jene immer wechselnde Fülle verschiedenartiger 
Erscheinungeu zeigen, wie eben Natur und Leben sie uns ununterbrochen 
bieten. 

Der Techniker hat diese Aufgaben mit MiUcln zu lösen, welche 
zwar ebenfalls gewissfn allgemeinen und streng logischen Gesetzen folgen, 
wie dieselben die Grundlage der ganzen natürlichen Welt, in der wir leben, 
und sonach auch unseres eigenen Daseins bilden. Andererseits aber bieten 
aneb sie wieder eine unendliche Versehiedoiheit in ihrem Gebrauch im 
EinselfihU, nnd vor allem bemerken wir auch bei ihnen eine stete Steigerung 
und Ausdehnung nach ihrer Zahl und der Art ihrer Anwendini Wir 
branchen uns ja nur an die Entwickluii;,' innerhalb jenri- 7.') J:ihre seit der 
Oründiing unserer Hochschule zu erinnern, um uns die Vyrschiedenartigkeit 
der uns inzwischen gewordenen technischen Aufgaben und die Steigerung 
ihres Umfanges su Tergegenwärtigen. Wie aber sind auch demgegenüber 
unsere Mittel sn ihrer Bewältigung gtntiegenl Mit der Fülle der An^ben, 
welche uns das staatliehe, das wirtschaftliche und das soziale Leben ge- 
brai bt liaben. ist dem Techniker auch eine weitere Erforschung der Natur, 
ihrer Kriittt- und ihrer Hilfsmittel zur Pflicht geworden; und er hat dieser 
Verptiichtujjg in vollem .Malie genügt, indem er rastlos neue Wege er- 
cehloflsen hat, um den neuen Anforderungen zu entsprechen. 

Der rechte Tedtniker steht mitten im L^en. Das Leben be> 
dingt seine Tätigkeit und macht dieselbe an einer lebendigen und frucht- 
bringenden, und darum ist sin auch dazu angetan, ihn selbst mit der 
rechten Lebenskraft und l''rcvidiLi:ktit so zu durchdringen, daß er sie auch 
auf andere zu übertragen vernmg. Andererseits aber ist ihm auch kein 
Stillstand, kein bequemes Ausruhen auf einem gewonnenen Standpunkt ge- 
stattete XSr kann sieh kein System aufbauen und von diesem aus eine 
Welt konstruieren, deren Erscheinungen ein für alle Mal in dieses System 
einzuzwängen sind. Aber er entgeht auch dadurch der Gefahr, gelecrentlich 
bemerken zu müssen, daß das System mit den rastlos sich ändernden 
Lebeubverhältuisscn nicht übereinstimmt und er deshalb wieder einmal daran 
gehen mnft, dasselbe durob mühsame Flickarbeit nut der Wirkliehkeit in 
Ubereinstimmung su bringen. 
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Als beflondors grundlegend kommt für die Bedeutung der technischen 
Arbeit in Betracht, daB der Te^mker tohrJäteh «cfta^, unter den 

Bedingungen natürlich, die fßr menschliches Sehaffen überhaupt mSgUch 
sind. Er überträgt eine von ihm im Geiste geplant«- Arbeit, welche zu- 
nächst mit den ihm zustehenden Mitteln, denjenigen der zeichnerischen 
Darstellung, der Berechnung, des Versuches, der Beschreibung, des Modells, 
feetgestellt iit, in eine in die Augen tretende Sufiere Wirklichkeit, deren 
Dauer selbBtrerstSndHch Tersehieden ist, je nadi den Oesetaten, welche in 
der Erhaltung natürlicher Dinge überhaupt gelten. Aber die Werke dei 
Technikers treten wie die natürlichen Dinge in ';i()!t>»!irMr Histaltung vor 
uns, sie behaupten sic h n*4>en ihnen und bedürfen n * i vermittelnden 
Zwii»chtiuiQstauz, um sich geltend zu machen uad zu wiriceu. Und wenn 
auch nicht fttr eine Ewigkeit, so «chafit er do<di meist nicht nur fBr 
seine Zeit allein, stmäem atfcA für nadtfolgende GetMckttr auf Jakt- 
hunderte. 

Wir sprechen wohl von einem Schaffen des Malers, des bildenden 
Künstlers überhaupt, und betrachten ein Bildwerk, ein Gemälde, einen Bau 
als Schöpfungen; aber m ganz demselben Sinne sind auch die Wirkt 
dtr Ttt^niJk Sdiöpfungm. Die Durchhreehung hoher Gebirge, die 
Überbr&ckung von Flüssen und Meeresarmen, die Herstellung verwickelter 
Maschinen, welche die Tutigkeit vieler einzelner Hände ersetzen nnd ver- 
einfachen, die Erriehtung monumentaler Oebfitide sind ebenfalls Schöpfungen. 
Nun hat freilich nur der liebe Gott allein die Welt aus Nichts gescbatfen. 
Jede menschliche Schöpfung, auch das freieste Werk des bildenden Künstlers, 
besitst eine Beihe Ton Vorgflogen, von Anregungen und Beeinflussungen, in 
welchen es wurzelt, wenn diese sich auch unserer Wahrnehmung eutcielien 
und sopar dem Künstler selbst nicht immer zum vollen Bewulitsein kommen 
mögen. Auf die>c Vorgänge gestützt vollzieht sich dann wohl eine 
künstlerische Erfindung in einem Augenblicke glücklicher Begeisterung; 
meistens aber ist auch sie nur das Ergebnis einer ganien Falle Tn^bofgener 
geistiger Arbeit. Andererseits ist aber eine tet^niaehe Erfindvmg k^es- 
wegs allein, wie man wohl meint, das reine rechnerische Ergebnis der Be- 
riicksicdiiiifung gegebener äußerer Bedingungen und der Anwendung der 
durch die HilflKmittel des Fachs dargebotenen Rezepte; auch hier stellt 
sich der sdM/pferisc/ic Augmblick ein. Jedem Werke aber gehen für 
den Techniker lange Zeiten mechanischer Arbeit Toraos. Eine Fülle von 
Material muß herbeigeschafft, gesichtet, geordnet und nadi ihrem Wert ftlr 
die zu lösende Aufgabe zusammengestellt werden. Diese sdbst muß nach 
allen Seiten, hinsichtlich ihrer Eigentünilichkeiten und Besonderheiten, 
geprüft werden. Frst nach Bewöltigniiir dieser ganzen Vorarbeit, nach 
gewonnener Kluriieii über ihren Wert, nachdem er den Stoff derselben 
geistig in sich verarbeitet und dMiselben so gewissermaßen ra sain«n 
personlichen Eigentum gemacht, tritt auch an den Techniker der Augen* 
blick der schöpferischen Erfindung heran, die Stunde, wo sich ihm aus all 
den Vorbedingungen heniu< die TJ'i^tng in einfacher KInrheii ergibt. 
Seine Tätigkeit ist nicht weniger und in nicht geringeieni Maße eine 
schaffende wie diejenige auf dem vorgenannten künstleriscbeu Gebiete, und 
auch bei ihm drtogt sich schließlich die Entstehung der grundlegenden 
Gedanken zumeist in kurse Stunden zusammen. 
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Es ist hier nicht einzugehen auf die Menge der rein technischen 
Hilf'STnittnl, vrelche ihm zu seiner Erfindung auf den verschipdenen nM^ieter» 
zur Vertügung stehen und die er selbstverständlich beherrschen muü; wie 
der Architekt seine StilformeD, der Bauingenieur seine Konstruktionssysteme, 
der Mawehinentedmiker seine BewegnoigsmediBiiiBmeii. 

Es sei hier nur noch auf ein Hilfsmittel von ganz allgemeiner Be- 
dpTitnnp hin^rwiespTi, niimlieli auf die ^fathi mfitik uuci zwar Tnrnohiiilich 
auf jenes Gebiet dieser Wissenschaft, iu welchem dieselbe in Verbindung 
mit den Ersdieinungm der Natur auftritt und diese in ihren Wirkungen 
und geeetnnlBigen Uiaaehen ermittelt, sei es im Hinbliek auf die Feetig- 
keitalehre, die Statik, sei et mit Bückrichtnahme anf die Lehre Ton den 
Erscheinungen^ unter welchen sich Bewegung und Wirkung der vcr- 
schi'^densten Körper vollzieht, des Wassers, der Erdmassen, des Dampfes 
und <ler elektrischen Kraft. In einem sich stets steigerudeu Maüe ist die 
Wissenschaft der Mathematik bestrebt, diese Gesetze zu ergründen und in 
bestimmten Fonneln festndegen. 

Der Teohaiker aber ist demgegenflber in gleichem Maße tätig gewesen, 
nicht allein diese Brmittelungen für seine Zwecke gewinnbringend und 
nnizbar zu verwerten, sondern dieselben auch über das dem Mathematiker 
zugewiesene >faß hinaus vai entwickeln und ihre praktische Verwendung in 
dem gleichen Malie zu erweitem, wie die steigenden Forderungen seiner 
Aufgaben dies ▼erlangeiL Was, um nur ein Beispiel heranxuziehen, dem 
JrdkUdUm der alten Welt, was dem Baumeister des Mittelalters nur aus 
empirischen Beobachtungen und durch langjährige, mühselige Erfuhrungen 
möglich war, der Gewinn des festen Oerflstes filr seine Konstruktionen 
und Kunstformen , Ifißt sich heute mit unbedingter Sicherheit rechnerisch 
festbtellen. Es genügt, au jene Aufangsätadien unserer Kenntnis des Eisens, 
wekhe mit der Ortüldangsieit unserer Hochschule sosammenfallen, zu er- 
innern und demgegenüber die Fortschritte in den mathematischen und nator- 
wissenschaftlichen Kenntnissen ins Auge zu fassen, mit welchen wir diesen 
Stoff heute in seinen Eiffensehaften der Festitjkeit, der Elastizität, der 
Tragfähigkeit, der Möglichkeit der Art seiner Bewegung, festzulegen ver- 
mögen, sei es zum Zweck weitgespannter Konstruktionen der Baukunst, 
wie Brttcken und Hallenanlagen, sei es zum Zwecke der bewegenden nnd 
treibenden Arbeit irgend welcher Art von Maschinen. Wie ausk'edehnt ist 
andererseits auch die Art der Gewinnung und Verarbeituni,' des Materials 
geworden, von der schlichten Herstelhmtr des Guß- oder Öchmiedeeisons 
jener Jahre bis zu den komplizierten und großartigen Hervorbriugungsweisen 
unserer Sisen- nnd Walzwerke, und wie rastlos zeigt sich hier der moderne 
Techniker an der Arbeit, nicht blofi dem Eisen, sondern einer frflher un- 
geahnten Fülle von Stoffen gegenüber. Dieser stets erhöhten Leistungs- 
fähigkeit aTier muß die Anwendung der Kenntnis der matlieniriti?:chen und 
der physikalischen Grundbedingungen aller Haustotl'e vorangehen. Sie ge- 
hört heute zu den wichtigsten Voraussetzungen für jede Erhndung, sie gibt 
eine wesentliche Onudlage des gesamten teohnisehen Schaffims ab. 

Doch such hier ist noch ein Umstand zu berfickachtigen: Die Mathe« 
natik ist ohne alle Frage an sich unfehlbu*, aber ihre Gesetze bedürfen, am 
als solche fttr uns wirksam zn werden, auch der Verwendung im richtigen 
Sinne. 
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Der Techniker muß sie nicht bloß versttihen und kennen, er muß sie 
auch beherrschen ^ um sie an der rechten Stelle und in der rechten Weise 
«Dzuwenden; sie dflrfen ihm nnr Hilfsmittel bleiben, dwen Sklave er nie» 
mals werden darf, deren Anwendung er viebnehr ini logischen und selb* 
ständigen Sinne beherrscht. Er unterwirft sich den unwandelbartn Folgcnmcren 
derselben, tiir ihre Anwpndung bleibt ihm jedoch die persönliche geistige 
Freiheit und Selbstündigkfit. 

Zu dieser gesehflderten Tätigkeit des Tecbnikers, welehe dureb die 
Vorarbeiten zur Lösung seiner Auftralu' liodirigt wird, tritt aber nun noch 
('in nndon s Moment, nicbt unmittelbar technischer, aber dodb höchst wicbtig«r 
Art hinzu. 

Fast alle techuischeu Leistungen werden geschaffen unter dem Gesichtü- 
punü der «nrt»^ff^d»m Jj^^ukHon^ welche entweder eine dir^cte sein 
kann wie bei der industriellen Maschine oder eine tttdircliej wie bei den 
Unternehmungen für <1r< Zwecke des Verkehrs. Anrlerersoits aber müssen 
seine Werke amh lu-igestcllt werden mit bestimmt abj^t-mpsspiien Mitteln, 
deren Umfang zumeist von vornherein gegeben ist oder uach dem zu er- 
sielenden Qewinn bemessen wird. Über schrankenlose Uittel Terfügt er 
wohl kaum jemals, höchstens der Architekt kommt mitunter, aber in ganz 
seltenen beneidouswertcn Pilllpn, zu sohlicn. Aus diesen finanziellen Rück- 
sichten aber, welche ot'tnials die größttn wirtschaftliciicn Pläne umfassen 
und über das eigentliche Fach der Technik hinaus sich zu großen staats- 
ndtnnischen Aufgaben gestalten, erwftdist dem Techniker ein neues, weites 
Gebiet voller Schwierigkeiten von oft ungeahnter Größe. Es ist allerdings 
zuzugeben, daß ihm ftir dies« Seite seiner Tätigkeit in den meisten Fällen 
nnrh anderweitiire, oft mehr als gut ist, maßgebende Persönlichkeiten, be- 
ratend und hellend zur Seite stehen. Schließlich aber bleibt ihm doch auch 
In diesem Falle die letzte Entscheidung, sumal, was die richtig« Bemessung 
der für die Au^fülinuig seiner Arbeit erforderlichen Mittel anlangt. Auch 
hier Ix diirf es seinerseits einer Fülle praktiseher Überlegung und technischer 
Erfahrung sowie riicki,T.'itsleif>r Sellistiiadigkeit. 

Unter Umstüudeu aber ist gerade diese Seite der Tätigkeit des Tech- 
nikers eine undankbare, ja domeuToUe zu nennen. Fremde Einwirkungen, 
denen er sich fügen muß, durchkreuzen und besdntnken seine Ideen schon 
im EntA^nirf oder legen sie sogar pänzlieh lahm, unzureichende Mittel werden 
ihm zur Verfügung gestellt, weli he tiie Durchführung seiner Pläne sogar 
so beschränken, daß nur ein unvollkommenes Stückwerk entsteht, und 
BcUiefilidi werden ihm sogar noch die aus soldien Verhältnissen sich er^ 
gebenden HSll^l .seiner Werke zur Last gelegt. Nach Beispielen für 
solche Vnrknmmiii^si' bratiehen wir nicht weit r.n suchen. Welcher Staats- 
techniker insbcsondei c wüüti- nicht deren anzuführen I 

Ist nun endlich nach Erfüllung aller dieser Voraibeiieu die Lösung 
der Aufgabe Idar gelegt, so erwachst für den Techniker doch zuletzt noch 
eine S(diwierigkeit, deren lkwältigung die volle Anspannung seiner Kennt- 
nisse und seiner Befähigung erfordert. Nur in den seltensten Fälllcn ist 
eine Aufg'abe so einfach gestaltet, daU sie »mtcr Rerttckfiehtigung der 
Vorbedingungen für dieselbe von vornherein um- eine eittziife mögliche 
Lfywiff mit Sicherheit zulSflt Meistens sind verschiedene UQglichkeiten 
der Losung vorhanden, und es bleibt nun dem Techniker swiidien ihnen 
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eine Wahl, welche ihm weder durch formale noch durch gesetzliche Vor- 
aduriften, weder dnreh Er&brungssätw noeh durch Befolgung vorhandener 
Bespiele vSllig erspart werden kann. In dieser richtigen und zutreffenden 

Wahl der zur Verfügung stehenden Lösungen, deren Verantwortung er 
nirht auf andere abziiwül/pn veniiag, tritt die Persönlichkeit, die ihr Ton 
und Lassen zu vertraten bat, in df'n VonlergTund. Hier zfigt sieb jene 
Kraft der bewußten Selbständigkeit, welche auch die Folgerungen zu tragen 
bereit ist, die ans ihren Ent^chlfissen sidi ergeben. Diese VerhSltniase 
aeanea Bernfes ahor sind es, welche den Techniker zum selbständigen Denlcen 
und Handeln swingen und darum auch gerade in diesem Berufe so viele 
ener<7isehp und persönlich b.dcutsam^ Menschen großziehen. Werm das 
\\'i)i-t unseres großen Feldbemi ..*/>/ icäpen, dann ua/jcn" norh für irgend 
eine andere Tätigkeit Geltung hat, so lür diejenige der Techniker! 

Mit dem Gesagten ist versucht worden, diejenige Arbeit zu schildern, 
welche man als die Erfindung, als die Konzeption eines in Aussicht ge- 
nommenen Werkes bezeichnet. Nun aber gilt es, diese Erfindung in die 
Wirklichkt'it zu übertragen and das Geplante auch zur schließlicben Voll- 
endung /.u Itriugen. 

Zieht man hier noch eiiunal das Schafen des bildenden Künstlers sum 
Vergleich heran, so finden wir dort den einzelnen, der persönlich abgeschlonen 
sein Werk erfindet und der, um dasselbe ins Leben zu rufen, nur der eigenen 
Hand oder weniger leicht folgender Gehilfi n bedarf und es ferner innerhalb 
«^iner doch verhältnismäßig nur knr/.eu Arbeitszeit vollendet. Hier aber 
sehen wir den Ingenieur oder Architekten, auch nur als einzelnen, der aber 
die ausgedehnteste Fülle von Hilfsarbeitern verschiedenster Art verwenden 
muS und hei dem zwischen dem Beginn der Arbeit, zwischen der ersten 
Feststellung der Gnmdzfige derselben und ihrer schließlichen Vollendung 
Jahre, ja Jahrzehnte verstreichen. Der I"»" liniker mnli «Urse Hilfski iirte 
lenken, unter dem Gesichtspunkte folrrerichtiger I )unlitiilirniii:r seiner Ge- 
danken leiten, an den rechten Stellen verwerten und schließlich iteherrschcn. 
Gdien sieh WttSMi, Erfahrung und sdiOpferische Begabung bei der Erfm^nug 
eines technisdien Werkes kund, so stellt die AmßArtm^ eines solchen an 
den Charakter des Ausführenden, an seine physische und moralische TQchtigkeit, 
an sein Orf/anlsutionsfalent und an seine Ausdauer die hiichsten Ansprüche. 

In der Aubvvahl und der Art der l^enutzung der Ausführung.-niittd 
und Hülskräfte, in der Erkenntnis dessen, was mit denselben eiTeichbar iät 
oder nicht, ist der Techniker einer bedeutenden AnsfOhrung durchaus einem 
Heerführer zu veiigleichen, welcher in verwandter Weise über seine Truppen 
verftgt. Wie ein solcher muß er es verstehen, die ibna untergebenen 
Kräfte zum gemeinsamen HaTidt lii 7.\\ vereinigen und sie in der Verwirklichung 
seiner Gedanken zu einem glücklichen Eri:t'I>iiij» zu führen. 

Große technische Werke, insheson«lere, wenn sie bisher noch nicht 
begangene Wege erschlieBen, sind ebenso viele gewonnene Feldzfige f&r 
ihre Urheber, wie die Semmeringbahn eines Ghega, die Überbrückung von 
Weichsel und Rhein duroh Lentze und Lohse, die Schalfung von Werk- 
stiltten durch einen Borsig, Egestorf ^ind Krupp, die Durchbrechung 
des Mont-Ceuis durch Soinmeillier, der I5au des Keichstagsgebaudes durch 
Wallot. Ihre Bedeutung wird auch dadurch nicht abgeschw&cbt, daß sie 
in weiterer Fortentwicklung überholt worden sind. Aber nach ihrem Werte 
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und ilirein Einfluaae haben sie fDr unsere heutige Welt Vorteile gebracht, 
die wohl den blntig«! Lorbeer mancher gewonnenen ScUaoht wu!MiBgea. 
Während der Au3führurtg ind^sen kommt zumeist noch ein erschwerender 

Umstand in Betracht: Wolil lassen 'lic Anforderungen, welche die 

jeweilige Aut'gal)« mit sich brinj^t, im aligerueiren vorher übersehen. Ver- 
fahrungsweiäe und Auäfuhruugspläue huduu dann ihre liegruuduug uud 
werden dtmadi gestaltet Aber nicht alles li6t sich Toranssehen und 
gerade bei d^ grSfiten üntemebmungen häufen sich oft unerwartete Huader- 
nisse. Sie müssen überwunden werden und zwar meist, um den Fortgang 
der Ausführung nicht auf7uhalt«>n , in kürzester Frist und wohl mit irani 
anderen Mitttiln ala ea im ursprünglichen Plaue lag und ^vie dieselben 
unter anderen Verhältnissen wohl am Platze gewesen wären. Diene Zwi^chea- 
fftlle treten auch nidit bloß im großen und üi seltraen FaUen auf, nein, 
sie können täglich , ja stündlich eintreten und andauernd die wachsamo 
Überlegsamkeit und das tUtige, tatkräftige Eingreifen des ausfttfarendra 
J'ührers in Anspruch nehmen. 

Noch eine Frage aber wird bei den Arbeiten technischer Ausführungen 
berührt, nämlich die soziale. Unsere Zeit hat die ganze europäische Be- 
▼fitkerung in zwei Lager gespalten, die sich als Arbeitgeber und Arbeitnehmer 
bitter bekUm{)feu, wihrend alle Yerhiltnisse doch zu einem gemeinsamen 
Wirken beiiier drangen. Der Techniker steht zwischen beid en ; er i^ht 
durch seine Krtiiulungen der einen Seite die Wege zur t^'roüartijjeu Aus- 
beutung natürlicher Kräfte und Mittel, er gibt der anderen durch seine 
geistige Leitung die H9glichkdU» au hOheror kulittreUer Sntwii^ung. Ein 
bedeutender Techniker ist von selbst berufen snr Übwbrftcknng dieser 
Gegenriltae und wird als Vertrauensmann beider Parteien seine Stellung in 
segensreicher Weise auch in der socialen Bewegnn|^ auanmutsen im- 
stande sein. 

Das wäre in kurzeu Zügen dasjenige, was hier über die besondere 
Art und den weiten üm&ng der tedinisehen Axbeit gesagt werden könnte. 
Die Sdih^faigerunff flir die tedtmsdie LAmsanae^auung ergibt sich nach 

dem Vorheri?ehenden von selbst, ist sogar zum Teil darin schon ausgesprochen: 
„Im Leben stehend, jede Erscheinung desselben erfassend und gleic hmäßig 
richtig bewertend, immer das Erreichbarmö^liche vor Aun^en hnlT»'n'1. die 
Mittel zur Verwiiklichuug seiner (.iedaukeu voll beherrschend, sie uu der 
rechten Stelle Verwendend und ohne Stillstand sie nach Möglichkeit erweiternd 
und das alles unter Festhaltung seiner PosOnlichkeit und Selbständigkeit^: 
das ist unter technischer Lebensanschaimng zu verstehen. Man könnte es 
nur für einen Vorzug un.seres Hesamtlebens halten, wenn sich die.>e Art der 
Anschauung inuerhalb dtiS»elbea in steigendem Maße Gultuug verschaffte. 

Insbesondere den jungen Studiereuden, unsem Kommilitonen, ist es 
nahe an legen, sieh mit dieser Lebensauffikssnag yerhraut zu machen. Sie 
erhält den Menschen jung und bewahrt ihn vor Pessimismus. Ob die Welt 
gut oder schlecht konstruiert ist. daran können anch die Teclmiker nioht.s 
ändern; aber sie können sieh dem einmal unnbänderlich Gegebenen si-lliständig 
gegenüber stellen und alle seine Seiten zu ihrem und anderer Besten aus- 
zunutzen lernen. 

Den technischen Genossen, der Mehnahl unter den su dieser Fesi- 
Yetsammlung Anwesenden, ist mit dem Gesagten woU nidit durdmus 
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NeoM gebradit. GleidlMS fülileii di« Tedmiker wohl alle. ilb«r es enchien 
wflnaohMMwert, dies hier eimnal Öffentlieli ansnispraohen, um auch denjenigen, 
welche dem technischen Kreise ferner stehen, die Besti*ebangen nach einem 
der Bedeutung der technischen Tätigkeit Auch ent.s[)rechendeu P>influß ver- 
ständlich zu maohen. F(ir dr»n Techniker selbst bleibt freilicli das beste 
Mittel seine Arbeit und ihre Förderung nach den bisherigen Grundsätzen. 

Und wenn abermals 25 Jahre in dieser Arbeit für die Technik ver- 
gangen sind, mögen dann die Techniker jener kommenden Tage sieb sagen 
können, daß sie ihr Bchaffensgebiet mit derselben rastlosen Tatkraft gefördert 
haben wie bisher und dadurch auch die ent^reohande Würdigung desselben 
errungen sei! 



Zu den Funktionen des elliptischen Zylinders. 

Da von diesen Funktionen in diesem Bande der Jahresberichte schon 
mehrfach (fc>. 49, 219, 403) die Rede war. darf ich vielleicht mitteilen, 
daß sich mehrere meiner Schüler mit ihnen teil» schon btjschüftigt haben, 
tols noch beschäftigen. Herr Daunacher hat die Beweise der fundamentalen 
SStze Heines Aber die Existenz der ansgeseachnetea Parameterwerte, su denen 
periodische Lösungen gehören, in Ordnung gebracht (ist als Programm der 
Kantonsschiile FrauenfeM <)s-tern 1906 und zu^^^leich als ZüriclK-r Disspr- 
tation erschienen); Herr Butts hat Metboden zu. numerischer licrechiiung 
solcher Parameterwerte imd der zugehörigen periodischen Lösungen aus- 
gebildet (erscheint in einer amerikanischen Zeibchrift); ein dritter geht an 
die asymptotischen Reihen. 

Zfirich. H. BUAKHAVOT. 



Mittelinngen und Nachricliten. 

Geeignete Mitteilungen wird der Herausgeber stets mit grOfltem Danke entgogen- 

nehmciu 

1. Akademian. QesaHsGlt&ftaB. VareinigungeiL VersammlongeiL 

Deateohe Mathematiker- Vereinigning. Auf Grund der geschehenen 

Anmeldungen uri<} des allgempinen Pro5»ramms d^r Xatnrforscherversammlung 
bringen wir toigeude Tagesordnung ttlr unsere heurige Jahresversammlung 
in Vorschlag. 

Somtkiff, dm 16» S^ßkmher^ findet Abends B% Uhr iwangloser BegrülNings- 
abend für Damen und Henen in d«r LisderheJle statt. 

Montag ^ den 17. September ^ Vormittags 9% Uhr beginnt die erste all- 
gemeine Versammlung im Festsaal der Liederhalle, in welcher u. a. A. Gutzmer- 

Halle den Bericht der UnterricbtskomiTLission der Gcspllschaft DentKcher Natur- 
forscher und Ärzte erstattet. Nachmittags 3 Uhr hudet die Konstituierung 
der Abteüungen und hierauf die 1. Abteilungssitzung statt, für welche die 
lolgMiden Vortlage Aber Fonktionentbeorie in Aussicht genommen dnd: 

0. Blnmenthal^Aachen: Über die gansen transsendenten Fonktionen und 
den Picardsehen Satz (Beferat). 
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Mitteüangen und Nachrichten. 



A. Pring8b«iiii«3l1liidieii: Über das Fouriersebe IntegTal-ThaoreiiL 

G. Faber-Karlsrulie: f'lit r T^eihen nach Legendreschen Polynomen. 

0. Perron -Münelien: Über die singnlHren Punkte auf dem KonvergenzkreiSAi 
P. Schai hei tÜD -Berlin: Zur Theorie der Besselschen FunktiooeiL 

C. Juel- Kopenhagen: Üher nichtanaljtische Baumknrven. 

Abende 8 Uhr ist Oartenkonzert mit fesÜHcber Beleuchtung und Feuer- 
werk in den Karanlagen von Caanstatt 

DienätOfft den 18. September^ Vormittags 9 Ubr : 2. Abteilnngseitznng (Vor- 
trage über Funktionentheorie, sweite Gruppe). 

F. Hartops "Miiüclu n: Vher nenere ünteisiifhungen auf dem Gebiete der 
anBlyti<clii'ti Funktionen melirerer VimablfTi (Referat). 

P. St&ckel-lluiiuover: über i'ouuzreiheu von mehreren VerüuUerlichen. 
Krause-Dresden: Zur Theorie d«r Funktionen reeller Verinderlidien. 

D. Hilbert-G5ttingen: Über Wesen und Ziele der Tbeoiie der Integral- 
gleichungen. 

£. Hilb- Augsburg: Über eise Erweiterung des Kleiaschen Oscülations- 
Theorems. 

H. Minkowski- Göttingen: Über ein noch zu bestimmendes Thema aus der 
theoretischen PbTsik. 

P. Koebe-Gottingen: Über konforme Abbildung mehrfach zusammenhSngender 

ebener Bpreiche. 

Nachmittags 3 Uhr: 3. Abteilungssitzuug ^Vorträge über Geodäsie und 
Astronomie). 

C. Driencourt -Paris: Sur Tastrolabe a phsme (instrument Claude-Driencourt) 

et ses resultate dans la determination de Thenre et de la latitude. 
C. Stecbert-Hamburg: Über die Methoden der Zeit- undBreitenbeslimmungen 

durch Peobachtung plnicher Zf nitdistan^fn. 

E. H am in r- Stuttgart: iJeraonstratinn finit'»-!- rM-'i- if-r geodiitischer und topo- 

graplii>c}ier Instrumente: a^ des (•uaiiiunic-tarpentiffrscben Drahtbasis- 
meßupparats mit Invardrftbten (Beferat mit praktischer VorlBhiung), 
b) des Hammer-Fennelseben selbetrechneuden Tacbymeter^Tbeodolits. 

A. Maren 80 -Berlin: Die astronomische Ortsbestimmung im Luftballon. 

S. Wf>llis( h - Wipn: JYw B<>stimmung der Enlgestalt »hirch .\nsgleichuDg 
von Breitengra<imessungen nach der Methode der kleinsten Produkte. 

F. 8. Archenbold-Treptow: Über die Rwnltate dn* 8onimnfinstamisezpedition 

der Treptow-Sternwarte zu Burgos. 
R. y. Sterneck-Czernowitz: Über die scheinbare Fonn des Himmelsgewölbes. 
Abends 7 Uhr ist Festmahl in der Liederhalle. 

Mittirodi, dm 19. SfpUwberf Vormittags 9 Ubr: 4. Abteilungssitzung 

(Vortrüpf flbrr noometrie), 

A. Schoenllies- Königsberg: Bericht (iber die Entwicklung der Lehre 
von den Punktmannigfaltigkeiten. II. Teil (Geometrie und Funktionen- 
theorie). 

K. Rohn-Leipzig: Lineale Konstruktion der Kurve 3. Ordnung. 

Th. Schmi <1 - Wien: Zur konstruktivt-n Bcliandlung des Achsenkomplexes 

B. Müller- Hraiinschweig: Polbestimmung tür Ver7,weigunt«ilagen bei iUT 
Bewegung eines ebenen ähnlich-veränderlichen Systems in seiner Ebene. 

G. Landsberg-Brealau: Über die Totalkrflmmung. 
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F. Uejer-Königsberg: Anwendung des enroiterten EukHdiBoben Algorith« 
miu auf BesultantmiliiildQiig«!!. 

Nachmittogs 3 Uhr: 5. Abteilungwitsai]^ (Yortritge BW angewaadte 

>ratbeniatik). 

C. Ru n ge rtöttingcn: über graphische Lösung von Difforentialgleichungen. 

IL Mehnike- Stuttgart: a) Über neue Meebanismeii /ur LRsnng von Auf- 
gaben der Dynamik, mit Anwendung auf die mechanische Integration 
▼QU Differentialglelebiiiigdii 2. und ItGherar Ordnang und Ton Systemen 
aolcber. b) Über neue Anwendungen der Bolle auf das Zeichnen Ter* 
schiedener Klassen von Kurven und auf die Ausführung von BerOhrnngs» 
transfommtionen. c) VorfÜhnmg vprscliie<leiier Apjj.uMt'^ 

J. K übler- Eßlingen: Das Gleichgewichtsverhältiiis der Materie ziun VVeitraum 
und die dailurch bedingte stufenweise Entwicklung. 

A. Wagen mann-Stuttgai't: Mathematisehe Theorie des Entwicklungs- 
gedankens. 

B. Hackh- Stuttgart: Die Mathematik der Begriffe. 

Abends sind Festvorsteilungen in den königlichen Theatern. 

Donnerstag, den 20. September^ Vormittags 9 Uhr findet die Gesch&fts* 
aitsung der Deutschen Mathraiatiker- Vereinigung statt 

Tagesordnung: 

1. Bericht über den Stand der D. M.-V. und die Tätigkeit des Vorstandes. 

2. Bericht Aber die literarischen Unternehmungen der D. M.-V. 

3. Bericht dw Kommissionen. 

4. Beschlußfassung Uber die Verwendung des Aktivrestes des m. Inter- 
nationalen Matbematiker- Kongresses. 

5. Begründung eines Mal Ii eiuatiker- Archivs. 

6. Eulerfeier im Jahre 1907. 

7. Herstellung eines ausführlichen Sfitgliederrerseichnisses der D. M.«V. 

8. Neuwahl«! in den Torstand. Wahl der Eassenrevisoren. 

A. Pkotoshsin, A. KnaXBR, 

Vorsitaender. Schriftführer. 

Mathematische Gesellschaft zu Göttingen.. 9. SiLung am 10. Jtdi 
1906. P. Roth referiert über W. Wirtingers Untersuchungen Uber all- 

getnelno f>'Funktionen und setzt das Auftreten allgemeiner Tbetas mit vier 
^^arialileii l»ei gewissen CieldMen vom Gesclileelite H näher auseinander. 
Herr Taber liericbtet über eine von ihm geniaehte Anwendung der kom- 
plexen Zahlsysteme auf lineare Gruppen, insbesondere auf die Reduy-ibilitats- 
kriterien, wenn die Gruppe in einem gegebenen Bationalitätsbereich liegt. 
10. Sifeung am 17. Juli 1906. L. Nelson trBgt vor ttber die Geschichte 
und Philosophie des InRiiitesimalbegriffes. 11. Sitzitttg am 24. Jidt 1906, 
E. Jaensch trägt vor über die Begründung der Geometrie auf Kongruenz 
und Ik'wegiing und die Anschauungen der Psychologie. 12. Sitznufi um 
31. Juii 1U06. D. Hilbert bespricht die Hauptpunkte seiner vierten Mit- 
teilung über lineare Integralgleichungen aus den <30tt Nadir. 1906, weld» 
die Trantfcmnationstbefnie der quadratisehen und biliBearen Fennen Ton 
unendlich nelen Variablen enthalt 

80* 
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V. biiesnatioiialer KongreA für Veini«ili6riiiigs<^WlBBmi8dhaflL Der 

5. Internationale Kongreß für A^ersichcrungs-Wii^ensehaft findet zu BerUn 
vom 10. l'i. St-pteraber 1906 statt. Anmeldungen. Anfragnn und 

Mitteilungen sind /u richten an den Generalsekretür des Deutschf'n Voreins 
fttr Versicherungs -Wissenschaft, Herrn Dr. A. Manes in Berlin W. öu, 
Spichernstr. 39. Ehrmpriiideiit des internatioiiftleii Kongresses ist Graf 
▼on Posadowski. 

2. Preimiilis»b«ii nnd gakrOnte Pr«i88ohrifteB. 

FMiMoJIsaben der BelgiBolien Akademie der Wisseniehaften 
fttr 1907. Trotiver, en hautnir dt m azimut^ Jes expressions des iermes 
principaKT df<t dniaiions pcriodiqxtes de Ja verticnh^ dnns l'hypothtse de Ja 
non-comculiwe des cmtres de gravUe de l'ecorce et du noyau terrestres. 
(Preis 800 Frs.) 

EiUre ks eymenis de äew formes du seeond ordre (dem tif^^s plan» 
mn SMperpoah^ im «yff^me fian et une ^er^, deus gerbes de sommeif 

dlffdrt'nts), tm ctabUt une corrcspondance quadraiiqu€ („VvrnatnJisrhaß zirntm 
Graves" datis le sens de Heye, (irnmetrif (hr Lage, vol. II, chap. XXII). 
ikudier Ics sysfdmes d'df'-ments qui ort dniitii pur jonction ou par iHteraedioti 
des couples d'dcments liomologues des deux formes du second ordre. (Preis 
800 Fn), 

Oliailea Lagrango-F^it. Der C3»rlM Lagrange-Ftdi fttr daa iNtsle 
gedruckte oder ungedmokte mathematiadie oder experimeutdle Werk, das 
unsere mathematischen Kenntnisse in der Geophysik wesentlicli fördert, 

in Höhe von 1200 Frs., vrirr! in der .Talin'ssit/MTiL' der Beleisehen Akademie 
der Wissenschaften in Brüss»! ll)(i'.> zuerkannt weiden. Dr-r Termin für die 
£inlieferung der Werke au den ständigen Sekretär läuft bis zum 31. Dc- 
tember 1908. 

3. Hoduoludnaolirieliteii. 

Veraetohnia der fttr daa WInteraemeatar 1906/7 angekfiiidlgten 
YorleaoBgen über die mathenmtisohen Wiaaensdhaifton. 

Berlin. Schwarz, Dilferontialrechnung (4); Übungen dazu; Synthetia^e 
Geometrie ^^4); Elementargeometriscbe Herleitung der wichtigsten Eigenschafttm 
der Kegelschuitte; Seminar; Kolloquium. Frobeniuä, Algebra (4); Seminar. 
Sekottkj, Integralrechnung (4); Übungen dasn; Allgemeine Fnsktionentheorie (4) ; 
Seminar. Hettner, Bestimmte Integrale (2). Knoblauch, Detenninanten (4); 
Krumme Flächen (4); Raumkurven (1). Schur, Gewöhnliche Differential- 
gleichongeu (4). Landau, Zahleutheorie (4). Lehmann-Filhes, Analytische 
Geometrie (4). Förster, Qeecbichte dermittelalterliehen Astrofnomie (2); Kosnuache 
Erkenntnis und psychisdie Probleme (1); Theorie und Kritik der Raummeesung 
Struve, Sphärische Astronomie (H); Übungen. Bauschinger, BalinboBtimmung 
der Uimmelskörper (3); Übungen dazu. Kiatenpart, Theorie der Finsternisse 
nnd Stenbedeclrängai; Beredmmig der Finsternisse von 1909. Scheiaer, Bin- 
leitung in die Astrophysik II (3); Astrophysikalischcs Kolloquium. Helmert, 
Gradmeseunpen '\)\ Methode der Icleinsten Quadrate flV Marcuse, Allgemeine 
Himmelskuude mit Lichtbildern; Kolloquium über astronomische Geographie; 
Theorie und Praxis geographisch- md nautisch-astronomischer Ortsbestimmnngen. 
Pianok , Allgemeine Mechanik (4); Mathematisch-phyeiksKsdte Übungen. Krigai- 
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Kensel, Theoretische Physik V (4). Neesen, Kiementaro Mechanik (2). 
Weinstein, Erdmagnetiflmiis und Erdelektrisittt; Mathematische Pbysik (4). 
Warbnrg, Aasgewählte Kapitel aus der theoretischen Physik (2). Yalontiuer, 
Kinetische Theorie der Gase (2). Gehrcke, AiiHgewiiblte Kripitel uns der Ojitik. 
Aschkinaß, Elemente der höheren Mathematik^ mit besouderer Ber&cksichtiguQg 
{hrer Anwendungen. Grüneiien, Über DifferentialgleiohaDgen von Sehvingungs- 
Torgängen. Slab} , 1 ' ektrotechnik (4); Funkentelegxftpiiie (2). Hejer^ Ein- 
fähning in die moderne Maschinentechnik (8); Exkunionen« Ihering, Uaadunen* 

künde mit C'bungen. 

Bonn. Study, Nicht-euklidische Geometrie (4); Einleitung in die analytisclie 
Meebanik (4); Senunur. Kowalewski, Infinitesimalxeehnnng II (i); Übnngen 
dasQ; Theorie der Fourierschen Beihen (2); Geometrie der Zahlen (2); Seminar. 

London, Elemente der analytischen Geoxnetrie der Ebene und des Raumes (4); 
Übungen dazu; Darstellende Geometrie II mit Zeichenübungeu (3); Seminar. 
Schmidt, EinfObrnng in die Algebra (8); Detwminanten (S). Kfistner, Theorie 

der Babnbestimmnug der Planeten und Kometen 3); Topographie des Sonnen- 
systems (1). Mf5n nichmey (»r , Allgemeine Stöningen 2 i Kayser, Physikalische« 
Kolloquium. Bucherer, Ausgewählte Kapitel aus der Lehre vom Eiektro- 
nagnetismns mit Demonstrationen (S); Praktisohe AnMtnni^ snr AasfRhrang ein- 
facher Experimente ffir lA'liramtgkandidaten. Kaufmann. Klektrizit&t nnd 
MaguetismuH '4); tjbungen dazu, l'flüger, Di-spersion des Lic-lites 1 1 1. 

Braunüchweig. Dedekind, Elemente der Zahlentb» orie l); Theorie der 
Fourierschen Reihen (2). Fr icke. Analytische Geumetrie und Algebra 
Differential- nnd Intognlreclinvng (fi); Übungen dazu (8). MdUer, Dantellende 
Oeometrie (4'; Übungen dazu (6); Geometrie der Lage AusgewUhlte Kapitel 
aus der Theorie der Kurven und Flächen (2). Wernicke, Statik starrer lutd 
elastisch-fester Körper (4); Übungen (2). Wieghardt, Technische Mechanik ^^j; 
Übungen dain (l). Seböttler, Technuche Mechanik II (4); Übungen dam (1); 
Kinematik (l\ Körner, Graphische Statik (-2); t bungen dazu (2). Koppe, 
GeodiUie 1 (2); Ü bungen dazu (2); Ausgleich ungsrechuung I (2); Ubongeu dazu (4); 
Geodätisches Praktikum (3). 

Breslau. Rosanes, Analytische Geometrie des Raumes (3); Elemente der 
Theorie der Differentialgleichungen ('2); Seminar. Sturm, Zahlentheorie (8); 
Geometrische •'Vier höheren Grades (3); Seminar. Kn f ser, Analytische Mechanik (4); 
Übungen dazu; Theorie der Fourierschen Reiheu und Integrale ('2); Seminar. 
Landsberg, Einleitung in die bttbereAnalysis (Reibenlehre) (2); Integralrechnung (4); 
Übungen dazu; Anwendungen der Theorie der elliptischen Funktionen (1). Frans, 
Mechanik des Ilimmely II 1 4 ■ l lu'orie der Rahnreehnung der Planeten '2); Astro- 
nomisches Seminar; Astronomisches KoUoq^uium. Lummer, Theoretische Er- 
gänzungen zur ExperimenUlvorksnng Aber Pbjdk. Physikalisehei Kdloquinm. 
Prin gshe im, Theoretische Pbysik III(A). Schftfer,Theimod7naniikttndkinetiscbe 
Tlieorie der Gase (4). 

Frlantfen: Oordan, Analytische Geometrie der Ebene (4); Zahlentheorie (i); 
Seminar. — Noether: Ditl'erential- und Integralrechnnug I (4)} Bestimmte Inte- 
grale und Fonrieisobe Reiben (8); Algebraische Fl&eben (2); Skwiinar. — Reiger: 
Astrophysik (1). — Wiedemann: Physikalisches Kolloquium; Übungen in Expe- 
rimentalvorirägen für Lehramtskandidaten i WehnelttTheoretischePhysiklli^l); 
Übungen ftlr Lehramtakaudidaten in Gemeinschaft mit Wiedemann. 

Freiburg. Lürotb, Analytische Geometrie des Raumes (4); Populäre Astro- 
nomie (2); Seminar. Stiekelberger, Analytische Oeometrie der Ebmie and 

Differentialrechnung (ö ; Funktionentheorie (3); Seminar. Löwy, Differential- 
gleichungen f'3'; über den Zahlbegriff '2 ; Übungen Weingarten, Einleitung 
in die Hydrodynamik (2). Seith, Elementare Geometrie der Ebene und des 
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Baumee (2). Könige berger, Optik mit Ubungeu (3); ürundlagen der Elektroneu- 
llieotie (1); Übungen. 

CMttlnfeiu KUtn, Elliptische Fnnktioneii (4); Seminar. Hilbert, DifferentiftU 

nnd lute^'ralrecliuung II mit Ülmiiijen '^yeleit^t durch Carath^odory) (4); Mechanik 
der Koutinua (4); Seminar. Minkowsky, Enzykloptldic der Elementar- 
mathematik (4); Invariantontheorie (2); Seminar. Hange, Darstellende Gcometrie(4}; 
Übungen dazu (4); Seminar. Prandtl, Ausgewählte Abachnitt» der Dynamik (8); 
S< uiiiiar. Zermelo, Klemento drr analytischen Mechanik (4); Mathematische Be- 
handlung der Logik (1). Carathüodory, Minimalprimipien der Mechanik und 
Phyeik (9). Herglots, EinfBhrasg in die analytiache Oeoinetrie des Raumes (2); 
Übungen im ntibietc der elliptischen Funktionen (2). Voijs't, HIektrodynamik (4); 
Kinetische 'I'hodrit' der Materie (2); .*'t'iinnaT. Ambronii. Methode der kleinsten 
(Quadrate (1); Bahnbestimmungen von Kometen und Planeten (3); Cbungeu dasu. 
Scbwarseehild, RotaÜoo und Fignr der Himmelskörper (3) ; Seminar. Wieebert, 
Physik des Erdkörper« und «einer ' »berfli'K he (3}; Ebbe und Flut und serwandte 
Phänomene (1); fJeophysikalisches l'raktiknin. K i fcke. Mathematisch-physikalisches 
Seminar. Abraham, Die partiellen Ditierentialgleichungen der mathematischen 
Physik (4). Brendel, Die mathematische Technik dee Versichemogawesens (S). 
Bose, Einführung in die mathematische Behandlung der Naturwissenschaften (3). 
Simon, Einführang in die Elektrotechnik; Elektrische und magnetische Jueise; 
Probleme der Telephon ie. 

GreiftiMrald. Thome, Elliptische Funktionen II (4;; Die hypergeometrische 
Funktion (9); Seminar. Engel, Differential- und Integralrechnung I (4); Übungen 

dazu ; Analytinrhe Geometrie des Ranmes f'»^ ; Theorie der Transformationgp'ruppen (i^ ; 
Seminar. Vehlen, Theorie der Ditierentialgleichungen ^d}; Übungen dazu. Mie, 
Theoretiffcbe Optik (4); übun^^cn dazu; Besprechung neuerer physikalischer Ar- 
beiten (mit Starke). Holtz, Mechanik nnd Molekularphysik (1); Statische und 
Gewilterelcktrizitiit (Ii; Physik der Gestirne r2\ Starke, Mathematische Er- 
gänzungen der ExperimeuUilphysik. Schreber, Die Kraftmaschinen ^2). Berg, 
Geschichte der neuem Physik. 

Halle. Cantor, DifferentiaU nnd Integralrechnung mit Übungen (6) ; Seminar. — 

Wan gerin, Partielle Ditterentialgleichungen und ihre Anwendung in der mathe- 
matischen Physik (4); Variationsrechnung -2); Splinrische Trigonometrie und mathe- 
matische Geographie (2); Seminar. — Gut^mer, Integralrccbnuug mit Übungen (5); 
Darstellende tieometrie mit Übungen (4); Seminar. — Eberhard, Algebra II (5); 

lungen dazu: Analytische Geometrie des Baumes (^•-':. — Hcrnntoin, Konforme 
Abbildungen tRiemannschc Fnnktionenlheorie'i (2); Wahrscheinlichkeitsrechnung 
mit .\nweuUuugeu (1); Praktikum der Versicherungsmathematik (2); Kursus der 
Herstellung mathematischer Modelle (8). — Buchholx, Höhere Geodäsie (3); 
Methoden di-r Bahnbestimumn^' der Planeten und Knuifti^n IV - I>orn, Theorie 
der Elastizität t;l>. — Schmidt, Theorie der Wärme (3); Übungen zur Physik 
elektrischer Schwingungen. — Walter, Festigkeitslehre (2); Eii^Ührung in dia 
Technik des Eiseubahnbaues nnd Betriebes (S); Mechanische Technologie der 
BanstotTo und ihre Verwendung >1); t^bungen im Maschinenlaboratorium. — 
Bcrndt, Einführnnfr in die Elektrotechnik {2}. 

Hannover. Kiepert, Differential- und lutegralxechnuug mit Übungen; 
yariationsrechnuDg. Stäckel, Differential- und Integralrechnnng mit Übungen; 

Analytisoho Geometrie der Ebene und des RaunieH. Petzold, Algebraische Analysis 
und Trigonometrie Hodenbergt Darstellende Geometrie, Weber, Mechanik. 
Rein her Iz, Geodii-sie. , 

Heidelberg. Königsberger, Höhere Algebra (4); Theorie der Differential- 
gleichungen (2); Yariationsiecbnnng (1); Seminar. Cantor, Diffisrential- nnd 
Integralrechnung (4); Übungen da«Q; Politische Arithmetik. K^lhler« Synthetieche 
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Geometrie (4). B5hm, Theorie und Anwendung der einfachen und rielfacfaen 
Integnle (S : Elementarmathematik (4). Valentla^y, Babnbestimmniig der 

Kometen und Planeten i3): Kaiiitel der Stellarastronomie Wolf, Kiemente dor 
Astronomie und mathematischen Geographie (2). Pockels, Theorie der Klektri'/.ität 
imd dM Ifognetismas (3); Übungen sor theoretischen Physik; Einführung in die 
Elaktioteobnik. Geophysik II. Weber, Die Grundlagen des Energieprinzips in 

elementarer Darstellung (2): Vektoranalysia, WisaenBchaftlicb - pboto;^raj)bi8che 
CbunL't^n KaliUiue, Kntladutij^' der Klektri/.itat in Gasen und Radioaktivität. 

Jena: Thomae: Bestimmte Integrale (4) ; Ditferentialgleichungen (4); Seminar. 
— HauSncr; Xategtalrechnung mit Übungen (5)t Ifathematiaehe Nfthecongc« 

methoden (8); Analytische Geometrie Av^ U uimeB (4); Seminar. — Frege: Fnak- 
ti nentheorie nach Kiemann 'f: Bopnfs -chritt (1). — Rau: Darstellende Geome- 
trie (4); Übungen dazu (^3); Mechanik i,4), — Knopf: Bturungsrechnung (3); 
JCedumiMhe Qudratnr (S). — Anexbaeh: Theotetitehe Optik (i); Binfllhmng 
in die theoretische Physik (2). — Straubel: Gtnndsflge der geometrisohea 
Optik (1). — Reich: Einführung in die Technik (1). 

Königsberg. Meyer, Analytische Geometrie II (3); Übungen dazu; Integral- 
rechsong (4); Analytische Meebanik (4); Seminar. — Sehoenflies, Theorie der 
Ditferentialgleichungen (4); Seminar. — Saalscbittx, über pseudo- elliptische 
Integrale III Gattung- mit den nötigen Entwicklungen ans dor Theorie der ellipti- 
schen Funktionen nach der Methode der Fundamenta Jacobiü ^2); Übungen zur 
Integralreehnimg. -~ Battermann, SphBriadie Artronomie (2); Methoden des 
wigsenschafllichen Rechnens. — Cohn, Theorie der Beobachtungsfehler (2); Aus- 
gewählte Kapitel der Himmelsmechanik i2). - Volkmann, Theorie der Elektrizität 
und des Magnetismus {ij; Mathc-matisch-phycsikalisches Seminar. — Schmidt, Die 
großen Pbysiker nnd ihre Letstongen. 

Kiel. Pochhammer, Analytische Geometrie der Ebene [3i; Theorie der 
Funktionen einer komplexen Variable (3); Seminar. Hefftor, Differential- und 
Integralrechnung II (4;; Übungen dazu; Einleitung in die Zahlentheorie (4>; Seminar. 
Weinnoldt, Darstellende Geometrie II (3). Kobold, Einleitung in die höhere 
Geodäsie (2); Geodlltische Übungen. Harzer, Uotationsprobleme der Mechanik 
des Hiuiujel.< 'S); Übungen im numeriKohen lieehnen. Kreutz, Tlieorie der 
speziellen Störungen (2); Übungen im aHtronomiHcben Rechnen. Großmanu, 
"nieorie der Refiraktion ;2V StrOngren, Bewegungen der Satelliten in onierem 
Sonnensystem (1); Mathematische Geographie (1). Lenard, Besprechung phjri- 
kaliscber Fragen 'init l'eckerV Weber, Kinleitun>j: in die tbeoretiache Physik i4); 
Meteorologie (l;; Physikalisches Kolloquium; Theorie ph^-sikalischer Mefiapparate 
mit Übungen. Beeker, Die geschiehtliohe Entwicklung der Blektrixitfttstheorieo, 
intbesondere die Marwellsolie Theorie. 

Lei|izlg. Neumann, Analytint he Me< lianik 'I : Seminar. Marer, Variations- 
rechnung ^4). Ilölder, Über die Grundlagen «1er Arithmetik and der Größen- 
lehre (2); Differential- und Integralreehnang (5); Seminar. Röhn, Anwendung 
der Differentialrechnung auf Raumkurven und Flächen (4); Invarianten ('_' ); Seminar. 
Hausdorfr, Zalilentheorie 1". Liebmann, Analytische Oeometrie iles Raumes 4 ; 
Übungen dazu. Bruns, Allgemeine Uimmelskundo ;4); Seminar für wissenschat'fc- 
liehes Rechnen. Peter, Anegewfthlte Kapitel der pzaktieehen Aetnmomie (2); 
Praktische Übungen auf der Sternwarte. Fischer, Einführung in die mathe- 
mati he Behandlun«,' der Naturwissenschaften. Des Coudren, Elektrizität und 
Magnetismus (Maxweiische Theorie) (4); Vektoranalysis (1); Seminar über Tbermu- 
dynamik; Physikalisches KoUoquimn (mit Wiener). Dahns, Elemente der 
geometrischen Optik; Allgemeine Stereoskopie. Marx, Kathoden-, Radium- und 
Höntgcnritrahlen r Ionisation der Gase Fredenhagen, KinetiBcbe Theorie des 
gasförmigen und Üüssigen Zustandes. Böttger, Pbasenregei und ihre praktische 
Bedentnog. Ottingen, Meteorologie. Scholl, Teehnisehe Krafterzeugung. 
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Marbvrf« Heutel. SynihetitclM Geometrie (4); Detetmineiiten (ß); Wahr- 
icheinliebkeitncchnuDg (l^; Seminar. KeomanB, Anwendungen der elliptischen 

Funktionen '3 : Yariationfirfchnnnp f^S'; t^lmnppn. v T'alwjgk, Analytische 
Ui^ometrie des Kaumes mit besonderer BerüclcsichtigUDg der Flächen 2. Urdnung(4); 
KrtnunoDgatbeorie ebener Kurven nnd kinematibebe (Tnterencbnngen Aber ebene 
Kurven (2); Ausgewählte Kapitel aus <1»'r Geodäsie, Topographie, Plftcbenebbildung 
und Kartographie (2); ri^irii^on dazu; Konstruktive Übungen über Kegolachnitte 
und Flächen 2. Ordnung. Juug, Flächentheoiie (3). Fueter, Integralrechnung;,!); 
Obungen dam. Eiebars, ErgKasangen nur £xperiaiental]Äiyiik$ Fbyeibalieebes 
Kollo. juiuni 'mit Feußner; t liungen zur theoretischen Physik mit Feut5ner\ 
Feußner, Theoretische Physik [i); Übungen dazu; Physikalisches Kolloquium. 
Ostreich, Mathematische (jieographie. Schulze, Hydrodynamik und Akustik {2); 
Anlaitniig aar Bereebnmig etafaeber pbyiikaliicber Aufgaben. 

miacbea (Teehaiicbe Hocbtobote). t. Dyck, BObere Haibematik I. mit Übungen; 

AiiiilytiHcliü Mocliiinik, Kinsterwalder, Höhere Mathematik III. mit t^hnnirrn; 
Theorie der gerichteten Größen (Vektoren) mit Übungen. — v. Dyck und 
Finsterwaldcr, Mathematisches Seminar (Colloquium). — v. BraunmOhl, 
Grundzfige der bOb««n Mathematik (für Architekten ond Chemiker) mit Übungen; 
Pp^jcktivisch'' * Iriinietrie in Hynthetif>('her Tleliandlung mit Übun^L'on; MatLematisch- 
historisches 6emiuar. — Burmester, Darstellende Geometrie I. mit Übungen. — 
H. Scbmidt, Vennetsungskunde I. mit Praktikmn; LandeBvemeeraBg; Kataeter- 
technik; Geodätisches Praktikum III; Kartieruugsübungen. — F9ppl, Tecbniicbe 
\rcH hanik Tl. ^'raiihische Stfitikj unrl III. (FestigkeitBlehre); Übungen zur f^mphii-chen 
Statik. — Bischoff, Ausgleichungsrechnung (Praktikum); Mechanisches und 
graphiiehee Reebnen. — Kntta, Elementare Mafhematik; Trigonometrie mit be- 
Honderer Berücksichtigung des Stutliums der Vermeeanngnngenienre mit Übungen; 
AlgeV^raische Analysis; Wahrscheinlichkeitsrechnung. — Ewern, Einführung in 
die Vektorentheorie und Anwendung derselben auf physikalische Probleme. — 
QroAmann, Elemente der Aatronoinie. — SehrSter, lledianiBehe Winneiheorie 
(Technische Thermodynamik) mit t.bungen. ~ Fischer, Ausgewftblte Kapitel 
der Physik (Entwicklung der GrundbegrifTc und Grundgesetze). 

München. Lindomann, Theurie derFunktioiuni einer komplexen Variableu (4); 
Anwendungen der Infinitesimalrechnung auf die Theorie der Kurven und Fluchen 
im Kaame (4); Über Tranaformationsgruppcn (2); Seminar. Voß, Algebra (4); 
Tbewie der algebraischen Kuneii i4 ; Seminar. Pringsheim, Differential- 
rechnung 5'; Zublentlieorie (4). Döhleraanu, Darstelleiidf Geometrie- T ; 
Übungen dazu; Liniengeometrie in synthetisch-analytischer Behandlung '^4;. 
T. Weber, Analytiiebe Oeometarie der Ebene (4); Übuigea dam; Integralrecbnong 
mit Übungen (4). Korn, Potentialtheorie und Kugclfunktionen (4). Brunn, 
Mcngonlflirp 'l\ TTartopi», .\usgewfthUe Kajntel au.^ der Funkttononthrorie (2). 
Küutgen, PhvHikalisches Kolloquium. Grütz, Analytische Mechanik '5;; Über 
die Fortaebritte der esaktea Natuxwisaeatehaflen. v. Seeliger, Meobanik dee 
Hiintiu lri I t ; AHtronomi-^i lu g Kolloquium. Donle, EiofBbruag in die eldto>- 
magnetische Theorie des Lichtes (2). 

Münster. Killing, Synthetische Geometrie 4'; Analyti!^L■1H' GooiiH'trie II (,4); 
Cbungen dazu; Seminar, v. Lilienthal, Differential- und Integralrechnung II (4); 
Fnnktioneatbeorie (4); Seminar. Dehn, Heebaaik II (4); Darstellende Oeometrie 
mit übungm (8). PI aß mann, Orts- und Zeitbestimmung (2;; Übor den Mond (2); 
Zeltrcohnimp und Kali iuli rkiiiule 2 •, übnngen im astronomi sehen Beobachten und 
Kechnen. H ey d w e i 1 1 e r , Elementar-mathematische Ergänzungen zur Experimental- 
pbyatk; Phytikaliaobes nnd «diemiiebei Kolloquinm. Koaen, Tbeoietiicbe Optik (ö); 
Übungen in Deinonstrationsversucken und in Anfertigung einfaeber pbyaikaliseher 
Apparate; Übungen zur Optik. 
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Bostock. Staude, Theorie der analytischen Funktionen (4); Differential- und 
Lttegralrechnung (4) ; Seminar. D i e t o r i o i , Einleitung in die thecff^tieche Physik (8); 
Praktikum für Hatheinfttiker (8); Fhynkaliachet Seminar (8); Kftmmell, Potentini- 

theorie Ii. 

Strattburg. Beje, Geometrie der Lage {Hf, Analytische Mechanik (2); Seminar. 
Weber« Differential- und Integralrechnung (4); AnireiidungeD der dltptiiohen 
Funktionen auf Algebra und Zahlen theorie (2); Seminar. Wellstein, Aniüytiadie 

Dreiecksgeometrie f2i ; Eiulcitnng in die nrui>ppntheorie (H); Seminar. Timerding, 
Analytische Geometrie der Ebene ^ä); L bangen dazu; Hydraulik (1); Darstellende 
Geometrie I (8); Übungen dasn. Epstein, Die hypergeometriaehe DiffexentiaU 
gleichung (2). Simon, Geschichte der Mathematik im Altertum in Verbindung 
mit Kulturgesrhichte — Mathematisches Kolloquium. — Becker, Theorie der 
speziellen Stiftungen und der Bahuverbesserung (2); Übungen dazu; Theorie der 
Ansgleidrang der Beobaehtangafohler (1); Aetronomisehee Kolloquimn; B»> 
oLachtiinj^on. Wirtz, Eipführung in die Theorie der Oezeiten uud verwandter 
Phänomene (1); Theorie der Refraktion (1) Braun, I'bysikalidcbes Kolloquium. 
Cohn, Elektrizitätslehre (4;. Ilcrgesell, Physik der Erde; Meteorologisches 
KoUoqumn. 

Stnttgart. Renechle, KnrvendiskuBBion (i): Analytisehe Geometrie dea 

Kanmes (2): t bungen dar,»; Ausgewählte Kapitel aus der neueren analytischen 
Geometrie der Ebene und des Kaumes (3); Differential- und Integralrechnung (2); 
Übungen daen (8); Seminar. Mehmke, Darstellende Geometrie (4); Cbnngen 
dazu (6); Vektoren- und Punlitreehnunj^ '3'i; f'hmi^en dazu (1); Seminar. 
BretBchneidcr, T'opetitioncn in niederer Mathematik cji Wölfling, Elemente 
der Ditfereutial- und Integralrechnung mit L bungeu ^4;; Uübere Algebra (3). Roth, 
Sehattenkonfltntktiram nnd Beleaehtangsknnde (4). Stflbler, Niedere Analyma (1); 
Auflösung ntirnerischcr OIcichuni,'on (1) v. Autenrieth, Technische Mec!innik iC>); 
Übungen dazu (2). Hammer, Praktische Geometrie I (4); Ausgleicbungsrecbuung 
nach der Ifethode der klmnsten Quadrate (2); Astronomische Zeit- nnd direkte 
gcogiaphieche Oitebestimmung (8). Hohenner, Praktische Geometrie I; Trigono- 
metrie mit Übungen fl); Kartenprojektinnen (l^i; Übungen dü?-! 1 : Kataster- 
messungen (2^; Markscheidekunde (3). üeer, Plan- und Gelände/.eichnea (4). 
Koch, Tbeoretifloha Physik (8); Ifeteorologie (l). Lang, EUAftnmiagnetiiehe 
Schwingungen (8). 

Tharandt. Kunze, Forstmathematik (8). Weinmeister, bfinitesimal- 
rechnung II mit Übungen (4); Mathematiaches Kepetitorium (2). 

Tübinnron: t Brill: Kinführnuir in die höhere Mathematik (4); Vh^t nicht- 
starre Systeme und die Mechanik von Hertz (3); Seminar. — v, Stahl: Höhere 
Algebra (8); Elliptische nnd Abelsehe Funktionen (8); Seminar. — Maurer: 
Höhere Anlysis H (3); Übungen dazu 1); Pphäriscbo Tri<;(inometrie 1); Übungen 
dazu 1^1). — Waitz: Theorie des Lichtes (3); Übungen dazu (2 ; Meteorologie 
nnd Klimatologie (1). — Sommer feldt: Einführung in die Kristalloptik (1) — . 
Gans: Theorie des Schalls (8). 

üVilrzburg. Prym, Theorie der Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen (4); Im Proseminar: a) Zahlentheorir j •. Ii Einführung in die analytische 
Geometrie der Ebene, gemeinsam mit dem Assistenten (4). Im Seminar: Über 
di« FunktiOBen einer reellen yerftnderiichen (8). — Rost, Algebra (4); Dar> 
stellende Geometrie I (4); Analytische Mechanik I (4); Variationsrechnung i2 i. Im 
Proseminar: a) Übungen ant; ilcr anaiv tii^chen und der synthetischen Geometrie '2); 

b) Übungen aus der darstellenden Geometrie, gemeinsam mit dem Assistenten 1^4); 

c) Elemente der Detenniaantentheorie, dnrdi den Assistenten (2) ; d) Ausgewähltes 
Kapitel der Elementarmathematik, durch den Assistenten 2l Im Seminar: An* 
leitong zu selbständigen wissenscbaftUchen Arbeiten. — Seitz, Theorie der 
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elMtiidieii KOrper (2). — Pftnlv, Bioehonie IL Teil (1). — Hftrms, AusgewiUte 
Kftpitel der theoretischen PhyBÜc (I). Übungen dam. 

Zürich. Btirkhardt, Elemente der Differential- und Tntepralrechnang i^'i; 
üewöhniiche Ditlerentialgleichangea (4>; Seminar. Weiler, Analytische Geometrie 
mit Obnngen I (4); Oaretellettde Geometrie mit Übungen I (4); Mathematiiche 
Geographie (2). Gabler, AlgebraiRcIio Analvsti» (-2); Determinanten (1); Sph&rieche 
Trigonometrie (1). Wolfer, Eiiileituug in dio Astroiiomie (3); übuiiwn dazu; 
Bahnbeatimmung von Planeten und Kometen ^2). Kleiner, Theoretiüche i'hysik (2). 



4 PwBonahiAelurlolitai. 

Sraemnuigen, Aim6i<dmii]igeii usw.: 

Hofrat Alfred Ackermann-Teubaer in Leipzig wurd« tob der Philo- 
sophischen Fakultäit dt r Uuiversitit GreifswaM g< legen tl ich ihrer 
4öOjtthrigen Jubelfeier <*hri nhalber zum Doktor der Philosophie ernannt 
„. . . nnnr mathematicis lihris »'ditis ( sidf-m officjiui ut non solum in Germania 
sed in toto fere terrarum orbe piimuni obtiueret locum iudustria et consilio 
consecotam fatttoFem adentiae matliemfitieae et liberaleim et MpieDtem**. 

ProfesfOT Dr. Finsterwalder in jlffinehen wurde cum Ehrenmitgliede der 
schweizerischen naturf'orsch enden Gesellschaft ernannt. 

Professor l'r. .1. Frnn/, Dirpktor der Sternwarte zu Breslau, wurde Slun 
Mit'^lif'li' der lio^-al Asironomical Society gewählt. 

Dr. Groliinann, Privatdozcnt für Astronomie au der Universitilt Kiel, wurde 
zum Obsenrator der Kommiesion für internationale Erdmessung bei der 
Akademie der Wissenschaften in München ernannt. 

Dr. J. Ivey wurde zum ao. Professor der Mathematik und Astronomie an 
der Tulauer Univfrsitat ernannt. 

Professor P. A. Lambert, ao. Professor der Matiicmatik an der LebigU 
Universität, wurde zum o. Professor daselbst ernannt. 

Professor A. E. SIeake, ao. Professor der Mathematik an der Lebigh Uni- 
versitilt, wurde zum o. Prof«'bSor daselbst hetiirdert. 

Plfofcssor Dr. E. Müner an der Technischen Hochs' linlc in Wit n hat einen 
Ruf an die i echuische Hochschule iu Charlotteuhurg abgelehnt. 

Professor Dr. Röutgeu hat eineu Ruf als Nachfolger des verstorbenen 
Prof. Drude zum Direktor des Physikalischen Instituts der UniversitSt 
T?<Tlin abgelehnt. 

Professor Dr. G. Scheffers an der Technischen II>K-livchnle in Darmstadt 
wurde zum o. Professor der darstellenden Geometrie lals Nachfolger von 
G. Hauckj au der Technischen Hochschule zu Charlotteoburg ernannt. 

Professor Dr. A. Sommerfeld in Aachen wurde zum o. Professor für theo- 
retische Physik an der Universität München ernannt. 

Professor Dr. P. Stockei an der Technischen JIo- Iis hule in Hannover wurde 
zum korn*spondir>reudcn Mitgliede der Gesellsdiaft der Wissenschaften in 
Güttingen gewühlt. 

Professor £. Weiß, Professor der Astronomie an der Universität Wien, wurde 
zum korrespondierenden Mitgliede der Akademie der Wissenschaften in 

Paris gewUhlt. 

Professcr l'r. Weiiirnei.«;ter wurde für das Studienjahr 1906/07 zum Bektor 
der Kgi. Forstakademie zu Tharandt gewählt. 
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Habilitationen : 

Dr. Adler, Privatdozent an d.>r Deutschen Tcclmiscben Hoi-hscbulo in Prag, 
ist als Privatdozent für ilarät^Ueude Geometrie an ^lie Technische Hoch- 
schule in Wien übergesiedelt 

Dr. K. Bopp hat sich an d«r ümversität Heldelberg ala PriTatdoaent ftbr 
Mathematik habilitiert. 



5. Veraischtes. 

Von Lamontsohes Stipendium für die Jahre 1907, 1908 und 1909. 
Aas den Kenten der von Laniontschen StipenJiuu-Stittung kommt demnächst 
räi Stipendiiiiii zu 2100 Mark aur Veileihung. Die Stiftung ist bestimmt, 
in erster Linie die Heranbildung junger Gelehrter im Fache der reinen 

Mathematik, der Physik und der Astronomie zu fördern. In zweiter Linie 
kann das Stipeinlium aiah zur Förderung do.s höheren Studiums dtr Natur- 
wissenschaften überhaupt jungen Ch<*mikern, Mineralogi'n , Botanikern oder 
Zoologen verliehen werden. Des Stipendium wird auf drei Jahre verliehen, 
jedodi soll nach den ersten drei Jahren derselbe Bewerber, wma er vor- 
sllgliche Leistungen naehznweisen imstande ist, um fernere Beibehaltung 
smnes Stipendiums bis höchstens drei Jahre nachsuchen können. Die Be- 
werber müssen an der Münchener Universität immatrilnilii i f . i,a'1ii)i> iie Bayern 
und kathulischer Religion sein vmd nach Volieniung dtr uligemeinen 
Universitätsstudieu die mathemathischen Disziplinen, d, h. die reine Mathe- 
matik, die Phywk oder die Astronomie snm Beruf gewihlt haben oder 
eveDtuell dem höheren Studium der Chemie, Mineralogie, Botaoik oder Zoo- 
logie sich widmen. Jeder Bewerber muß eigene Arbeiten, die sein Talent 
bekunden, oder wenigsten? eine schriftliche Erklärung von einem kompetenten 
Gelehrten vorlegen, worin ihm bezeugt wird, daß er die Fähigkeiten, den 
Fleiß und die Ausdauer besitze, die nötig sind, um eine höhere wissen- 
schaftliche Ausbildung zu erlangen. Die Stipendiaten sollen in der Regel 
am Sit/f iler Münchener Universität sich aufbalten und immatrikuliert 
bleiben, doch können die Stipendien mit besonderer Bewilligung der philo- 
sophischen Fa killt. ir und d»»s akadomisrhon Senats zu Reisestipendien benutzt 
werden. Gesuche sind auf der Müncheuer Universitätskanzlei längstens bis 
31. Oktober L J. einzureichen. 



Literamclies* 
t Motiien und Beepreohiuigtiu 

Die Kultur der Gegenwart. Ihre Entwicklung und ihre Ziele. 
Herausgegeben von Paul Hinneberg in Berlin. In 4 Teilen. Jeder Teil 

in m»'hreren Abteilungen. Leipzig und Berlin, B. G. Teubner. 

Teil I: Die ffeiBteswiasenschaftlichon Knlturj^ebiete. 1. TTillft»* Rfligiou und Phi- 
losophie, Literatur. Mu8ik und Kuuat t^mit voraugehcudoi Einleitung zu 
dem Gesamtwerk . 

„ U: Die geistesvriasenBchsftlichen Kultuigebiete. 2. HUfte. Staat und Geaell» 

Schaft, Eechi und Wirtschufl. 
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Teil III: Die uaturwi»BCU8cbaftlicbea Kulturgebiete. Mathematik, Anorganiscbe uud 
Organiscbe NaturwiBgenechaftcn, Medizin. 

„ IV: IHo tcoliiii-rhp'; K1ll^:^^^'lJIete. Bau Techiiilc, Maticliinen -Technik, In- 
duölricUe leciuuk, LandwirtBciiaftliehe Techuik, Handclss- und Verkebrs- 
Tecbnik. 

[1 und II haben zu erscheinen begonnen, III und lY sind in Torl^ercitung.] 
Ks ist ein Riesenwerk, vou dem hier iler erste Ausschnitte^ fertig dar- 
geboten wird. Die Kultur der Gegenwart^ ihre Entwicklung und ihre Ziele 
soll es duatdlen in vier Teilen, von denen die ersten beiden die Geistee- 
wiasenschaften, die folgenden NaturwitBenaefaeft und Technik umspannen 
werden. 

Sfhon die Fnssun«: '1"^ Titels deutet an, daß es sieh hier nicht um 
eine Enzyklopädie des W i-seus, eine Aufstapelung toter Erkenntnisse und 
Notizen handelt: vielmehr soll das Werk mitten hineinführen in das Werden 
nnd Wachsen unswer Knltnrscbfttze nnd -ansdiauungen, soll leigen, wie 
sich l>ei der wissenschaftlichen Arbeit auf allen Gebieten die Ausblicke und 
Ziele verschieben und weiten, und damit auch den Einzelforscher in seiner 
Kleinarbeit zur Selbstbesinnung und 7um scharfen Erfassen und Wieder- 
durchdenken der größten und höchsten Aufgaben seines Tuus einladen. Nur 
Toren kSnnen im Ernste die Spesialisiening beklagen, wie sie heutzutage 
auf allen Gebieten der l/f^ssenschaft eingetreten ist : ohne die Spezialisierung 
ist nirgends ein Fortschritt möglich, sie hat sich mit der Notwendigkeit 
eines Naturgesetzes tlbcrall durchgesetzt, weil sie auf der Beschrilnlvtheit 
der Kraft des einzelnen beruht. Aber sie trägt auch ihr Korrektiv in sich 
selbst: wie sie die Kooperation akademischer Körperschaften für grofie 
wissensehaftliche Unternehmungen henrorgelockt hat und noch zu immer 
weiterer Ausdehnung bringen wird, so zeitigt sie von selbst das Bedtbrfois 
nach zusammenfassenden, verbindenden Darstellungen aller Art, wie sie 
denn jii anrh heiit^' auf allen Hebieffn des Wissens in früher nie geahnter 
Zahl uud Lmräuglickkeit geschahen werden. 

So ist auch das ▼orliegende Werk, das alle die einseinen Gebiete za- 
aammenfasseu soll, selbst ein Erfordernis der Fortschritte der Kultur, die 
es schildern will. Ari-tofeles hat einst die griei-hisclie \md damit die heutige 
Wissenschaft liro^rüudet, indem er seine Schuler und Nachfolger hinaussandte 
au die Einzelarbeit auf den verschiedensten Gebieten des Forschens und 
Brkennens; heute werden mnmal die Vorkämpfer aus den unterdes so viel 
aahlrvieher gewordenen FroTinsen zurück- und zusammenberufenf um zu be> 
riditen, was gewonnen worden ist, wie es erkSmpft wurde und wohin die 
neuen Züge gtdien sollen. 

Aber konnte t',n Mann seinerzeit schon die Arbeiter hinaussendeu auf 
die weiten Felder, wer durfte heute hoffen, die zweihundert (denn so viel 
ungefthr werden nötig sein) för dieaee Werk zusammensuwerben: sollten es 
doch alle nicht n\xr gereifte Forscher sein, sondern Führer und Pfadfinder, 
die auch über die neuen Ziele ihrer Wissen.schaft das ^Vort zu nehmen 
imstaude seien. Die Autorität cit^fs allseitii.,'en (iehdirten konnte nicht den 
Werberuf vertreten; nicht einmal ein Leibniz besaß uuch die Universalität, 

P Teil 1, Abteilnng '^^II, die griechi.>.che und lateinische Literatur und 
Sprarhe von U. v. Wilamowitz-Möllendorff, K. Krumbacher, J. Wackor- 
Dugel. Fr Leo, E. Iforden, F. Skutsoh. [VD, 464 8.] 1905. geh. J( 10.—, 
geb. Jt 18.—. 
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die in diwem W^ke uvspannt wird. 80 konnte nur der Gedanke selliet, 
die grofie Bache, die Fahne werden, mn die sieh alle acharten. Wahrhaftig, 

es gehörte ninmiermüder Mut dazu, unter solchen Untständen den Oedanken 
dieses Werkes antzndenken, ihn Pliui fesfzult'fTen. (Hf^ Mitarbf^iter zn sammeln; 
wir «rlauhen es dein rührigen Ht'rllusg(>l)^'r gerne, daü «las Werk erst „nach 
langjährigen Vorbereitungen auf Grund zahlloser Konlereu/eu und Korrespon- 
denxen** in Angriff genommen worden ist. Und wir dfirfen stolz darauf 
sein, daß es wieder Deutschland ist, wo ein solcher Riesenbau geplant and 
ansgefahrt wird, daß noch heute in Deutschland grofie Oedanken ihre 
einigende Kraft in solcher Weise Tin hewJthren vennf'pen. 

Merkwürdigerweise sind es die „klassischen" Philologen, die zuerst mit 
ihrem Anteil hervortreten. Und man darf es — um das gleich vorweg zu 
nehmen — ruhig aussprecht!: wenn die noch ausstehenden Teile des Ganzen 
gleich grofixfigig, anregend und genuBbringend ausfallen, wie dieser Band 
auf die Arbeiter seines Gebietes und weit darüber hinaus zu wirken vermag, 
so wird das große Werk die kühnsten üoffhungen seiner Urheber und 
seiner Leser erfüllen 

Die Torstehenden, einer in der Beilage zur Allgemeinen Zeitung Nr. 32, 1906, 
erschienenen Besprechung Ton Fr. Vollmer entncnnmenen S&tze kennseichnen 
in trefflicher Weise die hohe ßcdeutung des Gesamtunternebmcns der „Kultur 
der Gegenwart" wie der ])ish«T fertig gestillt, 11 Bünde. ^) M^ge es dem 
Herausgeber gelingen, die mathematischen, nimirwissenscliaftHfhen und tech- 
nischen Abteilungen in einer Weise auszugestalten, die der außerordentlichen 
Bedeutung dieser Zweige für die Kultur der Gegenwart voll entspricht. Vor 
allem ist es freilich Aufgahe der Fachkreise, zur SrrNchung dieses Zieles 
beizutragen und dahin zu wirken, daß die genannten Wissenschaften in dem 
umfas'senden Unternehmen so dargestellt werden, daß nichtfachmännisch ge- 
bildeten Kreisen öin wahrer Maßstab für die Beurteilung der Bedeutung der 
einzelneu naturwissenschaftlichen und technischen Gebiete, ihrer Leistungen 
und ihres Knltnrwertes, dargeboten werde: Es gilt, eine Mission zu er* 
fidlen. G. 

Die pli^äikaliaoheu Institute der Uuiversitat Güitmgen. host- 
Schrift im Anschlüsse an die Einweihung der Neubauten am 9. Dezember 
1905. Herausgegoben von der Göttinger Vereinigung zur Förderung der 
angewandten Physik und Mathematik. Mit -/.ahlreichen Abbildungen und 
Tafeln. [IV, 200 8.] gr. 4. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Den unmittelbaren Anlaß zu der Vpr("ffentlirdninf' dieser Sehrift bildete 
das Fest der Einweihung der neuen physikalischen Institute in Göttingen. 
Es ist darin zun&chst eine Beschreibung dieser Feier enthalten mit den 

1) Aufler Teil I, Abt. VIII sind noch erBcliieiien: Teil I, Abt. 1: Die allgemeinen 
Grandlagen der Kultur der Gegenwart. Bearbeitet von: W. Lexia, Fr. Panlson, 
G. Schöppa, A Matthias, H. Gaudig, G. Kerechensteincr, W. v Dyck, 
L. Pallat, K Kr lepelin, J Lesaing, 0. N. Witt, (i. Göhlcr. P. Sehlen tli . t, 
K. Bücher, lt. rietBchmaun, F. Milkau, H. Diela. [XV, 671 S.] 1906. 

Ssh. JC 16. — , geb. MIB. — . — Teil I, Abt. 4: Die christliche Religion mit 
inschluß der israelitisch -jüdiachen Religion. Bearbeitet von: J. Wellbaasen, 
A. Jalicher, A. Harnack, N. Bouwetsch, K. Mfiller, F. X. v. Funk, 
E. Troeltsch, J. Pohle, J. Mansbach, C. Krieg, W. Herrmanu, B. Seeberg, 
W. Faber, H. J. Holtsmann. [XI, 75S S.] 1906. geh. JC W.—, geb. JC 19.^. 



uiyui^ed by Google 



458 



Liteiarischea. 



dabei gehaltenen Anspracben des Kurators der UniTersitAt, des Prorekto», 

des Dekans der philosophisch «'ii Fakultät, der beiden Vorsatitetiden der 

rtöttinj^or Vpvf^inigiing zur Fönlenrng der atigpwnndtpn Physik und Mathe- 
iiKitik. Eiue < ielcjzpnheit der Feier von der Göttioger Vereimpuntr an 
Herrn Ministehaldirektor Althoff gericbteto Adresse ist gloichiaüs ihrem 
vollen Wortlaute nach mitgeteilt. Einm «weiten Teil der Scbrift bflden 
die Reden, in welchen die Direktoren des physikalischen Institutes fiber 
seine Cieschichte und üher seine Aufgaben berichtet haben. Daran schließen 
sich die Beschreibungen des ncttpn physikalischen Ilauptinstitutes und des 
Institute» für augewandte Elektrizität. — In den ßeUcn der Institutsdirektoren 
wurde der Hatiir der Sache nach Ton der Ausdehnung gesprochen, welche 
der ünterricfat auf dem Gebiete der Physik und auf den angrenxenden 
Gebieten der Mathematik an der Universität Güttingen im Laufe der 
letzten Jahr*» gcwonneTi liat. Ks Ing nahe, die kurzen Andf titungf^n joner 
Heden durch auslühriichere Mitteilungen der betHligtrn Tnstitutsdirektoivn 
zu ergäuzeu. Diese Berichte über die Institute für angewandte Matbi;mauii 
und Meebanik, fBr physikalische Chemie und für Geophysik bilden einen 
dritten Teil der Schrift. Sie gibt so einen vollstUndigen Überblick über 
die Entwicklung des physikalisclif n Studiums nn ilor rniversitiit G>'»ttiniren, 
der vielen willkommfm soiu wird, welche jener Entwicklung mit Interesse 
gefolgt sind. Den bchluü der Scbrift bilden einige Daten über die Ent- 
wicklung der Göttinger Yereinigung. 

Gdttingen. E. I^oke. 

Vorlesungoa über Difforontial- und Integralrechnung von Emanuel 
Cauber. I. Band. 2., sorgtültig Uurchgescheno Aufli^e. Mit 115 Figuren 
im Test [XIV, 660 S ] gr. 8. Leipzig 1906, B. G, Teubner. geb. ^12.—. 

Es sei hier darauf hingewiesen, dafi das bekannte und von den 

Studierenden gern gebrauchte Lehrbuch der Differential- und Integralrecbnung 
von E. Czuber in zweiter, sorgfältig verbesserte r Auflage erschienen ist. 
Die Gesamtanlage de?? Wrrkns i^t dieselbe gehlidniu und es sind nur 
kleinere Erweiterungen vorgeuoinnien. Der Studierende tindet hier einen 
zuverUssigen und geschickten Führer in das grundlegende Gebiet der 
Analysis. Die Auswahl der Betspiele ist mit Sorgfalt getroffen, und es ist 
eine gewisse Viels- itigkeit der Anwendungen angestrebt. 

In den bekannten Lehrbüchern der Infinitesimalrechnung ist die Darstellung 
eine dogmatische. Eine Keihe von Lebrsät/.en wird bcwioscu, eiue größere Zahl 
von Anwendungen werden gemacht. Dagegen fehlt es an dem Entwickeln 
ron Fragestellungen, welche xu diesem System von Sitzen flihren kannten. 
Die von Ostwald empfohlene und gewiß vorzügliche Methode ist, die 
historische Entwicklung des Gegenstai\<lt s in tlic Darstellung zu verflechten. 
Indes führen inflinr'- Wege 7.\\ dem>;rlljFn /.icl, Z B. dürfte eine stHrkere 
Berücksichtigung der vun F. Kleiu in seiaer Vorlesung über Anwendimgen 
der Differential" und Litegralreehnung entwickelten Ideen gleiohiklls zur 
Belebung des Interesses am Gegenstande di< tu ii. 

Diese Bemerkungen «ollen nii bt <1* n Wert t iiu s Buches wie des 
C/uberschen herabsetzen. Miin wird ein solches Buch nach dm Vorzügen 
schätzen, die es besitzt, und nicht nach Wünschen, die man erfüllt sehen 
möchte, aber eine weitere Belebung der Darstellung der Inflnitesimaliecbnung 
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miifl heute um so dringender gewflnscht werden, als ne die VoransBetKung 
der angestrebten Ausdehnung des Unterrichts in derselben auf weiters 
Kreise bildet. 

HaUe a. S. Felix Bbbmstbim. 

Iiea BoxBtom den Thitforiea Physiques. — Les Originea de la 
Statique par F. Duhem. — Tome Premier. Paris 1905, A. Hernnaan. 

Das vorliegende Buch bedeutet einen ^linkstoiii in den Forschungen 
über (Jescbifhte (Ipt Mechanik. Der Verfasser hat uns mit einer Darstellung 
der Geschichte der Statik im Mittelalter beschenkt, m der wir init Kpochen 
dttr Entwiekhmg ▼ertraut werden, von denen fabher so gut wie niehb bs' 
kannt war. Dieie neuen Si^lmisse dfirftm weit Uber den Kreis der 
engeren Fachgertossen Interesse erregen. Sie waren naMrlich nur dadurch 
zu gewinnen, daß der Verfasser auf Entdeckungen nltor Winke in den 
Bibliothokfn nuspregangen ist, daß er Srhriftsteller wirdf-r ans Licht ge/o^ftn 
hat, die schon seit langem in den Lehrbücliern und Schntten über Statik 
nieht mehr genannt worden waren. 

In diese Genesis seiner FoisehuBgen wird der Leser durch die Anlage 
des Buchrs mit hineingezogen, indem anfangs die Dai>t eilung durchaus auf 
der bekannten historischen Basis beruht, dann aber durch die hinzukommenden 
neuen Kntdeckungen schließlieh auf ganz neue Grundlage gestellt wird. Diese 
Methode ist nicht gerade vorbildlich man muB sidi daran gewGhnen, daft 
auf Seite 200 verworfen wird, was auf Seite 100 gepriesen wird — , aber einem 
geistniehen Sdn-iftsteller ist viel erlaubt, und der Leser wird in einer Weise 
cum Zeugen dor Forschertütigk^it cfpmaebt. rlio einen seltenen Reiz ausübt. 

Analysieren wir ein wenig den rtichen Inhalt des Werkes. Im An- 
schluß an die gangbaren Darstellungen schildert zuerst der Verfasser in 
kurzer kompakter Darstellnsg die Leistungen des Aristoteles, des 
Archimedes, des Leonardo da Vincif des Cardani. Aber hier be- 
Cfinnt schon die Tiistr iler imvorgesehenen Entdeckungen. AlljjinK'ir hatte 
man angenommen, daß das bewundernswürdige Wprk de«; Le<»iiardo da Vinci 
seineu Nachfolgern unbekannt geblieben sei. Dies ist aber ganz, und gar 
nieht der Fall gewesen. Cardani und Benedetti haben es im 16. Jahr- 
hundert auf das eifrigste benutzt. Insbesondere entnahm Cardani daraus 
seine besten Gedanken über die bewegende Kraft der Maschinen und die 
Unmfl^lirhkeit einer peq>etuierlichen Bewegung. .Nftclubni diese Fest- 
steilung gemacht war, schien es nun natürlich und einfach, den W'eg der 
Entwicklung bis zu Galilei und Newton w«ter su verfolgen. 

Aber eine unerwartete Entdeckung durehbricbt zum «weiten Mal den 
Qang der Darstellung. 

Tartaglia, dessen Xame mit der Geschichte der Entdeckuiiff der 
Lösung der Glpifhinig dntten Hradps verknüpft ist, enveist siuh als der 
Verfasser einer sehr interessanten Schrift, in der ein Spezialfall des Satzes 
vom Parallelogramm der Kritfte abgeleitet wird. 

Er definiert den BegriflF der wirkenden Sehwere eines Körpers auf der 
geneigten Ebene und bestimmt dieselbe vullkommen richtig. Aber diese 
schöne Entdeckung war ein unverschilmtes Plagiat, me sein wissenscbaft- 
licher Gegner Ferrarri autdeckt. Sie gehörte einem Schriftüteller des 
Xm. Jahrhunderte: Jordanns Nemorariaa. 
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Der Name des Jordanns Nemorarius ist in der Geschichte der 
Mathematik wohlbekannt. Er ist der große Erneuerer der Algebra, der 
Begründer einer gelehrten Tradition, die für die nächsten Jahrhunderte maß- 
gebend ist. £r inaugiert die Epoche der mathematischen Klostergelehnsam- 
keit. Zu den salüreiidieii Hypothesen über seine Person und Herkunft fügt 
Dnhem eine nene: er soll ans Nemi gebflrti^ gowesen sein und wftre da- 
mit als Italiener anzusehen. 6o bekannt die St«'llung des Jordanus in der 
Gescliichte der Mathematik war, so unbekannt war sie in der Geschichte 
der Mechanik. Duhem hat zuerst die Sehriften des Jordanns ., super 
demonstraliuaem ponderis'' wieder iu die üund genommen, vou der sich 
Bwei Exemplare in der Bibliotfa^iie Nationale, eines in der Bibliotile^ne 
Masarine befanden. Die Lektfire derselben fahrte zu einer völlig un- 
erwarteten Folgerung. Jordanus hatte nicht nur durch die Hand der 
Araber die Wissenschaft der Hellenen empfangen, sondern er hatte die 
Statik um ganz neue Gesichtspunkte bereichert. 

So hatte er das Hebelgesets ans folgendem Postulat bewiesMi, in dam 
man die Keime des Prinxips der virtuellen YerSnderangen erkennen wird: 
Es erfordert Reiche Kraft, um venHdiiedene Gewiebte zu heben, wenn die 
Gewichte sieh Tinifn'Vchrt wie die unendlich kleinen Hnhhtthen verhalten 

Nachdem Duhem erst eiimial auf die Entwicklung der Statik im 
Mittelalter aufmerksam geworden ist, folgt nun Schritt fUr Schritt die Auf- 
deckung des ganzen Zusammenhangs. Albert de Saze entwickelt 1350 
die Theorie des Schwerpunkts und yerfftUt ebenso im 15. und 16. Jahr» 
hundert den Plagiatoren. 

Kin ganz besonderes Interesse dürfte es aber erregen, daß aucli das 
Werk d<>s Leonardo da Vinci nicht so isoliert auftaucht, wie es bisher 
erschien. Wir verdanken Duhem die Bekanntsohafb mit einem anonymen 
SchxiftsteUer, dta er den Vorläufer des Leonardo nennt und der die 
Wissenschaft durch so bedeutende Ideen, wie die Definition des Drehmoments 
bereiehei-t hat. Er hat außerdem zuerst das Oleiohgewicht auf dw schiefra 
Ebene bestimmt. 

Leonardo da Yinci erweist sich als abhäugig von der Schule, die 
Jordanus begründete. Der Einfluft UBt sich direkt aus dem Vergleich mit 

dem Buch des Blasius de Parma nachweisen, welcher eine Darstellung 
der Mechanik geliefert hat, din Leonardo benutzte Erst im 16. Jahr- 
hundert erfolgt die Heaktiun ge>reti die Tradition der Schul" des Jordanus, 
eine Reaktion, die notwendig wnr wegen mancher L'rtumer, die sich in den 
Entwicklungen fanden, eine Reaktion, die aber die flberiiriebeDe ^inzkung 
hatte, den Namen des Jordanus wie seiner Nachfolger aus der Gesohiehte 
der Mechanik zu tilgen. Guido übaldi und Giovanni Battista Bene- 
detti, beides ältere Zeitgenossen des Galilei, sind die Rufer im Streit und 
mit teils richtigen, teils falschen Argumenten eliminieren sie einen großen 
Teil des Falschen, aber audi des Richtigen der QberkommeoeB Tradition. 

Es sind nun Galilei, Stevin, Roberval, Desoartes, unter deren 
H&nden die Statik auf die gültigen Grundlagen gestellt wird. Auffallend 
gering seliätzt Duhem dabei die Leistung des Galilei in der Statik, er 
wei.sl .<einu Aijhäugigkeit von nicht richtigen Sützen des Aristoteles nach 
und Ußt ihn von dem Piede^tai eines Erneuerers der Mechanik ein wenig 
herabsteigen. Dies wird viele üb«tras(äieii, man wird abwarten mOssen, 
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was die andern Galil«iifori>cher dazu sagen werden. Die angezogenen Stellen 
allerdings sprechen sehr für Dnhems Anncbt. 

Stevin ist durch Machs vorzügliche, nnn allerdings als veialtot an- 
zusehende Geschichte der Mechanik weiteren Kreisen bekannt geworden. 
Er wird eingehend (gewürdigt und in Parallele zu Archimedes gesetzt. 
Diese Parallelen, au denen das ganze Buch reich ist, sind überhaupt 
charaktoristisch ftlr die überlegene Art, in der Duhem das Ganze der Ent- 
wicklung vor Augen hat. Zwei Bichtongen der Füisohung in der Meehanilc 
unterscheidet er, ftir die er als Onindtypen Aristoteles und Archimedes 
aufstellt. Dlf erste ist intuitiv, sehaff't. produktive Prinzipien ohne strenge 
Beeriindung, oft nur halb richtig, aber von weitreichender Aiiwendungs- 
tähigkeit, die zweite ist logisch kritisch und schafft klare, unwiderlegliche 
Beweise, sichere Methoden, Die mte fifardert große Entdeckungen, die 
«weite sehafiFt die imentbehrliehe Klarhni. Sie müssen ahwechselnd wirken, 
damit die Weiterentwicklung sich vollziehen kann. Diese Bemerkungen 
haben eine innere Wahrheit, die über den Berekli dieses speziellen Oeliietes 
hinausreicht, in dem <;ie gewonnen sind. Sie gelten in denn ganzen Gebiet 
der exakten Wissenschatten. 

In allgemeinen Gesiebtspnnkten, in spesiellen Ergetnissen, in der Dar- 
steUnng des Bekannten und in der DartteUnng des Neuen, ttberali weiß 
der Autor interessante Gesichtspunkte hervorzuheben. Die positive Leistung 
des Autors nmß ebenso bewundert, wie sein Buch dem Publikum zur Lektdre 
empfohlen werden. 

Halle a. S. Fsux Bernstein. 

H. A. Lorents, Professor an der r^niversitnt Leiden, Versuch einer 
Theorie der elektrischen und optischen Erscheinungen in bewegten 
Körpern. Unveränderter Alpdruck der 1895 l»ei K. J. Brill in Leiden er- 
schienenen 1. Auflage. [lÜ, 138 S.J gr. 8. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 
geb. JL 3.30. 

In dieser Sefarift habe ich mir die Aufgabe gestellt, den Einfluß einer 
IVansiationsbewegung auf die elektrischen und optischen Erscheinungen 

theoretisch zu untersuchen. Dabei lege ich die Frcsnelsche Annahme, nach 
welcher der Äther sich nicht an der Bewegung der ponderablen Materie 
beteiligt, zugrunde und tinde in der Elektronentheorie das Mittel, welches 
es ermöglicht, die Aufgabe in Angriff zu nehmen. Der Betrachtung der 
Bneheinungen in ponderablen Körpern ist dahsr sine Auseinandersetmng 
der Grandlagen disser Theorie Yorausgesdiickt. 

Leiden. H. A. Lounrz. 

Smet Blaaohke, Begieruugsrat im k. k. IGnistsrnim des Innern, 
a. 0. Profisssor an der k. k. technüicben Hodischule in Wien, VodMongwi 
Aber matbematiaohe Statistik. Die Lehre von den statistischen Maßzahlen. 

(A. n. d. T.: B. 6. Teubners Sammlung von Lehrbüchern auf dem Gebiete 
der mathematisehen Wissenschaften mit Einschluß ihrer .Vnwenduugen, 
Band XXUl). Mit 17 Texttiguren und 5 Tafeln, 268 S.] gr. 8. 

Leipzig 1906, B. G. Teubner. geb. JL 7.40. 

Im enten Teile, den beiden ersten Al»ohnitten des Budies werden die 
Methoden von Herstellnng einwandfreier statistisoher Tabellen (Abetefbe- 

JakfMbMttbt d. UratMlm ll«yiM.<y«mteiewe. XY. BMI 81 
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ordmitigeii, iDTalidit&tstafeln, Krankentafeln, Heiratsordnongen new.), in den 

folgenden Abschnitten auf Grundlage von üntersuchniigon über die Be- 
deutung der T;i1iell<'ii ilie Anwendungen erörtert, welche sich hiHraus einer- 
seits fßr die Theorie der Personenversii liening, andererseits für das unter 
dem Numeii der Tatelauiigleichuiig bekauute statistische Problem ergebeu. 

Die Vorlesungen sollen sonSchet als Studienbehelf für die HOrer der 
an mehreren deutseben und österreichischen Hochschulen erricliteten Kurse 
für Versicberungstecbnik dienen, dürften aber auch den Interessen weiterer 
Kreise entgegenkommen, weil das Personenversicherungswesen angesicbt<j 
seiner dermaligen au^rordentlichen Entwicklung einer umfasseuUeu Dar- 
stellung der Grundlagen nicht entbehren kann. Der ümstand allerdings, daß 
das Versieherungsweeen sieh auch der Ergetaisse der Statistik der allgemeonen 
Bevölkerung in immer steigendem Maße bedient und ffir diese Grundlagen 
gleiclifalls Verständnis vermittelt werden wollte, fflhrte zn weit all- 

gemeinerer l'roblemstellimg: zur Ausgestaltung „der Theorie des Personea- 
Tersicherungsweseus'' in die „mathematische Stutistik'^ 

Die matbematlBohen üntersuohungen anderer Teile der Statistik (etwa 
der Preisstatistik) besonders zu berücksichti;L:en, si'hi« n angesiekts des der- 
aeitigen Standes d-r Ergebnisse derselben kein Anlaü 

Das Bestreben, den Wissenszweig vor allem liir die Praxis nutzbar 
zu machen, führte endlich dazu, wenn auch nur im Anhange, auf einige 
mecbanisehe Hilf^ttel der Forschung (die Zfthlmasdüne) hinsuweiflen und 
damit tOx deren allgemeine Verwendung die Wege zu ebnen. 

Wien. Ernst Blascbkb. 

Lehrbuch der Funktionentheorie von W. F. Osgood. In 2 Bänden. 
L Band. 1. HSlfte. Hit zahlreichen Figuren im Text. [306 S ] gr. 8. 
Leipzig 1906, B. G. Teubner. geh. J( 7. — . 

Das vorliegende Buch des bekannten Verfassers bringt eine Darstellung 

der Funktionentheorie, die allrfemeinrs Tnterpsse errepren dürfte. Während 
es duri'h die wissenscbatlliche Entwicklung der letzten Jahrzehnte feststand, 
daß die geometrischen Methoden Cauchys und Uiemauni an Starenge 
nicht hinter den rein analytischen Methoden Ton W eierstraft znrfickstehen, 
konnte man d ^ ]i im Zweifel sein, ob nicht eine strenge Entwicklung aller 
zum Atifbaii dt r Theorie erforderlichen Sätze einen Aufwand von lang- 
wierigen Entwii'kluDij^en fordere, der die einfache Elepanz der geometrischen 
Methode illusorisch mache. Daß man nun zugleich streng und elegant, vor 
allem aber streng und geometrisch die Grundlagen der Fnnktionentheorie 
entwiekeln kann, beweist das Buch tou Osgood in schlagender Weise. 

Diejenige Disaplin, welche der geometrischen Anschauung in strengen 
Grenzbetrachtune^'n r.n ihrem vollen Rechte wieder verholfen hat, ist die 
Mengen lelüe, und der intuitive Charakter dieser Disziplin ist um so mehr 
zu betonen, als die Diskussion wichtiger logischer Fragen auf diesem Gebiete 
die Aufinerksarakeit zur Zeit anscheinend am meisten in Anspruch nimmt 

Wir sehen auf der Infinitesimalrechnung und der Mengenlehre sich 
den Auf hau der Funktlonentlieorie in der Weise vollziehen, daß zuerst die 
grundlegenden Sätze ühcr reelle Funktionen, unendllchr Keihen usw. abgeleitet 
werden, wobei eine ökonomische Beschränkung auf das Notwendigste stattfindet; 
dann wird der Gau chy sehe Satz in eingehender Ausfdhrlichkoit behandelt 
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Für den pädagogischen Tukt des Verfassers int vs keunzeicbneud, daß 
er sunKcbst nicht einttii völlig allgemeinen Integrataonsbereieh wSUt, sondern 
eine solche Randlnirve sich gegeben denkt, welche Ton den Parallelen zur 
X und y Achse nur in einer endlichen Punktzahl getroflfen wird. Erst dann 
werden die auf Orund otnes von Arnes herrührenden neuen Beweises des 
für die Funktioneiitheorie spezialisierten Jordanseben Satzes die all- 
gemeinen Entwicklungen gegeben. 

Gans begonderoB Interesse dürfte die Behandlung der WeierstraBschen 
Reihensätze mittels eines fhndamoiitalen Satze*^ von Morera bieten. Dieser 
Satz von ^lorera ?agt ans, daß eine in einem Ber<n<li 1 stt'tiL''o koniplexo 
Funktion, für welche der Cauchyschp Integralsatz pilt, notwendig ana- 
Ijtisch ist. Mittels dieses als ümkehrung des t'auchy sehen Satzes be- 
Mi^fttea Thenrems lassen sich noch außer den genannten eine Beihe 
Soflerst wichtiger Sitze Aber analytisches Verhalten beim Ghnenzabergange 
enchließen. 

D;is lrt7t,. Kapitpl der vorlippendm I^ipfprung liriri^ft eiiu' Darstellung 
der UiittTsueiiungeu von Goursat. welche l)ekanntlich »'ine erhebliche Ver- 
einfachung im Aufbau der die komplexen Funktionen betreffenden Theorie 
gebracht haben. Die prinzipielle Bedentnng dieser Ideen und ihr Yer- 
UUtnis zu dem bisher behandelten Aufbau wird klar herausgehoben. 

Hiermit schließt die erste Lieferung. Die allgemeinen GrundsQge der 
Theorie sind klargelegt, die zweite Lieferung wird dann die Riemannschen 
Flächen bringen. Die großen Vorzüge der Darstcdiung sind schon im vor- 
liegenden lieft deutlieli; Die volle geometrische Anschauung, geschult durch 
die moderne Mengenlehre, ein klares Herausstellen aller prinzipiellen Punkte, 
und ein frischer lebhaft anmutender persönlicher Stil. 

Halle a. S. F. BsRNmiir. 

A. Lippmaan, Die absolute Wahrheit der £uküdiäcuen Geometrie. 
3Iiir Figuren im Text. [68 S.J gr. 8. Leipiüg 1906, Rudolf GerstSoker. 
geh. JC 3.60. 

Zwei Stellen aus dem Vorwort seien angefahrt: „Dies Postulat (das V,) 

muß wahr sein. Die Anschauung predigt es zu detitlich. Darum muß es 
wohi auch einen streng logischen Beweis dafür geben". — „Wir wollen aus 
unserem Geiste heraus eine Geometrie konstruieren, die keiner Forderungen 
bedarf.'* ^ 

Über die philosophischen Auseinandwsetsungen, die diese „Konstruktion 
aus unsemn Qeiste heraus" begründen sollm und einen breitMi Baum ein- 
nehmen, wollen wir hier kurz liiu weggehen, wenn auch vielerlei zu bemerken 
ist darüber. Dagegen möge hier der Kern des „Beweises liir das Parallelen- 
postulat*^ bloßgelegt werden. Es .soll gezeigt werden, daß jeder Kreis durch 
ein DrMeck eingwdilone» wevden kann. Dabei wird ein gleiohachttikliges 
Dreieok ACE gebraucht, mit dem Winkel 45^ an der Spitce A, 

Die Seite A E ^ r zerfällt durch das Lot CDy das Ton C aus gefSllt ist, 
in zwei Stücke AD und DE, und es werden nun drei ^fögliehkeiten be- 
trachtet, a) AD \ r, b) AD> \r, c) AD < {r. hu Falle c (Seite 61) 
heißt es (ganz richtig), daß die beiden einander gleichen Winkel AEÖ 
imdiAÖE<\R sind. ^ Daraus folgt durch Addition, daß im Dreieck ACE 
die Winkdsnmme kleiner als \R ist, also doch auch kleiner als 2E\ — 
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Dies hat der Verfasser ttbersehen, «r setst sein Schlafirerfalureo an derselben 

Figur weiter foi-t, und folgert (8. 63), daß die Winkalsainme im Dreieck 
swei Rechte betragt! 

Leipäg. H. Liebhajov. 

Unienceomelrie mit AnwendnnceiL Von Professor Dr. Konxad 

Zindler. II. Band. Mit 24 Figui*en. [VU, 252 S ] (Sammlung Schubert 

Band LI). Leipzig 1906, G. J. Göschen, geb. JC 8. — . 

Das vorliegende Buch handolt in spinem ersten Abi?clinitt von der 
Differentialgeometrie der Begeltläcben , im zweit^^u von der der l^ienkon- 
gruenzen, im dritten Ton der allgemeinen Theorie der Komplexe. 

Bei unserer Besprechung des ersten Teiles von Zindlers Liniengeometrie 
(Diese Zeitschrift 1905, S. 14) konnten \nr nicht umhin, eine Reihe von 
Mängeln anzumerken, die ^rroßenteils ihi-e Quelle dann halben, daß der 
Verfasser es mit der Umgrenzung seiner Begriffe uud der Wahl seiner 
Worte wenig genau genommen hat. Hat er nunmehr den iStoff der Differ- 
entialgeometrie, der nooh mehr Gelegenheit za Entgleisungen bietet, mit 
gebührender Sorgfalt abgehandelt? 

§ 1, in dessen Überschrift das Wort Grundbegriffe vorkommt, beginnt also: 

„Wir denken uns eine Re<rplflSche durch Bewegung einer Geraden er- 
zeugt . . Daß nur eigentliche {yjid zwar reelle) gerade Linien gemeint 
sind, wird nicht gesagt, und was eine Bewegung und eine Segelfläche sei, 
erfahren wir ebenfalls nidit. Dieee Begriffe kommen aber nicht mit uns 
auf die Welt, und die angewendeten Worte haben keineswegs eine ho- 
stimmte rilln-emein angenommene l^edeutnnir. Natürlieh hat audi das 
Weitere emen klaren Sinn nur unter gewissen N'oraossetzungeu, die nicht 
angegeben sind. 

1^ § S, Seite 4, sind dann wieder die ersten Worte, dem Sinne nadi: 

„Wenn die rechtwinkligen Koordinatt n eines Stabt s als difforentiierbare 
Funktionen einer Veräuderlicben L^ej^ebeu sind, die der Plüekerschen Gleichung 
identisch genügen, so ist dadurch eine Regelflapho bestimmt". 

Die angegebene Voraussetzung wird erltillt durch die Produkte aas 
Aea Kocvdinaten eines besiammtea Stabes und Muer vev&aderiicfaen GrSBe. 
Danach fällt auch eine euiselne gerade Linie unter den diesmaligen Begriff 
der „RcgelflAche^, was unser Verfa.sser ganz übersehen bati Und in diesem 
Stile geht es weiter. Wir lialjeii gelesen bis zu S^ite 14. wo es lieißt: 

„Sucht man vom Striklionsbaud einer iiegelüäehe R wieder das Strik- 
tionsbaud, so kommt man zxi R zurück". (Das Striktionsband ist nach der 
beigegebenen ErklBrung Ort der gemeinsamen Normalen zwischen konseku* 
tiven Geraden allgemeiner Lage d«r Begelfläche). Ein solcher Säte gilt 
aber natürlich tbenfalls nur unter crewissen Einsclirilnkungen. 

Und diese Einsi hränkun</en liegen nicbt nur auf der Hand, und sie 
finden sich nicht nur in der Literatur, uud zwar an eben der von Z. bei 
dieser Gelegenheit zitierten Stelle angegeben, sondern es iet dort auch zu 
allem Übe^uB noch eine fSrmlicbe Wamungstafbl erriditet, indem von 
einer „inkorrekten Fa.ssung desselben Grundgedankens*' die Rede istl 

Was mag sich wohl der Verfasser gedaeht haben? Hat er mit einer 
solchen Eilfertigkeit gearbeitet, daß er, bei eiueiu Satze einfachster Art, den 
Unterschied zwischen richtig und falsch selbst dann noch nicht zu erkennen 
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▼ennochte, als eiii anderer ihm die Sache vordemonstriert hatte? Oder 
sollen wir am Ende gar atmolimen, daB er abrit^Üich Verkehrtes an Papier 
gebracht hat? Ist es also nach seiner Meinimg zulässig, bei der Forma- 

lierun? matliomatischor Lehrsätze die Regeln der Logik bei Seit« /u scliieben? 
E«? tiinleii sich ja fiuch dafür Prazpdfnzfnlle samt den zugehörigen Be- 
schönigungen (Leipz. Ber. IbyiJ, S. 14ö}. Und ist es erlaubt, einen Änderen 
— weos auch optima fiäe — fOr eben das verantwortlich za machen, was 
dieser al^[elehiit hat? 

Es wäre ja offenbar unbillig, in einem hauptfiächlich für Anfänger 
bestimmten Lehrbuch tiefe oder besonder^; orifrinelle Ofdnnken suchen zu 
wollen. Vielleicht würde auch eine geschickte Handhabung des analytischen 
Apparates schon zu viel verlangt sein. Was man aber nicht nur erwarten 
darf, sondern gerade Ton einem Bttche dieser Art vor allen Dingen vnianffm 
mufi^ ist ein wissenscbaftlidier Emstf der Gedankenlosigkeiten eines gewissen 
Kalibei-s wenigstens ausschließt. Kur der gewissenhafte Arbeiter hat Anspruch 
auf t'ine cnistbafte Erörterung seiner Leistung. Dem Referenten hat schon 
das er^te Bündchen des Herrn Zindler einen beinahe physischen Schnierz 
verursacht. Er hat sich gleichwohl bemüht, das Gute daraus bervor- 
sttsnchen, und, ohne Verfehltes . su Tersebweigen, das Gimze in eine mög- 
lichst gOnstige Beleuchtung zu rücken. Nadidem sich nun aber heraus» 
geatdlt hat, dafi Herrn Zindler gegentlber das alles verlorne Liebesmüh 
war — man verjrl' ieho auch mit jener Herrn Zindler uiizweifelliaft bekannt 
gewordenen Keiteusion seine dürltiL'^cii .,Vt'rbüSseruugeu üum ersteu Bande" — , 
;üeheu wir die Folgerung, die dauials scliou uiit diesen Worten augedeutet wurde: 

„Was könnten wir wohl einem Faehgenossen erwidern, der es ab- 
lehnte, Ton einem Werke Kenntnis za nehmen (nsw.)**. 

Bonn. £. Study. 

Fr. Ebuer, Oberlehrer an der Kgl. höheren Maschiueubauschule in 
Einbeck, Iiditflidon der teehnieolx wichtigen Kurven, Mit 93 Figoren im 
Text [Vin, 197 8.] gr. 8. Leipzig 1906, B. G. Tenbner. geb. JC A,—. 

Vorliegendes Buch ist in erster Linie ftlr technische Schulen und alle 
diejenigen bestimmt, die den Anwenduiiiren der Mathematik auf iiu hnische 
Probleme Interesse entgegeidjringen; es behandelt eine Reibe von Kurven, 
die in den bekannten öaiutuelwerken von Loria, Salmon-Fiedler etc. entweder 
gar nicht oder anter ganz anderen Gesichtspunkten dargestellt sind. Das 
gilt TOT allen von den den ersten Abschnitt bildenden Bahnkurven des all- 
gemeinem Korbelmechanismus, den sogen. Eoppelknrven, die fßr die Grad* 
führungen am rndikatur, Watt^i hen Pamllelncrrnmm f l.emniskoidenlenker^ etc. 
von so gnjßer Hedeutung .sind. Während diese Kurven pewöhnlicli in der 
Kinematik unter Voraussetzung zahlreicher Sätze aus der neueu synthetischen 
Geometzie bcAiandelt werden — wie z. B. in dem Standard- Werk von Bm> 
mester — , ist der hier eingeschlagene Weg der rechnerisch-analytische, der 
mit den einfachsten Grundlagen der analytischen Geometrie auskommt und 
auch historisch bei Roberts, Cayley, U. Müller u. a. der ursprf'uii^'lirhe ist. 
Gewisse WeitläuHgkeiten, die der analytischen Rechnung m leidit. anhatten, 
sind durch Anwendung der neuereu symbulischeu Durstelluugsart und sym- 
metrischen Beseichnung im allgemeinen ▼ermieden. Besonderer Wert ist 
anf die Diskussion der Bahnkurven aller jener speziellen Getriebe gelegt,^ 
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die in der Teciinik hei W^erkzeugmaschinen, Pumpen und Dampfmaächinen 
80 ▼ielftMsh Anwendung finden, wie die Zwillingskiutiel, das gleiduehenklig» 
Getriebp, Scbleifkurbel,8ehttbkurbelete.; ihre Eigenschaften sind wohl hier zum 
ersten Male zusammf-nlijinrrpnd ans dpnpn ilcs allgemeinen Getriebes entwickelt. 

Der 2. Aitsclmiti beliandeit die tür die Adiabate wichtigen Parabeln 
und Hyperbeln höherer Ordnung, die bisher noch nirgends elementar im 
Znsammenliange dargestellt sind; sie bieten gleichseitig eine vorsfiglidie 
Gelegenheit, im Anschluß an Perrys Ingonieormathematik anschaulich und 
einfach die Grundbegriffe des Differeutialquotienten und des Integrals zu 
entwickeln, ohne die auf die Iraner kein BchOlfr technischer Mittelschulen aus- 
kommen kauOf der nicht auf jedes Fortschreiten in seinem Fach verzichten will. 

Der 3. Ahschnitt ist den für die Verzahnungen wichtigen zyklischen Kuma 
gewidmet. Auf eine ausführliche Behandlung diesen Kurren konnte mit 
Bücksicht auf die umfangreiche Litenitnr über diesen Gegenstand vendditet 
werden; dagegen wurde das Hauptgewicht auf die neuere, einfache Erzeugung 
imd Einteilung dieser Kurven gelegt, der sich die Technik bisher immer 
noch verschlossen hat. 

Einbeck. Fu. Ebner. 

ICatheniatical Mouographs. Unter der Leitung der Herren Merri- 
man und Woodward beginnt in New -York eine Sammlung mathematischer 
Monographien zu erscheinen. Bis jetzt sind in diesem Jahre 10 Mnde 

herausgekommen: 1. Smith, History of modern mathematies; 2. HaUted, 
Synthetif projpctivo 'jpomp\ry: 3, Wcld, Piif niiiiiants: 4. Mr'. Mahon» 
H^^pj t l'dllr tunctions; ö. liy> rl \ , Ilaiinonii' tum tioas; 6. Hyde, Gmümann's 
Space auiilysis; 7. Wood ward, i'rububility and theory of errors; 8. Mac- 
farlane, Vector analysis and quatemions; *J. Johnson, Differential 
equations; 10. Merrim»n, Solution of equaticms. 

2. Bücherschau. 

Byerljy W. Harmonie tunctions. New York 1906. 3.—. 

Dannacher, S») Zur Theorie der FonktioBeii des elliptiscben Zylindern. S8 S. 8*. 

Frnuenfeld 1906. .V 2 — . 

Descurtes, K., Oeuvres. Publiea soue les aut^picea du minisicre de Tinstruction 
publique par C. Adam et P. Tannery. (En cnviron 10 volumes.) Vol. VIII: 
l'rincipia philosophiac. 4". Pari« 1906. .V 21.—. 

Gruner, P., Tabellen für die Exponentialfunktion mit negativen Exponenten 
p-'. ih s. 8". Leipzig 190«. 1—^ 

HaaS) K»f Lehrbuch über den binomisciien und polynomischen Lehrsatz, die 
arithmetischen Reihen höherer Ordnung und die unendlichen Heihen, mit 
269 Fragen mid Antworten, 202 Erklärungen, 602 meist gelösten Aufgaben 
und einem Konrelvf>rzei'-hniH zum Splh«t'<f luiium und dem Gebrauch an Schulen 
bearbeitet wach dem System Kley er. Vil, a70 S. 8*. Brcmerbttveu 1906. 
JC 8.— 

Halftcd. (i. IL, Syndutic projective geonietry. New York lOOß , V 5 — 
Hardy, (■. U., Integration of function« of a «ingle variable. 62 p. Cambridge 1906. 

2 8 6 d. 

Ingenlenrwerke in nnd bei Berlin. Peitechrifl mm 60 jährigen Bestehen de« 
Verein- n«Mitschoi !n<r( nit uro Gewidmet vom Berliner Besirks>Vexein Dentecher 
Ingenieure. Berlin 1906. JC 16. — 
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JollMSOl, W. W.y Differential eqnatioiiB. New York 1906. M 5.—. 
KlelB, F.) Über linparo Differentialgleichungen der S. Ordnung. Vorlesung A i^ 
gearbeitet von E. Ritter. Göttingen 1894. Neuer nnrerftnderter Abdruck. 

IV, 624 S. Leipsug 1»06. JC 8.50. 

iMr, J. J. Tin, Se(£i Vortifige Aber dae thennodjnunitehe Potentinl und eeine 
Anwendungen auf ch(>miBche und phyrikalische Gleichgewicliteprobleme. Ein- 
geleitet durch zwei Vorträge über nichtrerdünnte Lösungen und Aber den 
osmotischen Druck. VIII, 119 S. Brauuschweig 1»06. JC 3,60. 

Le Tall#e Povseln^ C. 1. de» Cours d'enalyse infiniMsimnle. Vol. II. 
Lourain 1905. Jt 10. — . 

Iiebeficrnc, H., Le90n8 sur les st^ries trigonom^triqnes, profees^ au coUiige de 
Franc«. 136 p. Paris 1906. Frs. 8,50. 

Vacfarlane) A., Vector analysts and qnaiemions. New Toric 1909. M 5. — . 

■e Mahon, J., Hyperbolic functions. New York 1906. M 5.—. 

Manning, H. P. . Irrational numbers and their representation by eequeneet and 
leries. New York 1906. JC 6.50. 

■arke, C. J., Hathematieal qneaüone and selationB. Front the ,,Edneational 
Times*'. New 8er. vol. 9. Cambridge 1906. 6b 6d. 

M«'rrlinmi. M., The Solution of eqnation«. X<'\v York U .').— 

XühU'muuii, P.y Enveloppen der i^ulerschen Geraden. Bern 190ö. M. 3. — . 

OecbelUaaery W. t.» Technische Arbeit einst und jetst. Vortrag luz Feier des 
50jährigen Bestehens des Vereins Deuteeher Ingenieure su Berlin am 11. Juni 
r«n»; 51 s. 8°. Berlin 1906. M 1.—. 

Smith, 1>. History of modern matbematica. New York 1906. ^«L 5.—. 

WeU, L. Q., Delenninanti. New York 1906. M 5.—. 

Wend, 0., Cayleysehe LOenngen maihematiseher Elementaraufgaben. Chemnita 

1906. M 2.80. 

Wirtinger) W*y über die Entwicklung einiger mathematiacher Begriffe in neuerer 

Zeit. Vortrag. 80 S. V. Wien 1906. M 0.60. 
Withers, J. W., Euclid's paralld postulate, its natura, validitj and place in 

geometrical Systems. 6 s 0 d. 
Woodward) R. S., Probabilitj and tbeory ol error». New York 1900. A 5.—. 
ZiMMernaniiy H., Die Knickfestigkeit eines Stabes mit elaetischw Quersttttsnng. 

V, 44 8. 8^ fierlin 1906. JH 



3. ZeiteekiiftenscliAiL 

(Von dem Inhalt der Zeiti^clirifb u werden nur die Aufsätze erwähnt, welche dem 
Gebiete der mathematischen Wissenschaften angehOren.) 

VathematiHche Annalen. (2. Band. Heft 1 

Caratbeodory , t'ber die starken Maxima und Minima bei einfachen Inte- 
gralen. Eisenhart, .\880ciate surfaces. v. Lilienthal, Zur Theorie der äqui- 
dintanten Kurven uuf einer Fläche. Zempldn, Über die Kompatibilitätsbedingungen 
bf-i Unstctigkeiten in der Klt>ktru(Iynamik. Parkas, Über die AUeitung der 
Initiulfirloichunprn freurilmlicher c>tußwt>llen. 

Archiv der Mnthiiitatik und Physik. Dritte Reihe. 10. Band. 3. und 4. Heft. 

Mit Generali egisler au Band 1 — 10. 

Segre, Sur la g6n^ration projective des suifaces cubiques. Sturm, Aber die 

Erzeugung der Fläche 8. Ordnung durch kollincarc Bündel und trilineare Büschel. 
Gleiclien, Beitrag zur Pioptrik der Atmosphüi»' >!affor<I. Rotation cyclids 
and Lame'a producta. HaentzHchel, Bemerkung zu der vorstehenden Note. 
Mejer, fiber Partialbruchaerlegung bei vietihohea Lineai&ktoren des Nenners. 
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Spieß, einige Integrali&tEe. Jonrdain, The development of the thSoty of taut« 
finite numbrea. Hersog und Fcldmauu, über widerstandstreae üngMtoltaiig 
«lektrucber Leitaugtnetze. Rezennonem Verini«chte MitteUnngen. 



4 Kataloge. 



5. Bei der Redaktion eingegangene Schriften. 

[Titel, Treis usw. der eingesandten Schriften werden hier regelmäßig veröffentlicht. 
Be8p^ed)Qngell geeigneter BQoher bleiben Torbehalten. Eine Bdekaendimg der 
dngegangepen Behriften kann aidit erfolgen.] 

H. Anthes^ VerBUchsmethodo /nr Ermittelnut» der Spannungsverteilung Viei Tor?iion 
prismatischer Stäbe. Disaertation der Teehniachen Uoehachole zu Hannover. 

76 S. Berlin 1906. 

Bibliographie der devteehen DniTeraitIten. SyttematiMdi geordnetes YecBeiehnii 

der Iiis Ende 1890 gcdnickten Bücher und Atiftritze über das deutsche Univcrsität«- 
wesen. Im Auftrage des FzeußiBchea Unterrichtsministeriums bearbeitet von 
Wilhelm Erman und Ewald Horn. 8 Bftnde. I. Band. XX, 886 B. Leic^S. 
geh. JK, 80.—, geb. X 86. — ; II. Band. XX, 1S6S S. Les.-8. geh. M 40.—, 
geh 4»;. ^ : III Band. VI, 313 S. LeK.-8. geh. JC 16.—, geb. 18.—. 
Leipzig 1^04—1905, B. G. Teubner. 

R. Bonola, La geometria non-eveHdea. Eapoiisioae etorieo-eiitioa del rao tviluppo. 
Con 69 tigure. VI, Sl8 p. ßi^logna 1808, ITicoIa Zanicbelli. 5 Lire. 

JEncyciopi^die des selenroi« mathematiqneH pures et appHqui^o«:. Edition fran^aise 
redigee sous la direction de Jules Molk. Tome i, V'olume 8. Fascicule 1. 96 p. 
Leipzig 1906, B. 0. Teobner. Ulf 8.40. 

Handbuch für Lehrer hliherer Schulen. Bearbeitet von Auler, Boerner, 
Capi tai ne, Kri ck p , 0 ri m seh ! , .1 a n Hen , Ku h 1 n» a n n , Lampe, Lands Vier g, 
Lyon, Müller, Nelson, liauiich, Selimid, Stichler, Vollmer, Weede, 
WeißenfeU, Wernicke, Ziehen. XIV, 704 8. Leipag 1906, B. O. Tenbner. 
L^* !i i( 12 - , geb. j( i;i.— . 

J. Ueuipel, Schattcnkonstruktionen. Mit 51 Textfiguren und 20 Tafeln praktischer 
Beispiele in Lichtdruck. IV, 60 S. quer Folio. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 
geb. M ö. — . 

L*Kriit;er, Zur Ausglci'^iTiTV' der Widersprüche in den Winkelbedingiingägleichungen 
iriffpnometrischur Netze. Iii, jt4 S. gr. 4. Leipzig 1906, B. G. Teubner. ..If 2.80. 

A. T. Otttngeu , Die perspektitiichen Kmab ttder der Eegelacluiitte. Ifit 85 Ab- 
bildungen im Text und auf vier Tafeb. VIH, 118 B, Leipsig 1906, Wübelin 

Engelmann Ji 5 

Die Physikalischen Instttute der UulTerMitit iiiüttlngen. Festschrift im An- 
ichlnme an die Einweihung der Nenhanten am 9. Desember 1905. HMane- 
gegeben tou der GOtünger Vereinigung zur Förderung der angewandten Physik 
und MAthpmatik. Mit zahlreichen Abbildungen und Tafeln. IV, 800 8. gr. 4. 
Leipijg iyo6, B. G. Teubner. 

M. Biid«ipli, Erdmagnetiamua nnd LnllelektriiitM. 49 8. 8. Cobienn 1906, Belbct- 

vcrtag, " 1 50. 

U. Steckelberg, Die Elemente der Differential- und Integralrechnung. Mit 16 Figuren 
im Text. 4H S. gr. 8. Leipzig 1906, B. G. Teubner. kart. JK —.80. 

F. ZflUUke, Ausführung elementargeometriecher Konstruktionen bei ungünetigen 
I.agpvprhiUfnis^^en. Mit 56 Figoian im Text 46 8. gr. 8. Leipng 1906, 
B. G. Teubner. kart. 1.—. 
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Ijorenta, Dr. H.A., Professor An der üuiversit&tLoiden, Versuch einer Theorie der 
elf ' • n und optischen Ernchoi nungon in bewegten Körpern. 

Un. r Abdruck der lf<96 bei J. Hrill in Leiden erschieneiif^Ti 1. \ if!,i<r(» 

(HI u. 138 S.J gr, 8. l«Oß. In Leinw. geb. n. JL 8.20. 

MüUer, Dr. Felix, ProfcBsor in ' ' Sohellbach. \{ 

wiasenschai'tiiche!» lieben. N : . . .:. fu aus »einem Na(i: .ib :(.u 
Ton Jacobi, Joachimsthal und Weierstraß Mit einem Bildnis Karl S. bs. 
A. n. d. T: Abhandlungen zur ' -hte der mathematischen VViHsen- 
Bchaften mit Einechluli i'Tt^r An\v.!,.i,.. .,. U-ft. [SCSI lt h lonr. 

geh. n. JL 8.80. 

Neumann, FranZj gesammelte Werke. lu 3 Bttuilen. II. band. Bei (i<r 
Herausgabe dieses Bandes sind UUi-: , -er, ,iie Herren: E. Dom Tfr^' 
0. E. Meyer /Breslau), 0. Neumann ' ■. Pape (früher in K' 

L. Saals« •X)y K. Von , A. Wangeriu 

H. Webe; ^ . .iit einem Bilu .i- i ..i ..i.Minns aus dem 86. Lei ..-^s- 

jahre in Ii o. [XVI u. 620 S] gr. 4. 19(»G. geh. n. 36.— 

19'ielBen| Dr. Niels, Dozent der reiuen Mn ik an der Universität Kopenhagen, 

Inspektor des mathematischen Untci iK w;.-> an den Gymnasien Dänemarks, 
Handbuch der Theorie der G ammafunkt ion. [X u. .S26 S.] gr. h, i'jok. 
In Lfinw. geb. n. JL 12. — 

— Handbuch der Theorie der Zyliuuc j lunktionf XIV u. lu» ."^.J 

gr. 8. 1904. In Leinw. geb. n. ,.IL U.— 
Osgood, Dr. W. F., Professor an der Harvard -Universität, Cambridge, Mu«?., V. St. A., 

' ■ ■ <ler Funktionentheorie. In 2 Blind'.'n. I. Band. 1. Hälfte, 

on Figuren im Text [306 S.] gr. 8. lUOO. gi-h w 7 — 
n>la t. UUrte des I. BAndct wird im Herbat lilOO «riohelaon ' 
Pockel», Dr. F.. Profewor an der üniversitiit Hei»]' ' I '^hrbucti »i^ r ki i.-iull- 

optik. Mit 1(58 Figuren im Text und fi ! a. [X u. 519 S.) gr. 8. 

1906. In Leinw. geb. n. JL 16. — 
Potnc&re, Henri, Meii.' ■• ' '"f ' ' • und Hypot lie.se. A 

deutsche Ausgab- , w von F. und L. Liii 

2., verbesserte Autlage. |XV1 u. 346 ä.j 8. 1906. In Leinw. geb. n. JL 4.80. 
— der Wert der Wi s * ' ' ' !?ung des v 

Deutsche übertragen von .ugen und . 

H. Weber, Professor in Stra&burg i. E., und einem Bildnis des Verfassers. 

[V u. 26Sr8.j 8. 1906. In Leinw. geb. n. JL 3. CO. 
Heformvorsohläge für den mathematischen und naturwissenschaftlichen 

Unterricht. Entworfen tou der Unterrichtskommission der Gesellschaft 

Dcuti" ' ~ ' '■ und Ärzt^?. Nebest iMnem n' ■ ' 

bisheii^ . . ; Kommission von Proff^sor 

[IV u. 48 S.J gr. 8. 1905. geh. n. ^ 1.— 
Berret-Harnack , Lehrbuch der Di'' i- und Iiitf 

3 Blinde, gr. 8. [Von der 3. Aufl. an S'<ni i rn!^ i 

Neubearbeitung übernommen.] 
Einzeln : 

I TV" 1: Differentialrechnung. 3. Aufl. ^' ^ r'"f von l>r. G. i 
Professor an der Technischen Ho " zu Darmoi 

Figuren im Text. [ca. «00 S.] geh. i n X 10. — , in Leinw. geb. 
ca. n. ..«t 11. — [EfKibelot Im Soi- ! 
H. Band: Integralrechnung. 2 , dur< Auflage, mit Unterstützung 

▼on II. LiKBMAN.M und E. Zekmiclu, ij ..^eben von Dr. G. Buiiuma.nj«, 

ProfcHsor in Berlin. \\\\ m t" \'^'y> '.'-h n .5m 

Loiiiw. geb. n. JL 9.— 
UI. Band: Differentialgleichungen und Vanutiunsrcc 

gesehene Auflage von Dr. G. Bon'v^w, Pr* ^'--9. , . . ., .. . 
E. Zkruei.0, Professor an der üi 'n. Mit 33 Fiji, 

im Text. [XIIu.480S] 1904. geh. n../t U.—. lu . ' 'MO — 

Simon, Dr. Max. Professor ;iv <1. ' Univen»itat Straßburg L E., u . . ..s.Mr' V- 
luntr der Elementar t^trie im XIX, .lahrhundert. Bericht « • 

d<- 'ifung. A. u. d. T. : Ja) 

D> . Ergftnzungflband I. 

im Text. geh. n. 8.— , in Leinw. ; 



Simon, Diu Max, Professor an der Universit&t S i. Eü., Methodik der 

elemen ' - ' ^ - ithmetik in Verbindung in 1 1 algebraischer Anftljsis. 
Mit 9 i [VL u. 108 8.] gr. 8. 1906. geb. n. JC 8.20. 

Starke, Dr. H., Privatdozont in Berlin, experimentelle Elektrizit&tslehre- 
Mit besoud< ' -\mg der "it Anschauungen und EIrgcbnisse dar> 

gestellt. M - .1 i .\t gedru \».bil<lungen. PCIV u, 422 8.] gr. 8. 

1904. In Leinw. geb. &i 6.— 

Staude, Dr. Otto, ProfeBsor an der UnivcrHitiit Kosteck, anal > t • h >• 'Jt-'-mctrie 
des Punktes, der geraden Linie und der tibeoe. Liu Handbuch vm den 
lesungen und Übungen über analytische Geometrie. Mit 887 Figuren im 
lext. [Vm u. 447 S.] gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. .4d 14.— 

Stola. Dr. Otto, weil. Professor an der üniversitilt Innsbruck, und Dr. J. Anton Qmeiner. 

Professor an der deutschen Universität Prag, Einleitung in dip Punktionen 
theoric. Zweite, umgearboitwte und vermehrte Auflage der 
in der „Theoretischen Arithmetik" nicht berücksichtigten Abb> i.ii.l uti , 
lesungen über al]gem(>ine Arithmetik" von 0. Stoiji. Mit Sl Figuren im 1 
[X u. 698 S.] gr. H In Leinw. geb. n. JC 16.— 

Auch in 2 Ai.icilungen: 

I. All^-ilung. Mit 10 Figuren im Text. fVI u 242 I004. In Leinw 

geb. n. »4C 6. — 

II. — Mit 11 Figuren im Text. [ViU u. t>. '.ii üjö.J iyüö. in Lemw. 

geb. n. M 9. — 

Thomae. Dr. J., Professor an der Universität Jena, Sammlung von Formeln 
una S&tzen aus dem Gebiete der elliptischen Funktionen nebit 
Anwendungen. [IV u. 44 S.J 4. 1U05. kart. n. 2.80. 

— Grundriß einer analytischen Geometrie der Ebene. Mit 8 Figuren 

im Text [X u. 188 8.] gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. 8.60. 

Thomson, J. J., D. Sc. Lid. Ph. D. ßr. S. Fellow etc., KlektriEitäts-Darchgang 
in Gasen. Deutsche autor. Ausgabe unter Mitwirkung des Autors besorgt und 
ergttnzt von Dr. E. Marx, V /ent an der Universität Leipug. Mit 

187 Figuren im Text. [VII u | gr. H lOor, er-h n ¥ 1«. , in 

Leinw. geb. n. JC 19. — 

Vahlen, Dr. Karl Theodor, -or au di^r Un t lieidi 

(Jei-nw'* rie. Untersuchui - "fr iIh- (irundL.^ n ir Eukliui > u. n .iu . .^, .; 
Eul, n Geometrie Mit . iien Figuren im Text. (XII u. 802 S.J 

gr. b. 1'jOö. In Leinw geb. n. .«1 12. — 

YiTanti, G.^ Professor an der Universität Mosaina, Theorie der eindeutigen 
analytischen Funktionen. Umarbeitung unter Mitwirkunj^ des Verfassers 
deutsch hrsg. von Dr. A. Gi'tzmsr, Professor an der Univenität Halle a S 
[VI u. 512 S.J gr. 8. 190Ü. In Leinw. geb. n. 12.- 

Walientin, Dr. J., ßegierungsrat und Landesschulinspektor in Wien, Einleitung in 
die theoretische Elektrizitätslehre. Mit 81 Figuren im Text. [X n. 
444 S.J gr. 8. 1904. In Leinw. n. 12.- 

Weber, Dr. H., Professor in Straßburg, und Dr. J. Wellstein. Professor in StraBbtirtr. 
Kncyklopädie der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch für Lehret 
Studierende. In 3 Bänden, gr. 8. I. Band. F' tare Algebra und Anahoii». 
Ik-arbeitet Ton H. Wober. 2 Auflage. Mit K8T «n rXVIII u. 689 S.] 1006. 

In Leinw. geb^. n. »4(19.60. II. Band. Element« dt le. Bearbeitet von 

H Weber, J. Wellstein und W. Jacobsthal. .Uii .-n i extfigur' " 
'<•■', S.J 1906. In Leinw cob n. 19. — Hd. ITT .\nwpndnn£»on dei 
Mathematik. U. d. Pr 

Wien. ' '■ '^V T'- •■ -»r au (irr l luktrqnen. \ orlra^^ 

77. Vcrsami. r und Amte in Meran. 

[2» Ö.J gr. 8. 1906. geh. n. JC 1.— 
Wilcayneki, E. J., ' ^' Ph. D., Resein Mie Camefpe InaUtution of 

Washington, .\ .t Professor of • .e üniversity of Califo rnia, 

projektive differential geometry of curves and ruled snrfaces. [Vlil 

n. 298 S.] gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. .tC 10.— 

Hierzu Beilagen von B. (j. 1 ' r in L> die wir der Beachtung 
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über ilächen zweiter Ordnung, 
welche eiiuuider wechselseitig stätzen* 

Von 6ü8TAV EoHK in Wien. 

Die einfacliste projektive Beziehung, in welcher eiuc Fläche 
2. Ordnung zu einer Fläche 2. Klasse stehen kann, ist durch das Ver- 
schwinden der bilinearen Invariante der beiden Flachen gegeben. Hessel 
hat bekanntlich gez43igt, daß sieh diese Beziehung geometrisch charak- 
terisieren läßt durch die Existmz eines Poltetraeders der ersten fläche, 
das der zweiten Fläche umschrieben ist, oder mok eines Poltetmeden 
der zweiten Fläche, das der ersten eingeschrieben ist, nnd daß dann 
immer <x>* Tetraeder sowohl der einen als auch der anderen Art existieren. 
Re\ e^) nennt zwei in dieser Beziehung stehende Flächen 2. Ordnung zu« 
einander apdhr und sagt insbesondere von der ersten Fläche, sie sHUge 
oder trage die zweite, ron der zweiten, sie ruhe auf der ersten. 

Man kann nun zwei Flächen 2, Ordnung betrachten, welche doppelt 
apolar sind, d. h. ron denen jede die andere stützt^ nnd A. Voss^ hat 
eine Reihe von merkwürdigen Eigenschaften gefunden, welche ein solches 
Flächenpaar auszeichnen. Er hat diese Eigenschalten aber meki er- 
schöpft, wie aus den folgenden Entwicklungen hervorgehen dürfte. 

1. Grundlegend für unsere Entwicklungen ist die überraschend 
einfache Antwort, die wir auf die Frage zu geben vermögen: tcekhe 
Flädtm 2. OrdiuuKi siml zu einer vorgelegten nichtsingulären Fläche 
2. Ordnung F doppelt apolar? Es sind dies die FlätAen Z Ordnung, 
welche sich durcJi je ein Paar vmi tmndschiefen reziproicen Poktren der 
Fläcite F hindurchlegen lassen j ndist ihren GrmzfüUeti. 

Daß einf Fläche 2. Ordnung F\ welche durch ein Paar von wind- 
schiefen Geraden g\, g\ hindurchgeht, welche Polaren bezüglich der 
Fläche F sind, zu dieser Fläche doppelt apolar ist, bestätigt man so- 

1) 0, Uesae. Joura. f. Math. Bd. 45, S. 82 f. 

%) Tb. Reye, Jonm. f. Hath. Bd. 78 (1S78), S. 97 uad Bd. 79 (1874), S. 166 1 
8) A. Yoai, Math. Ann. Bd. 10 (1876). 

JakiMbtiieht 4. SratwtaM llAtlMBi.-TcMtBlguf . ZT. H«fl M/II. 88 
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fort durch Angabe eines Poltetracders der Fläche Fy das der Flache 

sowohl um- wie einge^iclirieben. ist. Um die Ecken eines solchen 
Tetraeders zu erhalten, bat man lediglich auf jeder von den beiden 
Geraden g\, g\ ein Paar von bezüglich der Fläche F konjogterten 

Punkten ftTiznneliTnen. 

Das System der Flächen F' hängt von 7 uy'srntJiclmt Konstanten 
ab. Donn es existieren "x:* Paare von windscliiefen reziproken Polaren 
der Fläche F, durch eines dieser GeradeujKiare hissen sieh 'V*"' Flächen 
2. Ordnung hindurclilrgen, und eine beliebige darunter »Mithält nicht 
unendlich viele solclie Geraden paare, weil gie sonst iii bezug auf /' sich 
selbst polar wäre Ist aber einmal erkannt, dnß dn<? System der 
Flächen von ebensoviel Konstanten abhängt, wie das System d^r /n 
F doppelt apoiaren Flächen 2. Ordnuntr. so braucht nifin nur zu w issen, 
daß dieses Svstem irreduzibel ist, um der Identität beider Flächen- 
Bjsteme sicher zu sein. 

Hervorzuheben ist noch eine Bemerkung: Wenn von zwei Kläcben 
2. Oidnung die eine durch ein Paar von windschiefen (ieraden hindurch- 
geht, welche Polaren bezüglich der anderen sin<L hu enthält jede von 
den beiden Flächen in jeder von iliren beiden Uegelscharen ein Paar 
von Polaren der anderen Fläche. Denn geht die Fläche 7" durcii rlie 
beiden reziproken Polaren //', , (j\ der Fläche F hindurch, so werden 
diese beiden Geraden, wenn sie windschief sind, der nämlichen Schar 
TOn Erzengenden der Fläche F' augehören müssen, und die der 
FlEche W im Polanjatem dar Flache F entsprechende Flache 2. Ord-' 
nung wird, weil sie mit F* zwei Geraden der einen Schar gemein ha^ 
mit dieser FÜU^he auch zwei Oeiaden der anderen Schar gemein haben. 

2. Die Voraussetzung, die wir von nun an machen wollen, daß die 
Schnittkorve der beiden doppelt apolaren Flächen F' nichtsingulär 
ist, gc55tattet uns als Hilfsmittel bei den weiteren Untersuchungen die 
Theori(^ der biquadratischen Rauniknrve 1. Art heranzuziehen. Wir 
entlehnen dieser Theorie die folgenden Sätze, welche übrigens aus wohl» 
bekannten Eigenschaften der ebenen Kurve Ü. Ordnung leicht gewonnen 
werden im Hinblick auf den Unistand, daß durch Projektion der Kanm- 
kurre aus einem beliebigen ihrer Punkte in eine Ebene eine ebene 
Kurve 3. Ordnung hervorgeht.*) 

Die Punkte der biquadratischen itaumkurve 1. Art erscheinen in 
oo* „Qnadnipel*' so angeordnet, dnß die Tjingenten in den Punkten eines 
Quadrupels immer derselben aus iSehnen der Kunre bestehenden iiegeU 

1} Vgl. H. Schröter, Onmdsflge einet rein geometrischen Theorie der Raum- 
karven vierter Ordnung, enter Speeles (Leipsig, 1690). 
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schar 2. 0. angehdren. Die aämtlichen Qaadrnpel laBseti sich zu gleicher 
Zeit und zwar auf drei TerBchiedrae Arten in je swei Paare serf Sllen, 
wodurch die drei Systeme Yon Paaren ^koirespondierander Punkte** 
anf der Kurve hervorgehen. Liegen die Seiten eines der Kurve ein*' 
geachriebenen ein&chen YieredkB abweehaelnd m zwei aus Knrvensehnen 
bestdienden Regelscharen 2. Ordnung, so gruppieren sich die Erzeugenden 
dieser beide n Regelscbaren zu Gegenseitenpaaren Tom oo* solcher Vier- 
ecke und die Gegeneckenpaare dieser Vierecke steUen auf der Kurve 
die Paare komepondicrendor Punkte eines bestimmten SysteiuH dar. 

Dies yorausp;eschickt, können wir zunächst den naohBtehenden ron 
Voss*) herrührenden Satz aussprechen. 

Sind Fj F" zwei doppelt apolare Flächen 2. Ordnung, welche durch 
die biquadratische Raumkurve 1. Art li^ hindurchgehen, so hat mau 
in den Erzeugenden der beiden Flächen vier Regelscharen von der 
Eigenschaft, daß es oo' der Kurve eingeschriebene Vierecke gibt, 
welche ihre Seiten abwechselnd aus zwei beliebigen von den vier Regel- 
scharen entnehmen. 

Zum Zwecke des Nachweises hrnuchen wir nur für zwei beliebige 
von den vier Regeischaren ein einziges Viereck der l)ehnii])teten Art 
anzugeben. Nun existieren in jeder von den beiden Scharen von Kr- 
zeufrenden einf-r beliebigen von den beiden Flächen F, F zwei rezi- 
proke Polaren bezüglich der anderen Fläche, und diese Geraden liefern 
uns sofort die verlangten Vierecke. Denn die Schnittpunkte einer 
Fläcbe "2. (h'duuntj mit ein» in V;mr ihrer reziproken I'olaren sind die 
Ecken eines eiul'achen VieriM kn, dessen Seiten abwechselnd deu beiden 
Regelscharen der Fläcbe entnommen sind und zugleich die Ecken von 
zwei weiteren einfachen Vierecken, für die ein (iegenseitenpaar durch 
zwei Erzeugende derselben Schar und daa andere durch die beiden 
reziproken Polaren gebildet wird. 

Hiermit ist das Ergebnis von \'obs bewiesen und festgestellt, daß 
es 6 Systeme von der Kurve I{^ einge.scliriel)enen Vierecken gibt, deren 
Seiten abwechselnd zwei von den vier Kegelsclmren der Fliicben F 
und F' augehören. Über dieses Ergebnis Linaus führt aber der Ge- 
danke, daß die Gegeneckenpaare eines jeden von diesen 6 Systemen 
Toa Vierecken auf der Kurve ein Syst«m ron korrespondierenden 
Punkten darstellen. 

Zuvörderst folgern wir: 

Die vier Punkte, m welchen die vom selben Punkte der Schnitt- 
kurve E^ der Flächen F und F' ausgehenden Erzeugenden dieser 

1) A. Von, s. a. 0., vgl. Westpbal, Math. Ann. Bd. 18 (1878) 

SS* 
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beiden FlSch«n der Surfe noehmals begegnen, bilden auf ibr ein 
Qiisdmpel. 

Denn ein beliebiger Punkt der Schnitt kurve ist Eckpunkt fÖr 6 
der Kurve eingeschriebene Vierecke, deren Seit«n abwechselnd ans zwei 
Ton den vier Regelscbaren der Flachen Fy F' stammen, je zwei Ton 
den vier Erzeugenden dieser Regelscharen, die von dem Punkte aus- 
gehen, treten als anstoßende Seiten in einem dieser 6 Vierecke auf und 
ihre weiteren Tre%imkte mit der Kurve als Gegenecken. Damit sind 
je zwei toii den Tier Treffpunkten als korrespondierende Punkte der 
Kurve nachgewiesen imd ihre Gesamtheit aU ein Quadrupel auf der- 
selben 

Nun folgt aber weiter: 

Die <x>^ Quadrupel auf der Schnittkurve von zwei doppelt apolaren 
Flächen 2. Ordnung F' sind in der Weisn zu Paaren Ton „asso- 
ziierten'' Quadrupeln gruppiert, daß die Iii Greraden, welche man durch 
Verbindung rlor Punkte eines Quadrupels mit den Punkten des assoziierten 
erhält, teils der einen, teils der anderen von den beiden doppelt apolaren 
Flächen angehören. 

Jeder Punkt der Sehnittkurve bestimmt nämlich das Quadrupel, 
dem er angehört. Die beiden Treffpunkte einer Erzengenden einer von 
den beiden Flächen F, F' bestimmen also je ein Quadrupel, und der 
schon bewiesene Satz besagt, daß, wenn man aus dem eiTien Tr»^fTpunkte 
das Quadrupel, dem der andere angehört, projiziert, ujun die vier von 
dem ersten Treffpunkt« ausgehenden Er/euffenden der beiden Flächen 
erhält. Damit ist aber jeder Funkt des einen Quadruiiels als Treff- 
punkt einer Kizeugendeu einer der beiden Flächen nachgowipsen, deren 
zweiter Treffpunkt dem anderen Quadrupel angehört, nn(i eö kann in- 
folgedessen für jeden Punkt des einen Quadrupels anst^esagt werden, 
daß seine Verbindungslinien mit den vier Punkten des anderen Qua- 
drupels die vier von ihm auagehenden Erzeugenden der beiden Flächen 
dai'stelien. 

S. Weitere Entwieklungen knüpfen wir an eine Figur an, weleha 
aus drei windschiefen Viemiten F, V, V" mit den gemeinsamen Dia- 
gonalen df d' besteht ron der Eigenschaft, daß auf jeder Diagonale die 
drei Eckenpaare einander paarweise harmonisch trennen. 

Aus der für die drei Yieneite V, V, V" Torausgesetzten Eigen- 
tOmlichkeit laßt sich sofort ersehen, daß fiflr jede Fläche 2. Ordnung, 
welche durch die Seiten eines von ihnen hindurchgeht, die Ecken jedes 
anderen ein Poltetraeder darstellen. Denn die gemeinsamen Disgonalen 
d, d' der drei Vierseite sind resiproke Polarai bezflglich der Fliehe 
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2. Ordnuug als Diagonalen eiues auf der Liäciie verlauieiitien Vierseita; 
teriK M sind a^er die iiiif einer Diagonale betiiullichen Ecken jedes 
anderen von unseren drei Vierseiteu, weil banuonisch getrenut durch 
da.s Eckenpaar des ersten Vierseits, konjugiert bezüiflich der Fläche. 
Es folo;t nun auch, daß zwei Flüchen 2. Ordnung, von denen jedp dnreh 
die Seiten eine^; anderen von den drei Vierseiteu F', F', V" hiudurch- 
gelegt ist, einander wechselseitij; ^-t Itzen, denn jede von den beiden 
Flächen geht dann durch zwei i'aare vou Gegenkanten eines Polte- 
traeders der anderen Fläche d. h. durch zwei Paare ihrer reziproken 
Polaren. 

Wir köuneu ai)er umgekehrt au(A zeigen, wie bei zwei beliebigen 
doppelt apolaren Flächen 2. Ordnung F, ¥' die Figur der drei Vier- 
seite V, F', F" mit gemein sanien Diagonalen, auf denen die drei 
Eckenpaare einander paarweise harnioniscli trennen, auftritt, eine Figur, 
welche übrigens implizite schon bei Voss vorkommt. 

Nach Xr. 1 enthält die Fläche F in jeder von ihren beiden Scharen 
von Erzeugenden ein Pa^ir von reziproken Polaren bezüglich der Fläche JP'. 
Dais von diesen vier Geraden gebildete Vierseit bezeichnen wir mit F, 
seine Diagonalen mit dd' . Da dieses Vierseit sich im Polarsvstem der 
Fläche F' selbst entsiiricht, stellen seine Ecken ein Poltetraeder dieser 
Fläche dar und seine Diagonalen rf, d' ein Paar reziproker Polaren. 
Femer folgt. d;il.'i auf der (ieraden d bez. d' das Schnittpunktepaar der 
i^ili ln' / harmonisch konjugiert ist zu dem .aif dieser Geraden be- 
tmdiii lu a Eckenpaar des X'ierseits V. L)iese lieideu Schnittpunktepaare 
sind Gegeneckenpaare eines aus Erzeugenden der Fläche /*" bestehenden 
Vierseits, weil die Geraden d,d' reziproke Polaren bezüglich dieser Fläche 
jsind. Bezeichnet man nun dieses Vierseit mit J so bleibt nur noch 
zu beachten, daß die Geraden d, d' als Diagonalen des von Erzeugenden 
der Fläche F gebildeten Vierseits F auch bezüglicii dieser Fläche 
Polaren sind, um zu erkennen, daß wir die gewünschte Figur vor uns 
haben, wenn wir den beiden schon konstruierten Vierseiten F und V 
als drittes V" das Vierseit hinzufügen, welches von den vier Kanten 
gebildet wird, welche das genieinsame Poltetraeder der Flächen F und 
F' aoßer den Kanten d' noch besitzt. 

Ist aber die Figur einmal abgeleitet, so ist auch der Anschluß an 
• die Theorie von vier paarweise in InTointion liegenden linearen Eom- 
]dexen gewonnen, sobald die aogensoheinlich richtige Bemerkung ge- 
macht isty daß die Figur der drei Vioneit-e F, F', V" od«r mit anderen 
Worten die Figur von zwei windseliiefen Geraden^ von denen jede drei 
pearwMfle harmoniBch konjugierte Punktpaare tragt, eine, Ton projektiven 
Tranifbimationen ahges^en, TdlÜg bestimmte ist 
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Nach ("a p (> irtl i und del I'ezzo^i bestiniiiiou vier liiipare Kom- 
plexe, die paarweise in Involution lie^'eii, riue (Tiiipjie von Ki lineurea 
Trausfuriautionen des Haumes, 8 Kolliueatiuueu uud 8 Korreiatiouen, 
durch welche die Punkte und Ebenen des Raumes zu Möbiusschen 
Koutimairationen 8^ geordnet werden, die sich entsprechend den vier 
K()iii]>lexeu auf vier Arten in je ein Paar einander um- und eingeschrie- 
beuor (Möbiusscher) Tetraeder zerlegen lassen. Die Flächen 2. Ordnung, 
welche bei den rransformationen der Gruppe in sich übergehen, bilden 
drei Flächenbtisohel, als deren Basiskuiven drei Vierseite auftreten, 
welche die Figur unserer Vierseite J ', F" bilden, d. h. sie haben 
gemeinsame Diagonalen, und auf jeder von ihnen trennen einander die 
Eckeupaare je zweier von drei Vierseiten harmoniscL 

Eine Folge dieses Siioliverl^tiiisaee ist, daß, wenn die Figur der 
drei Vierseite F, V*, V* gegeben isl^ und durch jedes von ihnen eine 
Fl&elie 2. Ordnung hindurcbgelegt wird, fttr die entstdienden FlScben 
JFf F', F", welche nach Obigem paarweise doppelt apolar sind, die ge- 
meinsamen 8 Punkte die 8 Punkte einer Möbius sehen Konfiguration 8^ 
nnd die gemeinsamen 8 Ebenen die 8 Eboien dersdben Konfiguration 
darstellen. Sieht man die beiden FUicben F, F* als fest an, so bat 
man zwei beliebige doppelt apolare Flächen 2. Ordnung Tor sieb, und 
kann die FlScbe F" nodi in einem Fläcbenbflsehel 2. Ordnung rariieren 
lassen, dessen Basiskurre das Vierseit F" ist, d. b. ein Kantenvierseit 
des gemeinsamen Poltetraedeis der Flachen F, F', In den Punkt- 
gruppen, welehe die Flachen F" auf der Schnittkurre der baden 
Fl&chen P, F** ausschneiden, erkennt man die in Nr. 2 betrachteten 
Gruppen Ton je 8 Punkten dieser Kurve wieder, die 8 Punkte zweier 
asBOsiierter Quadrupel Denn nach Gaporali und del Pezzo lassen 
sidi solche 8 Punkte, sowohl in die Eckenquadrupel von zwei auf der 
Fliehe F, als auch in die Eckaiquadmpel von zwei auf der Fläche F* 
Teiiaufenden Vierseiten zerfallen. 

Erwägt man noch, daß in einem beliebigen Fläcbenbüschel 2. Ordnung 
drei Paare Ton doppelt apolaren Flächen vorkommen, nämlich die drei 
Fläcbenpaare des Büschels, welche in demselben zwei seiner yier Kegel- 
flächen und zugleich die beiden übrigen harmonisch trennen, so kann 
man im Hinblick auf die Ergebnisse der letzten Nr. den folgenden 
Satz aussprechen. 

Die Punkte einer hiqtiadratischen Batwiluric 1. Art sind in he- 
Jcannter Weise in „QuadrnpeV (jeordnet. Jede Fh'irhe 2. Ordnung, die 
Anreh ein Kmtetwierseit des HaupUäraeden deir Kurve hindurchffdU, 



1) B. Capozali, Memorie di geometria, Neapel, 1888. 
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schneidet auf dcmlben zwei Quadrupel um, und diese sfellefi gummmm 
die 8 Punkte einer MohiKssdioi Konfujnralio)! dar. Es erscheinen 
so die QnndrHf)el der Kurve auf drei Arfrn zu Faarm von .^a.fmzi irrten'^ 
Quadnipdii (/tvrdnet, entaprecJiend den drei Kantcnvinsdteii drg Jfaupi- 
teiracdcrs. Verbindet mau die vier PunJcte jedes (^uadntpds dvr Kurve 
mit d4ii vier Punkten seines assoziierten ^ so erhält man, den drei Aj ten 
von assoziierten Quadrupeln entsprecliendy die Erzeugenden der drei Paare 
von doppelt apdarcn Flächen 2, Ordnung, wetdte sidi dkrch die Kurve 
hinäurehleffm lassen. 

A, Auieseder') und H. Schröter') haben erkannt, daß sich die 
Quadrupel einer biqnadratischen Raumkurre 1. Art auf drei Terschiedeno 
Arteu so in Paare aidnen lassen, daß die beiden Quadrupel desselben 
Paars suaammen 8 aaiOBiieite Fünkte (Omiidpimklie eines Flaohennetzes 
2. Ordnung) darKteUen. Dieses Ergebnis erscheint durch den Torsiehen- 
den 8atas in wesentlicher Weise ergänzt 

4. Es dfirfte sweckmiBig sein, nodi weitere ftesultate, die in unseren 
Entwicklangen enthalten sind oder mit Leichtigkeit ans ihnen gewonnen 
werden kdnnen, in Form Ton Sätzen ausdrfli^ch festzulegen. 

Wir können sagen: 

BamU Mwei Flädten X Ordnung mit nidUsingidärer SScAnt^fturs» 
dopptU apolar sind, ist noUemdig und ansreidiend, daß es eins Möbius- 
s^e Sanfiguraiimi 6^ gibt, der beide Flädte» sowohl unh wie eingesdnneben 
sind, und es gibt dann schon oo* solche Möbiussdte Kot^tguraOonen. 

Ferner gilt der Sats: 

Die einer niehtsingulären Flache 2. Ordnung eingeschriebenen ein- 
fachen Vierseite ersdieinen zn Paaren von „Gegen vierseiten'' gruppiert, 
wenn wir swei eingeschriebene Vierseite als Gegeuvieiseite bezeichnen, 
sobald die Diagonalen des einen die des anderen zn reziproken Polaren 
bezüglich der Flache haben. Die 8 Seiten von swei bdiebigen einer 
Flädie a. Ordnung F eingest^ridtenen Cregenvierseiten lassen sidi dnreh 
eine Oberfläche 2. Ordnung F* verbinden; diese ist m F doppdt apotair, 
und Mu einer bdidtigen eu F thppdt apciaren F^ädw 2, Ordnung gdwren 
ooi^ Paare von dieser Flädte eingesdtriebenen Qegenvierseiien, deren Seiten 
sie enätäU. 

Der enge Znsammenbang zwischen den beiden ausgesprochenen 
SStzen wird dentUch durch die folgende Erzeugungsart einer Möbius^ 
sehen Konfiguration, welche ich niigends gefunden habe. 

1) A. Ameneder, Wiener Bw. Bd. 87 (18BS). 
S) H. Schröter, a. a. 0. 
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Man rrhält die 8 Punlcte eimr M öbi ttischeu KmifUinnüion nenn 
man eine nirlifsiju/nlärr l'lächc ^. Ordnunff mit -trci hdiehi(/ai Geraden 
und zwjleich mit ihren reziproken Polaren btzüylich der Fliichc zum 
DurcJiSchnitt bringt, und man kann eine heliebige Möhiussdie Konjiguralion 
8^ in dieser Weise auf drei Arten entstehen lasseti. 

Wesentlich dieselbe fiutsiehuiigsvreise läßt sich durch deu Satz 
ausdrücken: 

Die Ecken von zwei windsdiiefen Vi/rrchrn in der Lage, dfiß jrdfs 
Gegensf'if( Hji(i(ir des einen Vierecks von ciiieni anderen Geat usfUcnpaar 
des anderen f/etniffcn wird, bilden die Ptinkfe einer Möbiussehen Kon- 
figuration, und eine beliebige solche Konfiguration läßt drei derartige 
Entstehungsarten zu. 

Über Nicht-Euklidische und Limeugeometrie. 

Von £. Study in Bonn. 

Nicht gehaltene Vortrage (V— XII). 

In einer eisten Reilie y,moht gebftltener VortrSge"') liat der Ver- 
faeaer einige eofenennte Übertragnngsprinzipe dargelegt, und er hat 
gBBeigfcy wie man dadurch zu mehreren Arten der Liniengeometrie 
kommt, die dnreh gewisse einfache oder halb-einfiuihe Transfiormationi- 
gmppen beetimmt sind, und ni Ranmelemeutoti die als lAmenkreiut 
nnd ^rahlf Speer und Tf^ bezeichneten Figuren haben. Wegen der 
Ffllle neuen Stoffs, und weil zur Ausarbeitung nur eine sehr kurz be- 
messene Spanne Zeit zur Verfttgung stand (es handelte sich am eine 
Qdegenheitsschrift), eind diese mittlerweile auch yon anderer Seite 
verwerteten^; Ideen nur in der Beschränkung auf Figuren skizziert 
worden, die — im engsten Sinne des Wortes — redl sind. 

Im Folgenden sollon nun diese Betrachtungen nach einer be- 
stimmten Richtung hin fortgesetzt werden, nämlich mit bezng auf die 

1) Jahrcsbei. d. D. Math.-Yer. Bd. II (19U2), S. 818—840. 
S) E. Weber, Die komplexen Bewagoiigeii (Leipz. Ber. IMS« S. 884 «.ff.)» 
Das Imflginbre in tier Geometrie d«r konfocalcn Flüchen sweiter Qtduung (Mönch. 

Ber. 1904, S, 417 u tr.;. A. B. Pierce, Dxial Conical ronj^nienrps Dihs, Zürich 
1908). E. Davis, Iii«' ^'Comctrisrhc Adflitimi der Stäbe iii «lor li\ jiorlioliscbeo 
Geometrie (Dias. Greifswald, iy04). J. Coolidge, Les congruentxi^ t&utropes (AtÜ 
di Toxine, I. 10. Die. 1904. IL 8. Genn. 1006). The dael projective geometr; of 
elliptic wd ■pberieel cpaoe (Diu, Bonn, 1904). H. Beck, Die Strahlenketten im 
hyi)erboli8chen Räume (Diss. Bonn, 1905). J. Grünwald, Über doale Zahlen und 
ihxe Anwendung in der Ocomefcrie (Monatah. f. Math. n. Phy«. XYU, 1906, S. 81 ff.) 
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Fiuriir des Pfeils, und unter Aufhebung der genannten BcBchränkung. 
Es wird zunäclist ein sehr einfacher, aber anscheinend bisher gleich- 
wohl niclit bemerkter Zusammenhang aufgedeckt, der die als 
(Lobatschewsky scher ) J'araUdismiis imd Paratnxie (oder Clifford- 
scher Parallelismus) bezeiclineten Begriffe verbiDdet. Sodann wird, 
als nächst -einfache Ainvendunj^ einer weiter reichenden Methode, die 
Theorie gewisser KojiLrrnenzen entwickelt, allerdings nur in den GruTid- 
zü<?eji. Es wird nämlich gezeigt, daß ein wesentlicher Teil der 
Eigenschaften der Nt>rnt(ib'uJ:<))nrnrii~fn drr FUivhm von der Kriim- 
muny Null und der sogenannten isotropen Konyrimizen ihre Quelle 
in denselben analytischen Tatsachen hat, so daß man, durch ein 
einfaches Übertragungsprinzip, gewisse Kigeni9chaften der einen aus 
solchen der anderen nirelianisrh ableiten kann. Es werden dadurch 
Untersuchungen anderer Mathematiker über diese Üongruenzen er- 
gänzt, und in einiiren Punkten auch berichtigt. 

Von allgemeinerem Interesse dürfte es sein, daß in dem Gedanken- 
kreise der reellen Nicht- Euklidischen Geometrie fnnd auch noch in 
dem hier nicht betrachteten Euklidischen Grenzfallj die Theorie der 
atudytischen Funhtiown von zieei hinipJrreti ]'rränd*rlicJien eine natür- 
liche Anwendung und geometrische Deutung lindet, die — abgesehen 
von den minder elementaren \'oraussetzun*ren — verglichen werden 
kann der Deutung der Lehre von den l'unktionen einer einzelnen 
komplexen Veränderlichen mit Hilfe der konformeu Abl>ildung. 

In anderen Arbeiten, deren erste sich jetzt im Dnick hetindet, 
und demnächst im American .Foumal of Mathematics erscheinen wird'), 
soll der hier mit Ilücksicht auf die Form des Vortrags zurückgedrängte 
analytische Apiüirat entwickelt werden. 

Die gewählte Darstellungsform hat jedenfalls den Vor/uu" der Kürze. 
Aber natürlich können wir uns damit nur an einen unid ziemlich 
kleinen Leserkreis wenden. Ein gründliches Lehrbucli der Nicht- 
Euklidischen Geometrie scheint zu fehlen, und doch müssen wir eine 
gewisse Vertrautheit de» Lesers mit diesem Stoff voraussetzen. 

Der erwähnte Zustand kann sich übrigens schnell ändern. Wenn 
die unfruchtbaren formul- logischen Spekulationen, die jetzt „im Vorder- 
gründe des Interesses stehen", demnächst, zufolge allgemeiner Eut- 
kräftuug, eines sauften Todes verstorben sein werden, dann wird man 

1) M. Biancbi, Snlle »aperficie a eurvatnf» nntlA in geomeiria ellittlea (Ann. 

di Hat. ger. U, 24, 1896). Sulla rappregcntazione di Clifford delle congraense 

rettiliiHM.' nello spazia ellittico (Atti di Tnrino. v. ,30. \W\ . p. 381, M.), und die 
erwähnteu Arbeiten von Coolidge über isotrope Kongnjen/.en 

2) Über die Begritfe Links and Hecht« in der elliptischeti (ieometrie. 
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sich vielleiclit daruii erinnern, daß die Nicht -Euklidische Geometrie, 
und die Geometrie überhaupt, nicht bloß aus mehr oder (nieistenB) 
minder unabhängigen sogenannten Axiomen besteht, sondern auch einen 
Inhalt hat Dann werden sich gewiß Bearbeiter finden, die dem Stoffe 
gewachsen sind und sogleich den Torluuideiiai Reiehtam weiteren 
KreiMn zugänglich su machen verstehen. 

Von der Nicht* Euklidischen Geometrie ans flllt Licht auf die 
Eoklidische und auch noch auf manchen anderen Gegenstand. In ihr 
finden andere Disziplinen schöne Anwendungen. Wer überhaupt Geo- 
metrie ans umfassenderen Gesichtspunkten betreiben will, der kann 
gar nicht umhin, sidi mit ihr zu besch&ftigm. Die DiflTerentialgeometoie 
im Nicht-Euklidischen Baume, mit deren Studium Herr Bianchi einen 
bemerkenswerten Anfang gemacht hat, bietet eine FfiUe von Problemeo, 
die schwierig, dabei aber nicht scharfsinnig ausklügelt, sondern 
natürlich und einfach sind, Problemen, die eine Zukunft haben, und 
die die Vertreter der Analysis sich nicht sollten entgehen lassen. Es 
erscheint nicht billig, daß diese schöne Disziplin von der Mehrsahl 
sogar der eigentlichen Geometer auf die Dauer wie dn Stiefkind be- 
handelt werde. 

Ee ist natürlich richtig, daß kemer sich fttr alles interessieren 
kann. Wer aber meint, seinen Interessenkreis nach Willkür umgrenzen 
zu dürfen, der scheint uns in einem TerhängnisTolleu Irrtum befangen 
zu sein. 

V. 

Das Elementarvierseit alä Raumelement. 

Bisher hatten wir die verseil itdenen Arten reeller Nicht-Euklidischer 
Geometrie im dreidimensionalen Räume neben einander betrachtet. Jetzt 
wollen wir nns auf einen iinifassendercn Aussichtspunkt stellen, indem 
wir, Ton der elliptischen ocfer hyperbolischen Qeomefaie ausgehend, den 
Raum Ton Tom herein zu einer ^lanuigfaltigkeit von drei komplexen 
Dimensionen, also zu einer sechsdimenaionalen Mnnnis^'fiilti^keit er- 
weitem. Die ebenfalls sachgemäß erweiterten Grundbegritie beider 
Arten der Geometrie werden dannt noch nicht geradezu identisch, 
stimmen aber in allen wichtigeren Bpziehnngen Obfnein. Es bleiben 
nur «'inige Unterscliiede in der Bezoichmitig und in dorn, was man als 
ratioiial'bekaiint gelten lassen wird, so daß man durch leichte Änderungen 
von der einen Art erweiterter (Jponietrie unmittelbar zur anderen 
übersehen kann. Man kann aber auch den (irundbegrifl' der Entfernung 
und die anderen Begriffe, die an ihn sich au.schlipßen , von vornherein 
so allgemeia fassen, daß sowohl die reelle elliptische als auch die 
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reelle hyperbolische Geoniptrie sich als Ausschnitte aus einem um- 
fasaendereu ST^itoTn vou Begriü'en und Lehrsätzen der Geometrie im 
komplexen Gebiet daistelku.') 

In fleni botraehtcten prwriterten Räume lie^ min dir ahsolnfe 
Fläche, als Ort von l'unktfii ein, wie man zu satren pflegt, zwei- 
dimensionales, in Wirklichkeit vierdinienRionales, algebraisch f^"^ Uebilde, 
mit ihren beiden ^Scharen von je cx' Erzeugenden, die Triigerinnen (kom- 
plexer^ biliärer Ge]>iete sind. Wir unterscheiden diese beiden Sehnren, die 
wir durcliueg als rational-geirmni betrachten wollen, durch die Ei)itheta 
hnks und rrrjits}^ Von gi'undlegender Bedeutung lür die ganze Nicht- 
Euklidische Geometrie ist nun. wie wir alsbald seilen werden, eine 
Figur, die aus je zwei Erzeugenden der beiden Scharen besteht, und 
für die wir daher ein hesonderes Wort, ElemeninrvieraeU einführen 
werden. Es gilt zunächst oiteubar der folgende Satz: 

V, Die (iesattUheii aller oo>^ EkmentarviermU: bildet ein ath 
g€S(^ihss€U€s K"i'li)itmmf das in einer (von linearm Transformaiionen 
abgesthm) bestimmten Weise sich abbilden läßt auf dcts Kontinuim, das 
aus (dh'H raaren von komplexen Punkten ßweier bestimmt (Unks-rechtsJ 
geordneter f ntärer Gebiete besteht 

In dieser Abbildung entepret^ien den oc<* Klementarvierseiten, die 
am doppelt - zählenden Breeugenden drr ahsoliUen Fläche best^tenj die 
Paare komplexer Punkte eweier irredmibei&r Kurven 2, Ordnung. 

Für die ente Hälfte dieser natürlicli ganz triTialen, für eine sach- 
fgbuSA» Oliedernng des geometrischen Stoffes aber gleichwohl widitigen 
Formulierung können wir kürzer sagen: 

Bas Koniinmm aller Elemmtarvierseiie ist Tätiger giceier komplexer 
' iemärer Grthide. 

Wir eutwickeln nun sogleich den Begriff des Elementarrierseits 
selbst weiter, indem wir dessen einzelne Erzeugende wiederum in eine 
bestimmte Reihenfolge setzen, und doroh Indices a und & — ent- 



1) Han pflegt ni lagen, dafi beide Arten xeeUer Geometrie durch „ima- 
ginfae Tmuifonaatiotien** in einander (Ibergehen. Da» möchte vielleicht bin» 

genommen werden, wie viele nndero nicht minder unlogische aber einmal ein- 
gebürgerte Redpwendniippn , da vollkor»nien« Logik eich nun doch einmal nicht 
in die Terminologie hineinbringen lüüt. Indessen lassen uns die vielen Unklar- 
heiten, die achoQ durch nachlässiges Umgehen mit dem Imaginären verursacht worden 
•ind, doeh cwdfeln, ob man eine so irreleitende Aasdnioksweise beibehalten soll. 

8) In der erwähnten im Omck begriSenen Abhandlung bat der Verfasser 
gezeijft, wie aus diesen rntprscheidvingen und den weiter zu besprechenden 
ähnhcber ktt alle anderen, in di neii die Bet^ritfo links und recht» aaftreteOf 
vermöge präziser Definitionen entwickelt werden können. 
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sprechend deti Worten Atifatuf und Ende — uuterscheideu. Ji„ und 
S^, seien Zeichen für die beiden linkseitigen , i/„ und 11^^ Zeichen 
für die beiden rechtseitigcn Erzeugenden, 2^ z. B. also das Zeichen 
für die erste linkseitige Erzeugende eines Elementarvierseits. Dieses 
selbst aber wollen wir, nachdem der Ordnungsprozeß Torgenommen 
ist, ein orimtiertes Elenieniarvierseit nennen. Wir haben dann eine 
neue Mannigfultigkcit, als Subatrat geometriaeher Uutenaebungen, 
erklärt; man sieht, daß diese die savor besproehme Tier&ch über* 
deckty nnd daß (and wie) ihre Terschiedenen Blatter in bestimmten 
leicht Mizugebenden VerjmeigungsmanuiyßUigkeiten mit einander za> 
sanunenh&ngen. 

Das Kotilinuum aller oriaUiertm Elefnentarvierseiie. ist Träger vo» 
vier himiren Gebieten. 

Die })inären Parameter dieser Gebiete aber können wir in bekannter 
Weise geometrisch deuten, und so kommen wir zu der ftdgeuden etwas 
inhaltsreicheren Formulierung: 

VI. Das Kontinuum fier oc** orientierten Elemt-iifin rli rseite läßt 
Stfli in einer im tresrntlichen^) btstinimf^m Weise ohbih/ru auf die 
(Quadrupel von reellen l'iudien , die man vitr Uicmannsdien 

sogenannten Zuhlml'nfjihi mm liadius F/ms nituilnurn kann. 

Untrni irf't man die vier Bildkiujdn rn Ui it t iiiftifUrh -l.oUii/t amt 
Trünsf<>y))i(iti(men (bildet man also jede Kntjel auf s/r srihst nh dunh 
eine eitifn/lich' Möhi ussehe Kn i.svenvandtschaft) nml -nar in def Weise^ 
daß die hridrn liida-n Kaydu derselben Tran,sformidion unterliegen f und 
eMtiso die hvitltn re^^hten, so ruft m<n> dndmcli <itir übrigens ganz 
beliebige — lompleae Bcuegung im Nie/it - J-jdlidisehtn JUiume hervor. 

Wir denken nns natürlich z. B. die ])eiden linken Kugelgehiet« ' 
(t) nnd (| ) in der Weise hergestellt und aufeinander gelegt, daß 
einander überdeckende Punkte |„ = |,, derselben linkseitigen Er- 
zeugenden der absoluten Flüche entsprechen. Punkte, die einaniier 
überdecken, sollen dann derselben Transformation unterliegen, sodaß 
sie die genannte J^i^eiiscliaft behalten. — Wir erlangen hier auf ein- 
fiicliste Weise einen Einblick in die Struktur der (iruppe der komplexen 
Bewegungen. Eine (komplexe) linkseitige Schiebung entsteht, wenn 
wir alle Punkte der beiden rechten Bildkugeln festhalten, und analog 
kommt man zu den reehiseitigen Schiebungen. Zugleich aber ergibt 
sich eine lange lieihe von neuen Froblcmen. Erstens kommt man 

1) Dm beißt, abgeaehen von reellen eigentlichen automotphen kollinearen 
Traosformatioiien einer jeden der vier weitcriiin im Sat/e genannten Kugeln, und 
▼OD nmalUnen tueigeiitlichen automocphen TiMui'oimfttioneii dex riet KaKela. 
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flogleieh zu einer Gruppe tob 2^*4! oo^'* Kreisrerwandtaehafteii oder 
koUinearen VerUnsdiiuig^n der Bildkugeln, dner Gruppe Ton Trans* 
formationen, die zaUreiehe üiTarianto und nieht^inyariante Untergruppen 
enthalt, darunter solehe, die daa Bild der komplex«! Nicbt-Euklidiechen 
Bew^ungen umfaeaen. Jede TOn diesen definiert gewisse Äquivalenz- 
b^riffe, also eine Vesondere Art der Geometrie und eine zngehdrige 
InTariantentheorie^ die bei gee^eter Wahl des Baumelementes im 
Nicht-Euklidisehen Baume deutbar sein werden. Alle diese noeb im 
Sk^fle der Zukunft ruhenden Disziplinen aber sind, wie die sie 
definioenden Gruppen, ToHig bestimmt durch die Nicht-Euklidische 
Geometrie und ihre Bewegungsgruppe: Die Entwicklung diesOT Dis- 
ziplinen ist niolit ein küustlirhes und willkürliches, sondern ein 
natürliches Problem. Dafi sie alle gleiche Bedeutung hätteu, soll nicht 
bdkauptet werden. Aber es werden sieh unter ihnen solche beßnden, 
die ein eingehendea Studium Terdienen. In noch höherem Mafia wird 
dies gelten TOn gewissen sogenannten unendlkhen Gruppen y die man 
erhalt, wenn man statt bloß kollinearer Transformationen der Bild> 
kugeln überhaupt konforme Transformationen (Abbild unL^n der vier 
Kugeln auf dieselben Kugeln, in gleicher oder abweichender AnorUnuj^) 
in Betracht zieht. 

In den Nicht-Euklidischen Kaum übertragen erschein pn alle diese 
Transformationen als Vertausch nngen orientierter Elementurviersoite. 
Aber nicht alle diese Vertauscliuugen sind analytisch, im übliolion 
Sinne ilos Wortes. Vielmehr erkennt man ohne weiteres, daß nur 
gewissen L'nterj^ruppen der tjenannten Gruppen diese Eigenschaft zu- 
kommt. In beiden FäUen ti;eLin<^t man so einer Umppe, dii« (statt 
aus 2* • 24 ) !iiis 24 analytisch-getrermten Schuren von TransforniHtionen 
besteht, niiü deren kontinuierliche Untergruppe im ersten lulle von 
24 Parametern, nämlich vou l:^ wesentlichen komjilexen Parametern 
abhängt (eine sogenanute 12gliedrige Gruppe), im zweiten Falle eine 
unendliche Gruppe ist. 

Von der Gruppe vou 24 Transformationen läßt sich sehr 

leicht zeigen, daß sie allr analytischen \' ertauschungeu der orientierten 
Elementarvierseite umfaßt, die in dem Kontiuuum dieser Figuren überall 
Wohld etiniert, eindeutig und stetig sind. 

In dem, was folgt, beschränken wir uns. wofern das (legenteil 
nieht ausdrücklich bemerkt ist, durchaus auf die Betrachtung vou 
analytisciien Manuigfaltigkeiteu und Transformationen der orientierten 
Elementarvierseite. 

Die Figur des orientierten Elementarvierseits entbehrt einer Eigen- 
schaft, die man bei Objekten „geometrischer^' Untersuchungen ungern 
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vermissen wird, wiewohl sich eine klare Definition dafür nicht gebm 
läfii £8 ist das die sogenannte Anschauliehkeit der reellen Figuren. 

Nennt man, wie es im allgemeinen sachgemäß ist. eine geometrische 
Figur dann rccU, uam sie mit ihrer lottjugiert-lomplexm ztisamtne»' 
füllt^), so gibt es bekanntlich drei gegenüber reellen Kollineationen ver- 
sohiiHlene Arten von reellen doppelpiinktfreien Flächen 2. Ordnung^ 
als deren Typen eine reell-geradlinige Fläche, eine reelle Kugel von 
rein-imaginärem Radius, und eine reelle Kugel von reellem (nicht ver- 
schwindendem) Radius gelten können. In jedem der drei Fälle enthält 
die Fläche lk?* reelle i nicht -orientierte) Elementarvierseite. Aber nur 
in dem ersten l"all. der uns liier wcni^a-r interessiert, belinden sich 
darunter oq* soh'lic, deren Er/cugendc cin/.fdn reell sind. In diesem 
Falle allein also sind die nicht orientierten oder orientierten Klemeutar 
vierseitc w» niirstens zum Teil „anschaulich". W ir werden nun diesen 
Man<je] (iudurcii aut heben, daß wir dmn orientierten Elementarvierseit 
eindeutig-umkehrbar eine andere Figur zuordnen, die wir Pfeil nennen 
werden. Diese, wie auch eine verwandte als S/trcr m bezeichnende 
Figur haben wir in besonderen Fällen schon erklärt ( Nr. II, III). Das 
Wesen dies( r Begriffe wird aber am besten verstanden, w enn man das 
orientierte Elementarvierseit in den Mittelpunkt der Betrachtung stellt. 
Wir geben nunmehr eine allgemeine Erklärung. 

VI. 

Speere und Pfeüa. 

Ist eine gerade Linie gegeben, die nicht Miuimalyenuh ist, das 
heißt, die die absolute Flache in zwei bestimmten und Ton einander 
verschiedenen Punkten triffk, so haben wir znr Auffindung dieser 
Punkte eine Quadratwurzel anssnsieheD, deren Radikand eine ganze 
Funktion zweiten Grade« der Pitt cke rechen Linienkoordinaten ist 
Höchstens um eine numerische Irrationalität^ die man von rom herein 
a^ongieren kann, unterscheidet sich dann von dieser Quadratwurzel 

1' In bt-soinliTt-ti Fällen hat man ilie^e wicliti)jr.> Drfinitlon .wchon liinifig 
verwendet. Naiueutlich werden algebraische Fiikhen mit n i llt i (Ucicliung und 
daher auch reellem I'olarsy^^tem jetzt wohl ziemlich nllgemein reell genaunt. Nicht 
immer aber ist man bei Qebzancli dieaer Begriffsbildimg folgerscht yerfahrm. 
Dazu ist nflUg, dafi man einen allgemeinen Begriff „reeller*' Figuren aufstellt, 
der den eben ffonanntm uTiifnßt. Dies scheint erst C. Segre getan zu haben, der 
f^fatb Ann. Bd. in, löUi, t>. 118) sich ho ausspricht: L'ente frow;»//*.».««] diri reale 
oppure iiiiagtiiano äecoado che coincide o no col [complt »su Jcoiyugato. Kon 
esigiamo dnnque per chiamar reale im ente 4^ eiao ti componga 40I0 di elemeati 
reali, e nemmeno che ne contenga. — 
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eine andere, deren Rational-Bekannteem oder (wenn ndtig) A^jnnktion 
68 bewirkt, daß für alle Ponktepaare auf der Geraden die goniometrieclie 

Tangente iliror £ntfemung eine rational -bekannte, d. b. dorch die 
Punktkoordinateu raiional-aasdrflekbare Große wird; und Entsprechendes 
gilt für alle Ebenenpaare dieser Geraden« 

Wir bezeichnen nun als (hienHetirngsprozeß die Operation, die 
diurin besteht, daß man der gennnnten Quadratwurzel einen bestimmten 
unter ihren beiden möglichen Werten beilegt, und deren geometrischer 
Sinn ist, rlnß man die beiden Schnittpunkte der Geraden mit der 
absoluten Fläche deutlich unterscheidet und in eine bestimmte Reihen- 
folge x^f setzt. Für die also erweiterte Figur der Geraden brauchen 
wir Torlaulig unterschiedslos die Worte Speer oder FfeA, und wir stellen 

sie durch das Zeichen x^x^ dar. x^ heiße der AinfangspurMf der 
Endpiinli des Speeres oder Pfeiles. 

Wir bemerken nun, daß diese Fignr im ganzen noch drei andere 
gleicher Art, und zwar jede Ton ihnen eindeutig und auf eine gegen- 
über komplexen Bewegungen invariante Weise bestimmt: Erstens den 

um^^fim oder ewtgegengeseUten Speer oder Pfeil x^x^^^ zweitens die 
beiden Speere oder Pfeile, die aus der absoluten Polare der gegebenen 
Geradtti sieb ableiten lassen. In der Tat lassen sich diese, nachdem 
(wie vormageaetst) die beiden Sdtaren von Geraden auf der dbsohäen 
FUk^ rational geirenni sind, ebenfaUs rational trennen und ohne 
Mehrdeutigkeit unterscheiden. Es werden nämlich T«rm5ge der An- 
ordnung der Punkte x„f zugleich auch die zn diesen gehörigen 
Erzeugenden beider Scharen bestimmt geordnet^ nach folgendem Schema: 

= ('S*«, HJ, a-^ = {S„, HJ. 

Setzt man ent^rechend 

so sind die beiden Speere oder Pfeile y„f/,„ und tf^j/^^ wohl unterschieden, 
und jeder einzelne von ihnen ist eindcuiUj bestimmt. 

Hienmch läßt skk mm der Betriff „Ahsohde Polare einer Gnadm^ 
auf Mwei veredtiedene analyiisch' getrennte Arten auf Speere oder Pfeile 

ausdfhtim. 

Wir wählen unter diesen beiden Begriffserweiterungen willkürlich, 

aber ein- für allemal, eine aus: Wir begeidnten als absolute Folare 

— ► — ► 
des Speeres oder Pfeiles x^x^ den Speer oder Pfeil yjf„. Es gelten 

dann die Sätze, daß die absolute Polare der absoluten Polare 

eines Speeres oder Pfeiles wieder eben dieser Speer oder Pfeil iat, 
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und daß die beiden Operationen: UmkeluuDi^^ eines Speeres oder 
Pfeiles, und Bildung der absoluten Polare, mit einander yertausch- 
har sind. Beiclc lioffni z.usammengesetzt die andere Erweiterung 
des i'olarenbegiittö, für die wir hier ein besonderes Wort niclit 
nötig hal)en. 

In gleicher Weise wie die vier Schnittpunkte der Seiten des 
orientierten filementarrierseits sind nun auch deren VerbindungsebeDen 
augeordnet: 

»« - IKf i^J, «« - [äL.» 

DemnAch würden wir eine zweite za der eben betnchteteB' absolut- 
koxrelatiTe Figur einznftthren baben. Es liegen aber die Punkte 
▼ereinigt mit den Ebenen v^, v^, und die Punkte y^, vereinigt mit 
den Ebenen tf^, u^. Daher ist es zweckmaBiger, nimlieh einfacher, 
nachtraglich auch noch die beiden wohlgeordneten Ebenen in 
den B^riff des Speeres oder Pfeiles aufzunehmen, und also auch das 
Zeichen 



für o^UffoXen^ mit dem Zeichm x„x^ zu erklftren. 

Schließlich machen wir noch eine fernere Bemerkung, die uns 

TOD Wiclitigkeit werden wird. 

In dem komplexen Gebiete z, B., das TOn den Punkten der be- 
trachteten Geraden gebildet wird, gibt es oo* Staudtsche Ketten, die 
die beiden Punkte s^, x„ enthalten. Durch diese Punkte wird jede 
solche Kette, wie wir sagen wollen, in zw« BaUbketten zerlegt. Sind 
x'f x" zwei rerschiedene Punkte im Inneren einer solchen Halbkett«, 
60 bilden diese eine ganz bestimmte ,,positiTe'^ oder „negative'' Folge, 
sie sind geordnet nach einem der beiden Schemata 

(+) — x'— >ar„, 

(-) ar., ► x" ► x' ► x^. 

Es gibt femer oo^ Staudtsche Ketten, deren jede die beiden 
Punkte x^, in der Art von einander trennt, daß sie in der zur 
Kette gehörigen Inversion gepaart werden. Das binäre Gebiet der 
betrachteten Geraden läßt sich dann durch einen komplexen Parameter # 
projektiv so darstellen, daß erBteus die Punkte einer der genannten, wie 
wir sagen wollen, ausgezeichneten Ketten reelle Panuneterwerte enthalten^ 
zweitaas der Parameter des Punktes x^ einen positiv-imaginären Bestand- 
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teil erhält. Wachsenden Werten des reellen Parameters entspricht dann ein 
Töllig bestimmter posiHvar Umkatfssinn der ausgezeichneten Kette, und 
man kann — mit Rüeksiebi auf die Verhältnisse in der in üblicher 
Weise hergestellten 6 au ß sehen Ebene (t) — sagou, daß Punkt 
„rechts*', der Punkt x„ „links" von dieser Kette liege. Beide Punkte 
haben konjugiert-kompleze ^UBmeter. Irgend zwei Punkte x, x" auf 
einer ausgezeiehneten Kette, die mcM «iaaokä&r diametral gegenüber- 
liegen^ d. h., die niobt mit x^, durch dne Kette (einen Kreis in der 
Ganfl sehen Ebene) Terbunden werden können, von denen nSmlicb 
keiner auf der absoluten Polar«bene des anderen Hegt, haben dann 
wieder eine bestimmte Rahenfolge — »• s^' od«r ^ — »> o?': Ein Tei^ 
änderlicher Funkt x kann im positiven Sinne (d. h. mit wachsenden 
Werten von ij auf der Kette entweder von af nach x" oder von naeb 
X* so sieh bewegen, daß der ganae durchlaufene Kettenbogeu kein Piaar 
diametral-gegenüberliegender Punkte enthält 

Die genau entsprechenden Bestimmungen treffen wir für die von 
Ebenen gebildeten Halbketten und au^gi /zeichneten Ketten , die durch 
die beiden Ebenen bestimmt werden. Wir sehen dann, daß bei 

einer projektiven (koUinearen oder korrelativen) Zuordnung swisehen 
Speeren oder Pfeilen die positiven Folgim auf den mtsprechenden Ketten 
und Halbketten in einander übergehen. Jene Zuordnung aber, bei der 
jede Figur durch die konjugiert*kompleze Figur ersetzt wird, gehört 
zu den genannten nicht: Hier werden die orientierten Halbketten ein- 
ander zugeordnet, die orientierten ausgsaeichneten Ketten aber gehen 
jede in die eidgegengesM-CfSKSol&esib entsprechende Halbkette Über. 
Wir erhalten also dann eine neue Figur, die von der eben beschriebenen 
wohl zu unterscheiden isi Um die Mannigfidtigkeit der zu betrachtenden 
Figuren nicht verdoppeln zu müssen, setzen wir fest, daß der Übet' 
gang emes Speeres oder Pfeils sur Isoti^ußieri'JcompUaim Figw stets von 
emer ümMmmg der Orientiarung äUer ausgeseidmeten Ketien begleUel 
sein soU. « 

Wir heben von dem Gesagten folgendes hervor: 

Einer Geraden, die nk^ Minimalgertide isi, lassen «icft durch 
den OrienUerungsprojseß mei versdtiedene l^oeere oder Pfeile suordnen. 

Jeder von diesen hesM am der Geraden sdbsi mtsammen mit einem 
Paar wciMgeordneler Punkle x„, x„ und einem Paar woMgeordneler 
Ebenen v^, v^, die der Geraden und gugletd^ der absdbUen JFläcke <m- 
gdtören. 

Die Speere oder Pfeile sind eu Paaren als „äbsokde Polaren** 
atigeordnei: Die Punkle und Ebenen des einen sind, in g^either Leihen' 
folge, <iäbsoUd'pöUt/r m dm Ebenen und Punkkn des anderen, 

JahNibfridM 4. PtstMlMiD ]f»tbea.«V«f«iiklsaas. ZV. Haft liyiL 88 
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Im G^tiete der FimJste (Ebenm) eines 8otd»e» Speeres oder Pfeäes 
skid die dur<^ die Punkte x,^ (JE^tenen v^, rj hesUmmim oo' oiw- 
^eseU^knäen Ketten und ^tenso die oo^ HiMetten sämäid^ orientieri, 

YefBuchen wir nun die BesduAnkaiig anfindiebeii, unter der wir 
den Begriff des Speere oder Pfdk bis jetzt erklart haben, so bieten, 
sieh uns swei ganz Terscbiedene natttrliclie Wege dar. 

Wir seteen mmädist die MannifffaUigkeü der he^radUefen Geraden, 
samt ihrer de^pp^ien Überdeekung dard^ die MannigfaUigkeit der Speere 
(oder Pfeile) in das Gebiet der Minimalgeraden fort Die so erhaUeiien 
Figuren soUen ebenfalls Speere (aber nidU Pfeile) genannt werden. 

So kommen wir sa einem abgeschlossenen Speerl'onHmntm, das ans dem 
doppelt überdeckten und mit einer Verzu eigungsmannigfaUigl eit Tersebenen 
Plückerscben Limenkontinnnm besteht nnd folgende Figuren um&ßt: 

1. Die cx)" schon beschriebenen Speere (oder Pfeile). 

'2. Diti -v*" ^lininiulgeradeii, die /ugkich Speere — über mcht 
Pfeile — sind, und iu ikrer GesanitLeit — als „MinimalJ^omplejt' — 
die Verzweigungsmannigfaltigkeit ausmachen. Sie sind von dreierlei 
Beschaffenheit: 

2a). Tangenten der absoluten Flüche, die nicht Erzeugende sind. 
Zu jeder gehört ein (wie man zu sagen pflegt, doppelt zälilender) 
Punkt = x^^ und eine ( doppelt zahlende) Ebene r^, = der absoluten 
Fläche (eine Minimalebene). 

2b, c). Die 2. oo* Erzeugenden der absoluten Fläche [mit un- 
bestimmtem Punktepaar und unbestimmtem Ebenenpaar dieser Flache). 

Offenbar goliort-u zu allen unter "J. genannten Fällen bestimmt- 
orientierto Jlalbkctten und ausgezeichnete Ketten nicht. 

Zweitens er(jün:< n /rir die Munui'/fnffifff. fH der f/etnichfefm nriniflrrfi'». 
l'Ji imnffrrrinsritc zur (jrmmtheit aller ontnffnim FAidk nt(irrirrsriit\ 
Jjie so, durch analytische ForisriziDif/, ims der Fi(/iir d>s zmiih'anqnk 
Pfeils (oder Speers) nhzideitctidcti i'iguren sollen gleichfalls Pfeile {aber 
nidU Speere) heißen. 

Das so entstehende iibgeschlossene Kontinuum, das vollkommen 
eindeutig-umkehrbar und stetig dem Kontinnum der orientierten £le- 
mentanrierseite entspricht, ja von diesem eigentlich kaum verschiedeo 
ist, nennen wir Pfeükontinuum. Es besteht aus folgenden Figuren: 

1. Wiederum dw oo^ beschriebenen Pfeilen (oder Speeren) all- 
gemeiner Art. 

2b und 2c). 2. oo^ alzessonschen Pfeilen (wie wir sagen woUra), 
die in ihrer Gesamtheit die beiden durch die Epitbeteta links und 
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rechts ra imterscheidenden nlzessorischm If^iUamplexe bilden. Keiner 
dieser besonderen Pfeile ist zugleich Speer. 

^1» Imkaeäig- aber M^feM^ mtA reddseiUg'akgessomi^ 

Tfeü besteht ans einer linkseitigen Ersengenden der absoluten Fl&che^ 
und zwei daranf gelegenen vm etnander wrschiedmm Punkten jr«(— SfJ, 
^«("■y«)» «w** deren absoluten Polarebenen Zu 
den Punkten x^, gehören^ ganz wie im Falle 1., oo' orientierte 
Ralbk^ten und oo^ orientierte ausgezeichnete Ketten. — 

Das Ffeilkontinuum um&ßt aber noch eine weitere aus „akzessorischen 
Pfeilen'' bestehende Mannigfaltigkeit, die als Durchschnittsßgur der 
lädm üikae88or%sü\m Komjpkxe aufge&ßt werden muß, deren Pfeile mit- 
hin als zugleich linkseitig und leohtseitig- akzessorisch anzusehen sind, 
und übrige orientierte Ketten nicht mehr bestimmen: 

3. Das Pfeilkontanuum umfaßt fener die <x>* Punkipfeüe (oder, 
wie man mit gleichem Rechte sagen konnte „Ebenenpfeile''), deren 
jeder aus einem (zweimal gesetzten) Punkt der absoluten Fladie und 
dessen (ebenfalls zweimal gesetzter) Polaiebme besteht, einer h^immtm 
Geraden aber nicht zugeordnet ist, v^mehr zu allen Geraden eines 
Tangentenbflschels der absoluten Flache gehört. In ihrer Gesamtheit 
bilden diese Pfeile die abaokUe Pfeülkongrueiu, 

Aus dieser Zusammenstellung ersieht man: 

Das Speerhmtimum und das PfeUJmHnmm sind in der Umffebung 
von SieBen aUgemeitier Lage, namiieft m einem limHnuieriith gusammen- 
hängenden adiidimensi<malen Teügebiäe, aber keineswegs durditeeg mU 
einander idenÜsdt, Vielmehr ist die Zuordnung zwischen den Begriffen 
Speer und Pfeil, die „im allgemeinen'' eindeutig ist, mit singulSren 
Stellen behaftet, wie aus folgender Zusammenstellung herrorgeht: 

Speer allgemeiner Art Pfeil allgemeiner Art. 

oo* Minimalspeere, die ein ebenes 
Bflsehel bilden, darunter zwei Er- Punktpfeil. 
zeugende der absoluten Fladie. 

Linkseitige [rechtseitige] Erzen- oo^ linkseitige [rechtseitige] ak- 
gende der absoluten Flache. zessorische H'eile, darunter oo' 

Pnnktpfeile. 

Beide Kontinua, dif in soU-ber Art eiuuuder teilwei'^e ül)oi-la^'Hra, 
haben nun eine pinfaoho algobraische Struktur. Das Speerkontinmira 
läßt sich frschöpfmd darstellen Awych »^iu System von sieben hoiuügeiien 
komplexen Koordinaten, zwiscii.ii denen iftwisse zwei quadratische 
(-rleicbuiun'n stattfinden fdercn eitu- die P 1 ii c kersche ist); das Pfeil- 
kontinuum dagegen, ebenlalls ersciMpfmä, durch vier Paare von je zwei 

33* 
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bomogenen komplexen Koordinaten. (Satz VI.) Aber weder sind die 
Speerkoordinaten zur erschöpfenden Darstellung der Pfeile brauchbar, 
noch findet das Umgekehrte statt. Zu jedem der beiden Kontinua 
gehört daher eine eigentümliche algebraische Geometrie, erklärt durch 
eine Gruppe vollkommen eindeatiger und stetiger Transformationen; 
eine Art der Geometrie, die in Uhnlichem Sinne als eine naUiiHdie 
ForisetBung der Nicht- Etdlidiaehen Geometrie angesehen werden kann, 
wie z.B. die Plückersche Liniengeometrie eine natürliche Fortsetzung 
der Nieht-Enklidischen (oder auch Euklidischen) Geometrie ist. (S. 481). 

Wir werden weiterhin uns in der Hauptsache auf die Betrachtung 
des Pfeilkontinuams beschranken, das das interessantere von beiden zu 
sein scheint. Das Speerkon tinuum aber liegt der sonst üblichen Be- 
trachtungsweise näher; in der Tat haben Lntersuchangen über Differential- 
geometrie schon vielfach Anlaß asur Betrachtung von Speeren geboten. 
Man hat jedoch diesen Begriff ebenso wenig wie viele andere wichtige 
BegriÖ'e der Geometrie mit genügender Schärfe und Vollständigkeit 
entwickelt, ja man hat ihn sogar mit dem ganz verschiedenen Begriff 
der (nicht orientierten) geraden Linie zusammengeworfen: Schon deshalb 
ist es nützlich, ihn eben&Us zu betrachten. 

Die Tatsachen, von denen nun die Rede sein soU, lassen sich zur Not 
ancVi so beschreiben, daß man ?tntt des Rejrriffpg Pfeil den BegriAF Speer benutzt, 
ja man kann in gewissem Umfange den Begritt' „gerade Linie" gebraueben. Es 
icheuit vam aber Ton IMeotung la sein, daft diese Beaehrdbung. wtim He (bei gkidter 
AUgemeitikHfi Anaprifch auf Klarheit und Pränaion crA«ftcn soU, dam eine na- 
gemein viel venriokeltere Form annehmett muB. 

Man kann in der mathematischen Literatnr eine weitverbreitete Sehen vor 
der Ftnführnngf nruer I?t'iTritfe bemerken. Nötig ist iiatfirlicli die Ablelinnnsr g«'- 
dmikenlou&r Erweiterungen des VYiirterschaties, solcher, wie sie jetzt in einigen 
Artikeln der Mathematischen Encyklopädie mit rührender Unpaiteilicbkeit der 
hierfür gewiß dankbaren Nachwelt fiberliefevt werden. Damit aber d&rfle das 
Oute an der Sache auch ezschOpft sein. 

Es mag vielleicht zutreffen, daß einige Disziplinen mit ziemlich wenigen 
iinf! eitifnrbon Ileiifriffen an.skommen können, Die Oeometrie aber gehört tn diesen 
gewiß nicht. Iler Geometer arbeitet an einem Werke, dosten Bauplan selbst in 
den Grundlinien noch fortw&brendeu Änderungen unterliegt. Je mehr wirklich 
eigenee ein Antor beizutragen bat, nm lo öfter wird er nenee und be«§erae Ban- 
matezial brauchen. Dessen Beschaffung ihm ilmch engherzige ürteilsbildung er- 
schweren, das heißt eine Prämie auf dio Mittohuäßigkeit setzen. Der horror 
nomrum iintiotiutn hat aber noch ganz andfreH Unheil angerichtet. Da man näm- 
lich doch viel mehr Begriffe brauchte, als man sich eingestehen wollte, namentlich 
auch Bol^e, die eiiuuider teihretae flbeideoken, eo hat man sie nnter ftiackm 
Flagge eingeBchmnggelt, indem man den Torhandraen Worten neue Bedentnageo 
nnteia^ob. Mit unerklärten und proteusartigen Begriffen arbeiten, heißt dag nicht, 
sich und iindcreu Sitiul in die Auf.rc'> streuen? Heißt das nicht, die klare und 
liohtTüUo Schönheit der mathematischen Wisseuachaft in ihr Gegenteil verkehren? 
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Wer solihe Erschleichungen gowohnlioitsmäßig botreibt, hat der überhaupt ein 
matheinatiBches Gewissen? Oibt et< für ihn noch eine Grenzlinie zwischen richtig 
und falsch? Hätten wir eine wissenschaftliche Kritik 

YotnrtoilnB lain Tjrote haibe mui alio Am Mut, m ton wm die Sadie vwr- 
laogi Ibu twte aioht «n dM Idol eiiMr iimeilieh-iuiwalma BüifbefalMit, noek 
▼«rd«ri>6 man sich das KonMpt durch ängstliches Kleben am Überlieferten. 

Den rechten Weg zeigt, in v:<]pn F<ll]en weiiigsfons, die Gruppentheorie. 
"Die Geometrie einer jeden Traiisrurmationsgruppe hat ihre eigentümlichen Be- 
dürfuiüse. Figuren, die z. B. in der Klementargeometrie wesentlich - verschieden 
aind, können äquivalent aein in einer andeien Art der Geometrie, die duxdi eine 
nmfiMeeodete Qrappe beattmmt wird. Der Fortachritt sbeTf den man mit aoleher 
Erkenntnis gemacht hat, wird manchmal von einem gewissen Unbehagen begleitet 
sein: Für einen häufig benutzten und dabei \delleicht sehr einffu hpn Retrif^' hat 
man nur schleppende Umschreibungen zur Verfögting. In solchen iälien bringt 
Befreiung ein Wort, und dieses wird dann zugleich Markstoiu nicht einer bloßen 

Yerlwaitenuigf toadem einer Terti^bng nnaerer Erkenntnia. ^fiock ein Begriff — 
und swar ein aweckmäftig umgienatet Begriff — mnft bei dem Worte aetn.*' 

Die Geometrie wird noch viele neue Worte nötig haben; eine kritische Ge- 
schichte derer, die bis jetzt veretilndirr «xler unverständig gebildet worden sind, 
©iue Geschichte also auch all des L ntugs, den man mit ihnen getrieben hat, 
würde ein lehrreiches Kapitel sein — in Wahrheit kaum weuiger alt« eine Geschichte 
der Geometrie, ron der wir freilich noch weit entfinnt sind. 

VII. 

FmUeUmns und Pftratazlo. 

Uiwere Betrachtangen fBluren anmittelbar in dar Eixigiehi| daB 
zw« bisher als ganz Tenchiedeii betrachtete*) Gnmdb^friffe der Nicht- 
Enklidiaehen Geometrie in einem engen ZuaammenhaTig mit eiaaaider 
siehm, ja als in gewissem Süme äqmoaileni za erachten sind. Es sind 
das die Begriife des gewöhnliehen und des sogenaiuiteii CU/ferdaäieai 
ParaUelismns, oder, wie wir Torziehen zn sagen, die Begriffe ParaOelismiis 
ond Pairataxie, Begriffe, denen fibrigens noch dn dritter analoger Begriff 
beHgeseUi werden muß. Übertragen wir z. B. den Begriff „paraUele 
Cferade^ sachgemäß auf Pfeile, so sehen wur, daß wir im ganzen Tier 
nene Begriffe zn bilden haben: Zwei Pfeile können „parallel sein in 
jeder der durch die folgend«! symbolischen Gleichungen angedeuteten 
Arten: 

*o ""«l *« *« *W1 

Ebenso aber gibt es, wie man sogleich erkennt, anch vier Arten fler 
Parataxie. Indessen genügt es uns, Yon diesen Begriffsbildungen nur 
die Hälfte zu betrachten. 



l) F. Klein, Math. Ann. Bd. 37. Ebenso bei spateren Autoren. 
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Wir werden das Wort „parallel'' in Bezug auf Pfeile nur m dem 
beschränkteren Sinne gebraacheOy der durch die folgenden Erkiamngen 
gegeben iat: 

Zwei Pfeile heifim aij^'paraUeif wen» sie m ihren Anfangs- 
punkte» ühereinsHmmen (op^ — x^. 

Sie heißen omeffa^paräUd, wenn sie in Aren En^füäen überein- 
stimmen (x^^'x'n^. 

Entsprechend beetinimen wir: 

Zwei Pfeile heißen Unks-syniaHi&itf wenn die zugehörigen orientierten 
Elementarvierseite in ihren linkseitiffen Erzeugenden übereinstimmen 

(S„ = ^a, 15^ = Sl)' Sie heißen re^vts-s^wtoiktisd^ wenn diew Vierseite 
in ihrm redttseitiffen Erzeugenden ühereinsHmmen (H , == Hä, U^, =- HL). 

Wenden wir nun dif ahsolule rolation aii, >o sehen wir, daB 
neben die beiden ersten noch zwei guu/^ aualuge Begriffe gesteilt 
werden nicht nur können, sondern anrh müssen; 

Zwei l'feili' lu ij.'xn. alplia -jM'uuo/nu-nfh'I. trctm sie in ihren Jx/^/a/.s- 
ebenen iihrrcinstninnrn ' „A Sichajjtu omega-pscudoparalld, wenn 

sie in ihren Endeheneti iibereinsiimmin = 

Wif man sieht, ontsprpclifni die soilis definierten Begriffe den sechs 
PsAreUi die man aus vier Dingen herausgreifen kann: 

iHnkseitiffe Syntaxie {Ä., ft,): =■ äI, = X ; 
\lte(Sas^ S^nkueie {H„,HJ:H„^m, H^^H.,, 

I a-ParallrJiswHS \ H,, \ : J:„ - Zj, II, = //j ; 

[fa-raraUdismus HJ^ : a„, Ä'., = H,',; 

ia-Pseudf^ßarcMismns { S„, — K, H^; 

[a-Pseudoparättdismus { S„. ) : Ä„ «= ÄI», H^'^H^, 

Es ^ilt also der folgen<ie grundlegende Satz: 

VII. Unterwirft man die vier binären Gebiete, auf deren Inbegriff 
tUe Gesamtheit edler Eletneniarvierseite oder Pfeile abgebildet ist (Satz VI), 
irgend nelehen lyrojeltiven Transformationen, in der Weisen daß man 
sie gleichzeitig auf irgend eine der 24 möglichen Arten unter einander 
vertauscht, so werden die sechs erklärten Tiegriffe unter einander ver- 
tauscht, und zwar ebensOf wie die sechs Paare, die man vier Ditigen ent- 
nehmen kann. 

Die genannten Transformationen bilden eben die Gmppe too 
24 ■ oo^ Toilkoromen-eindeut^en Transformationen, die wir edion in 
Art VI eingefEUurt haben. 
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Wir haben nun hier ein sogenanntes Übertroffungsprinzip tot uhb, 
das mit dem als „Prinzip der Dualität'' bekannten Verfahren Yerwandt- 
tcktSt h&if und dieses (namlieli die PolariKt in bezog auf ein rSmnlichra 
Polarsjstem) aaßerdein ninfaBt. Wie die Gruppe aller komplexoi Kolli« 
iieiiti(ai«iL and Komlationflii, eine Ch-uppe von 2 • cao' : TnnBfoimationen, 
durch die Gruppe der Nichi-EuklidiBclien Bewegungen schon bertimmi is^ 
80 ist unsere Gruppe von 24- oo*'* TransformationMi ebenfoUs durch 
die Nicht-Suklidischen Bewegungeu bestimmt. Jede dieser Gruppen 
definiert ferner eine besondere Art der Geometrie^ tUe m «ler Nkid' 
Euiläidisdtm enätaUm M^, d. h., deren sämtliche Sätze ohne weiteres 
auch Satze der Nicht-Euklidischen Geometrie sind, aber — zunSehst 
wenigstens — nur einen Teil der zu dieser gehörigen Wahrheiten aus- 
macheo. Und hier wie dort werden die einzelnen Begriffe und Theoreme 
gruppenweise angeordnet: JHesdbe BoUe wie dort die ZaSd ^, ubermmmt 
hier die Zahl 24. £s ist f&r Den, der flberhaupt die Bedeutung des 
Gruppenbegriffs sich deutlieh gemacht hat, kaum notig, das noch 
weiter auszufahren. Den Zusammenhang solcher zusammengehöriger 
S&tze aufzudecken, deren jeder alle anderen durch ein mechanisches 
Veifiihren li^»rt, ist ohne Zweifel ein zentrales Problem auch der 
Nicht-Euklidischen Geometrie selbst — um so mehr, als — hierin 
ungleich dem Prinzip der Dualität — solche Satze eine recht Ter- 
schiedenartige Form haben können, und daher, bei dem gegenwärtigen 
Stande der geometrischen Wissenschaft, ihre Wesensgleichheit nicht 
auch dem flOchtigen Blick sofort zu offenbaren brauchen. Ein erstes 
noch ganz an der Oberfläche liegendes Beispiel haben wir soeben 
kennen gelernt^ in der Koordination der Begriffe Syntaxie, Parallelismus, 
Psendopamllelismus. Ein weiteres Beispiel werden wir sogleich aus- 
führlich b^andeln. Zuvor aber wolloi wir kurz noch einige Eigen- 
schaften der dngeftthrten Begriffe besprechen. 

Offenbar hat man zunächst drei Satze nach dem Muster des 
folgenden: 

Es gOft einen eingigen Pfeilf der su einem gegebenen Pfeü lihke- 
egtUakUach, nnd eu einem etceiten rechtS'Sjfntakiiseii ist * 

Die absolute Polare irgend eines Pfeiles z. B. ist ToUkomm^ da- 
durch bestimmt, daß sie zu diesem Pfeil selbst links -syntaktisch, und 
zu dem umgekdirten Pfeil rechts-syntaktiseh isi F^er folgt, daß 
das Pfeilkontinuum sich eindeutig-umkehrbar und stetig abbilden laßt 
auf das Kontinuum aller Paare Ton Pfeilen, deren geradlinige TtSger 
einen yoigeschriebenen der absoluten FiSche nicht angehdrigen Punkt 
enthalten, oder auch in einer Ebene li^n, die nicht Minimalebene ist. 
Es ist das ein Fundamentalsatz unserer Theorie, den wir jedoch in 
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einer etwM abweicIiMideii Form m benntzen zweckmEBig finden (Lehr- 
^tze n, IX). 

Jhei weitere elementare Lehmtze sind gebildet nach folgendem 
Schema: 

Wenn $wei Pfeüe mu einem dritte» «- {ttder 0')pmvüd sM, ao 
sind sie es aueh unler einander. 

Hier findet eich also eme Haupteigenzchafl der Parallelen des 
Enklidischen Banmea wieder, im NidU'EMdisthe» Baume erweist 
sidi hierin der Begriff des Pfeiles ofo einfacher tds der Begriff der 
geraden Linie* Zwei Gerade nämlitdi^ die su einer dritten parallel lind, 
brauchen offenbar nidit nnter einander panülel za sein. 

Beacfatong Terdient schließlich noch der Umstand, daß der Zu' 
aammenhang eines Bftndels z. B. a-paialleler Pfeile ganz Terscbiedoi 
ist Ton dem Zusammenhang eines von Oeraden gebildeten Lobat- 
sohewskjsch«! Parallelenbündels. Das erste Eonttnnnm UIßt sich 
eindeutig-umkehrbar und stetig abbilden auf eme nicht-singnlare Flache 
2. Ordnung, nämlieh auf die absolute Flache, wahrend das zweite 
Trager eines tetnSren Gebietes ist. 

vm. 

Die drei FasLilien ansgeaeichBetar KongraenMiL 

Stellen wir die YerhaltttisBe der homogenen binftren Ftoameter 
der Tier Enseugenden S^,, }S„t H., H„ eines orientierten £lementai> 
yierseits als analytisehe Funktionen Ton einem oder zwei oder drei 
wesentlichen komplexen Parametern dar, so erhalten wir eine analytische 
Mannigfidti^it ron oo\ oo^, oo* solchen Elementarviersetten und von 
entsprechenden Pfeilen: Einen B^gnUis, eine KongmenSf einen Komplex 
von Pfeilen. Es sind das offenbar Begriffe, die analog sind den Be- 
griffen (analTtische) Begelflache, Linienkongruenx, linienkomplez der 
Plückerschen Liniengeometrie, sich mit diesen aber keinesw^ decken. 

Wir wollen nun drei Familien von Pfeilkongmenzen betrachten, 
deren jede zu den Erzeugenden der absoluten Fläche eine besonders 
einfache Beziehung hat. Es kann nämlich eintreten, daß durch 
Elimination der beiden wesentlichen Parameter einer Kongruenz ein 
Paar analytischer Gleichungen g> = 0, t/» = 0 entsteht, in das die Para- 
meter der vier binären Gebiete (6^, (lyj, (rfj) auf eine der drei 
mdglichen Arten getrennt eingehen: 

(I) 9(1., U-0, Hna,*ü-'0, 

(n) v(l.,i?«)-o, *(l„,i?j-o. 
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Wir nennea diese besonderen £ongraenzen ausffegeUiiMete Km- 

In jedem der drei Fille kann es eintreten, daß mindestens in eine 
der beiden Abhängigkeiten 9 = 0, ^ 0 nur eine der darin der Form 
nadi Torkommenden Geraden wirUicb eingebt Diese ansgeseicbneten 
Kongmensen, bei denen jedesmal daa enwugende Eiementarrierseit 
wenigstens eine Oerade Ton nnrei&iderlioher Lage entbilt, wollen wir 
als smgidär bexeiehn«L Besondms Interesse haben nnter diesen 
BingulSren Kongruenzen die» die doppeU^sif^tilär sind, bei denen näm- 
lich beide Abhängigkeit^ 9^^t ^ 0 zugleich die Torausgesetzte 
Besonderheit haben. Man erkennt ohne weiteres: 

Es gibt sechs Arten thyspdt-singidärw ausffetsidmeter Ffnikanffntmtm, 
derm jede vkrfadi uneHdÜdi vide Songrveium mmfaßt, tind dim^ je 
emen der sechs in Art VJI eingeßkiien Begriffe eMbri werden hmn. 
Diese seths Arkn sind auf drei Paare vertetUt wid swar so, daß die 
heidm Arien dnes Paares jedesmal den wßständigen Jhirdisehnitt vm 
sweien' der drei Familien ausgegeiekneter Kmgrueneen bilden. 

Genauer zeigt dies folgendes Schema: 

(U, lü). 

|„ — const, 1^ — oonst. Kongruenzen linkssyntaktischer Pfeile. 
^•"Const., i7^"«eonst Kongruenzen rechtssyntaktischer Pfeile. 

(in, i\ 

1^ " const., — consi Kongi utnzon «-paralleler Pfeile. 
1^ = consi, »^^ consi Küiigruenzen C9 -paralleler Pfeile. 

(X, 11> 

|„ — const., i}„ — const. Kongruenzen a-pseudoparalleler Pfeile 
|„ ~ const.» 1}« — const. Kongruenzen «-psendoparalleler Pfeile. 

Die vier letzten Arten doppelt- sin j^ulärer Kongrueu/.en werden 
offenbar voü den komplexen Bewetruntreu voUkomnien -transitiv ver- 
tauscht, nicbt Bo aber die bridi n ersten. Vielmehr enthalten diese je 
eine Unterart, die aus cx)- akzessorischen Kongruenzen besteht — 
=- const. oder r}^^ r^^^ == const.), und deren Individuen durch Bewegungen 
nur uuter einander vertauscht werd 'n können. 

Die absolute Kongruenz (| , = i,,, t/„ = »jj gehört zu den ni<;ht- 
singnlären Kongruenzen der ersten Familie. 

Identifizieren wir jetzt für einen Augenblick die absolute Fläehe 
mit einer Kugel im Euklidischen Räume, so sehen wir, daB eine ana- 
Ijtisciie Transformation j;^ der Punkte dieser Fläche eigentlich- 
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oder uneigeiitlicli- konform ist, wenn sie die beiden Seharen von Er^ 
zeugenden einzeln in Buhe tößt oder Tertauscbt Wir wollen daher 
sll^mein erklären: 

Die Traneformation x„-¥x^ Ton Punkten der absoloten Ffilche 
heiße eiffenÜidt-fuHeigmdidi-] konform y wenn ne (im Gebiete regoBren 
Verhaltene) die beiden Scharen Ton Erzeugenden der absoluten Flache 
in Ruhe iSfit [yertauscht]. 

Die Transformation ~¥ v„ yon Ebenen der absoluten Fliehe 
heiße eigenÜieh-funei^nUich-Jkmftmnf wenn sie die beiden Scharen tob 
Erzeugenden der absoluten Fliehe in Buhe läßt [rertauscht]. 

Es gelten dann offenbar, im Gebiete regulären Verhaltens, tou 
dem allein hier die Rede sein wird, die folgenden Sätze: 

► — ► 

(I) . Die Ffvik x^x^, oder vj\,^ ehirr jidcn nicht- sin(juJärefi 
Kong^rumz der ersten FamiUf rrrniiftclu irgend tine fd. h. kriurrlri />.- 
schriinl nriii lodcruor/ri« ) riijt ittlirk-hoiiforme Transformation der FunkU', 
und eine cigenÜicik -honfornm Traasformation der Ebenen der absoluten 
Fläche. 

► ► 

(II) . Die Pfeile ;r„a:,„ oder r^r„, einer jeden nicht- sin gnlären 
Kowjrueuz der zweiten Familie hohen ihre Anfangs- und luulpnnlde auf 
irgend zivei (nicht notwcndiff verschiedenen) krumm oi analiftisciten Kurven 
der ahsetlntcff Fläche, und sie vcrmiUdn eine uneigenÜich- konforme TranS' 
formation von deren Ebenen 

(XU). Di« iyetlff x^x„ ifder v„v„ einer jede» nteki-singulären 
Kot^menM der dritten Famüie vermittdn irgend eine vm^geMtMcfmforme 
Tnmsfmnatim der Punkte der ailtadluten Fläche, ttnd ihre Anfange- 
und Enddtenen berühren ewei auf dieser gelegene krumme analgfieehe 
Kurven. 

Augenscheinlich sind diese drei oder Tielmehr sechs Sätze, die 
man leicht durch die etwas umständlichere Besdireibung der ans- 
geschlossenen Grenzfaile ergänzen wird, für die nicht-singulSren aus^ 
gezeichneten Kongruenzen c^arakterietieeh. Und Ähnliches gilt Ton 
den folgenden Eigenschalten, deren Formulierung sich auf sämtliche 
Fille erstreckt: 

(I) . Die Pfeile einer jeden Kongruent der erden Fantilie lassen 
sif^ auf ewei verschiedene Arten auf licguHi verteilen, derart, daß aUe 
Pfeile jedes einednen Begtdus eu einander sifntakiiseh sind. 

(II) . Die Pfeile einer jeden Kongrucn.. dtr zweiten Familie lassen 
bich auf zwei verschiedene Arten auf Regidi rertedcn, derart, daß alle 
Pfeile jedes einzelnen Itegulus zu einander parallel sind. 
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(III). Dm FfaU einer jeden Kongnten» der driUen Familie kosen 
sich auf zwei verschiedene Arien auf Beguh verteilen, derartf daß aüe 
Pfeile desadben Begultts mh einander peeudeparalld sind. 

Im Falle (I) sind affenbar die Reguli deraelben Schar — TermOge 
komplexer Bewegangen — zu einander kongruent^ abgesehen Ton Qrem- 
fallen, die als Ausartungen der flbrigen betrachtet werden können. 

Zugleich erkennt man: 

Durdi jeden Begidus, der nidtt tu den sod)en wnier (I) — <n^* (II) 
— oder (III) — genannten gehört, geht eine Kongruene der ersten — 
oder turnten — oder driUen — Familie. 

Hat also der Begulus keine der genannten drei Besonderiieiten, 
so geht durch ihn je eine Kongruenz der ersten, zweiten und dritten 
Familie. 

Bis hierher haben wir nicht viel anderes getan, als die Definitions« 
gleichungen der dreierlei ausgezeichneten Kongruenzen durch Worte zu 
umschreiben — was wir Übrigens ftlr durchaus notwendig halten. Ni<dit 
ganz 80 an der Oberflache liegen die metrischen Satzci Ton denen wir 
jetzt reden wollen.*) 

(I). Zu den Kongruenzen der ersten Familie gehört zuiäohst 
die absolute Kongruenz, die von allen Funktpfeilen = S„t tl„ 
gebildet wird. Es gehören femer dasu zwei Gattungen von Kongruenzen, 
deren Pfeile zwar nicht sämtlich Punktpfeile, wohl aber sSmtiich ak« 
zessorisch sind. (S^ — oder = UJ) Alle diese Kongruenzen 
schließen wir jetzt aus. Unter den fibrig bleibenden befinden sich . 
dann vier Arten Ton doppelt singulären Kongruenzen, und zwei von 
diesen 

— consi, 17«, — consi; |„ — const, ig, =- const 

haben ihre Geraden in Mininialebcnon , d. Ii. in Ebenen <lt r alisolutoii 
Flüche. Auch diese beiden Arten von KonLrruenzeo (nicht aber auch 
die beiden anderen) wollen wir ansschlieben. 
£b gilt dann der folgende iSutz: 

Von den soeben aufgetählten Grenzfüllen abgesehen besteht 
Jede KontfruetiS der ersten Ftnnilie ans den ^^o/Dinfen einer Schar von 
parallelen orientierten Flärhen der Kriinnnunrf ^'uU, und eventuell aus 
der analytischen Fortsetjiung dieser (natürlich Unfalls orientierten) 

V Wir können anf (]\e%o Piuge hier nur so weit eingehen, als es für unsere 
Zwecke durchau« nötig ist. — Wegen der Flächen von def "Krümmung Null ver- 
weisen wir ftof L. Bianohi, Lecioni di Ocometria differenziale, vol. I (Pisa 1902), 
H MO. 219, 280« m. 
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No-rmafmkmi!/n(rii£ in das van allen Ff eilen gebildete Kontinuum. 
Jede solclie Narmalenkonp-ttenz wird auf diese Weise (jefunden.^) 

Es ergibt sich, daß die 211 einer solchen Normalenkongruenz 
absolut-korrelatiTe Kongruenz wieder eine solche ist, ausgenommen 
dann, wenn die vorgelegte Kongruenz aus parallelen Pfeilen besteht. 

Ferner bemerken wir, daß die sechsgHodrige Gruppe aller link- 
seitigen Schiehnngen (bei denen alle reeVitseitigen Erzeugenden — // — 
der absoluten Fläche einzeln in Ruhe bleiben) nicht nur die link- 
seitigeii Imvp ii:: »nden, sondern auch die Paare von verschiedenen Er- 
zeugenden (5,,. S,.,) (sowie anrl) noch die Tripel) transitiv untereinander 
vertauscht. Man kann daher alle Paare von Lösungen der 

Gleichung 9p (|,,, |,„) 0 aus einem m'pht zu speziell gewühlten untf^r 
ilinen, nötigenfalls mit Hille eines iiieu/.iil>ergangs, dadurch ableiten, 
daß man eine passend gewählte analytische Schar von iinkseitigen 
Schiebungen zur Ausführung bringt.. Das Entsprechende gilt von den 
Lösungen tler Gleichung 4^'(i?a, i?tu) 

Beide Scharen von Schiebungen, die noch auf unendlich viele 
Arten sich wählen lassen, sind dann, wie verschiedenartige Schiebungen 
überhaupt, mit einander vertau5?ehbar. Umgekehrt, entstehen die Pfeile 
allgemeiuti Lage einer üü.»! ytist lien Pfeilkongruenz aus irgend einem 
Pfeil durch Zusammensetzung zweier analytischer Scharen von Iink- 
seitigen und rechtseitigen Schiebungen, deren jede aus einem Pfeü 
allgemeiner Lage 00* andere hervorgehen läßt, so gehört die Kongruenz 
zur ersten Familie ausgezeichneter Kongruenzen. Wir können diesen 
Sachverhalt, ohne diesmal eine EinsdirSiiknng hinzufftgen m müssen, 
Inm 80 ansdrQeken: 

Die Kongruenzen der ersten Familie siml die Translaiionskonffruenzen.^ 

1} Yeigleichem wir diesen Sah mit dem zuvor ang^Bhiten, so «i;gilyt aidi: 

„Wenn die gemeiasamen Noimakii x^x^^ eiaor Schar von (orittolleftea) 
pavaUeleii Fl&ofaen von der Kiftnunong Null nieht alle dieielbe Eneagende der 
absoluten Fliehe trefTcn, »o vermitteln sie eine eigeniHcfa-konfonnß BeziehaB|^ 
j", -►a;,,, zwischen Punkt-en dieser Flüche, die nicht dir BesnutUrhcit hat, in einer 
der beiden Scharen alle Erzeugetttkn in Suhe zu i-asst-x soweit nämlich die Ab- 
bildung für diese Ereeugenden definiert ist}.** Ebenau gm dos Umgekehrte. 

9) Unter dieeen Begriff fallM »tcAl die syntaktisehen KongniMisea« die 
ebenfalls, aber in ganz anderer Weise« dnteh Sehlebungen erzeugt werden können. 
Wohl aber fallen unter ihn ilie Konr^^roeiiseD von parall^en oder paondoparallelea 

Pfeilen, sowTt' <lie abMolutc Kfmirrnf>n/. 

Die oben erwähnte Willkür kann man tiaeu benutzen, die Fläche von der 
Erflmmang Noll eelbst durch lYsnslation entstehen ni lassen. Es etgeben sidi 
dann die Bianohisohen Blltse (s. die Zitate 8. 4W% 

Men kenn «leh sagen: Die (orientierten) Flftehen von dar Krflmtnnwg Kall 
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Natürlich liefert die Erzeugung, Ton der hier die Bede ist^ die eehon 
eorwahuten kongruenten Reguli. 

(n und Während die erste Familie ausgezeichneter Kon- 

gruenzen tXL sich selbst absolut -konreiatiTr ist, sind es die zweite und 
dritte zu einander. Wir können diese zusammen behandeln. 

Bei einer Kongruenz, die nidit von lauter akzessoriscben Pfeilen 
gebildet wird, bilden die gemeinsamen Normalen^) zwischen einem Pfeil 
allgemeiner Lage und den zu ihm benachbarten Pfeilen in der Regel 
eine irreduzibele tiegelflaohe 4. Ordnung^ die hier die Stelle des dem 
Enküdiscben Räume angehdrigen sogenannten Zjlindroids vertritt. 
Diese Fläche kann aber in verschiedener Weise ausarten und sogar 
unbestimmt werden. Sie kann z B. in zwei irreduzibele Fläeheu 
2. Ordnung — sogenannte 0 1 i f f o r d sehe Flächen — zerfallen. Man kommt 
dann offenbar wieder zu den soeben unter 1 behandelten Kongruenzen 
allgemeiner Art, und also, wenn man die sich darbietenden Grenzfälle 
nachtrSglich hinzuiUgt, zu allen die.sen Kongruenzen. Die Flüche 4. 0. 
kann femer auch — als Ort gerader Linien betrachtet — derart in 
vier ebene Büschel zerfallen, daß deren swei stets von Minimalgeraden 
gebildet werden. Lassen wir diese letztttL als „uneigeutliche" Normalen- 
Örier beiseite, so bleiben als Örter „eigentlicher" Normalen noch 
zwei — nicht notwendig von einandei* und von den eben g^umnten 
verschiedene — ebene Büschel von Geraden übrig, die einander 
in der absoluten Korrelation zugeordnet sind. Zwei solche Büschel 
aber können auf zwei verschiedene, einander korrelativ-si^ordnete 
Arten zu einer Geraden (die nicht Mi nim iiigerade ist) normal sein: 
Entweder geht die Gerade durch die beiden Scheitel der Büschel, und 
diese liegen in zwei zu der Geraden und zu einander senkrechten Ebenen; 
oder die Gerade liegt in den zu einander senkrechten Ebenen der beiden 
Büschel, und diese haben ihre Scheitel auf der absoluten Polare der 
Geraden.') Eine bekannte Definition aus dem Euklidischen Raum auf 
den Nicht-Euklidischen ausdehnend, nennen wir nun Kongnienzen (von 
Geraden, und ebenso) von Pfeilen, bei denen an einer Stelle allgemeiner 
Lage der erste dieser beiden Fälle eiutritty isotrop. Die zu diesen Kon- 

eatstehen, als Vereine betnichtet, durch IWialatiou von (orientierteii) Flftchea- 
elementen. Dieielbe Eigenschaft haben dann noch einige andere Vereine, die 

Gxenzfälle der genannten sinfl 

r Zwei Gerade Bind zu einander „normal", weun jede die undere und zugleich 
deren absolute Polare schneidet. Es iat daher in dem hier allein in Betracht 
kommenden allgemeinea Falle klar, was mau untw den sn einem Pfeil noimalen 
Geraden la Tentehea bat. 

2) Wir haben hier mehrere Falle su»ammengef»0t, die bei einer eingebendeien 
Unteifocbang getiennt weiden müssen. 
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gruenzen koiTelativen, hei denen der zweite Fall eintritt, werden dann 
analo^r der schon eingeführten Bezeichnung „pseudoparallel'' pst ndi'srifroj) 
zu nennen sein. Zu hn'ifen Familien von Konj^ruenzen aber werden wir 
die sijeziellen Kongruenzen reebnen müssen, bei denen nllr X(vrnialen 
irgend eines Pfeils allrrenuiner Lage auch benachbarte Pfeile der Kon- 
gruenz senkrecht treffen. Es sind das alle Kongruenzen, die von syn- 
takti<?chen, aber nicht akzessorischen Pfeilen gebildet werden: Eben 
die Kongruenzen, deren Vorhandensein wir schon ohen angedeutet 
hatten, zu denen niiniiicb bestimmte dem Zylindroid analo.xe Flächen 
überhaupt nicht gehören. (nruzfäUe dieser _? ■ "v* Kongruenzen sind 
schließlich alle Kongruenzen der zweiten und dritten Familie, die einem 
der beiden akzessorischen Komplexe ganz angehören: Ks .sind dua die 
o . -^3 8pe7iellen syntakti^'-bfn Kongruenzen ^„ = = eonst. und 
Vn V : ^ conat. Auf diese also werden wir, nachdem wir schon die 
übrigen syntaktischen Kongruenzen als zugleich isotiop und psetuh'mtrop 
bezeichnet batteü, mmsc Worte — vermöge einer neuen DeÜuition — 
zweckmäßigerwcLse ebenfalls in Anwendung bringen. 

Nunmehr können wir weitere charakteristische Eigenschaftea 
unserer Familien II, III sehr kurz ausdrücken; 

Die JStPeite Familie ausgezeichneier Komfruetism besteht mts aUen 
pseudisoircpeiif die dritte aus aüen isotropen Ffeükongruengm. 

Ikiden Familien zugleich gehören an die 2 • co* Kongruenzen syn- 
taktischer Pfeile: unter diesen allein finden sich (2 • oo*j K"H(jn(enzen, 
die ganz aus akzessorischen Pfeilen bestehen (und also selbst in der 
Umgebung von Stellen allgemeiner Lage nicht als Kongruenzen von 
Speeren, und ebenso wenig von Geraden, angesehen werden können). 

Wenden wir uns jetzt zurück zu dem in Art VII verlassenen 
Gedankengang, so sehen wir, daß wir ein bemerkenswertes Resultat 
erhalten haben: 

VIIL Die zwoor erklärte ms 24 geiremteH bonUnuitrlidien Seharen 
analytiscker TranrfarmaUonm hestehende «tiendlidte Gruppe hat die — 
für sie (ah analjfUsche Gruppe) diarakteristische — Eiffensdiaßf die 
folgenden drei Dinge in aUgemeinsfer Weise unter einander m wrUiiusthm: 

(I) . Die Familie alfcr Tmni^HondUmgnteitsen. 

(II) . Die J'anillie aller itöcnü isotropen Kongruenzen. 
(III). Die Familie edler isotropen Kongruenzen. 

Hierin also ist begründet die Anordnung von mehreren der vorher- 
gehenden Sätze zu Tripeln. 
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Aber schon dii' im Satze \ 11 geuaunte endliche Ui]tergruj)pe 
von L^4 • oo* * Truijsformatiüueu der Pfeile hat dieselbe Eigenschaft. 
Da diese spezielleren Transformationen den Vorzug haben, überall 
eindeutig zu sein, so wird man am besten irgend eine geeignet gewählte 
unter iham Terprenden, warn es sieh dämm huuklt, die drei Dinge I, 
II, III in Torgeseluiebetier Weise tmter einander sa vertaiischeiL 

Jede unserer drei Familien aosgeseiehneter Kongruoizen gehdrt 
KU einer eigentOmlichea Art der Geometrie, oder Tiehnehr su deren 
zweien. Jede bleibt nämlich in Rnbe bei einer unendlichen Gfrappe 
von analytischen Transformationen der Pfeile, die ans awei getrennten 
kontinnierlicben Scharen besteht, und diese Gmppe, sowie namentlich 
ihre (inTariante) kontinuierliche Untergruppe definieren in bekannter 
Weise Äquivalenabegriffe. Die z. B. vol den drei kontinuierlichen 
Untergruppen gehörigen Arten der Geometrie haben wir als in einem 
höheren Sinne äquivalent, nämlich in einander transformierbar erkannt: 
Und dieses scheint uns ein wichtiges Ergebnis zu sein, obwohl die 
Entwickelung der genannten Disziplinen selbst noch ganz eine Aufgabe 
der Zukunft ist 

Die genannten unendlichen Gruppen lassen sich ohno weiteres an- 
geben. Im Falle I s. B. werden sie durch die folgenden wohl \m- 
mittelbar verständlichen Gleichungen*) ausgedrückt: 

( l'ir — Im), 1?« = V'^iVcy r;,„) 

Ebenso bestimmt man ohne weiteres die noch vier getrennte 
Schare umfossende unendliche Gmppe aller analytischen Trans- 
formattonen der Pfeile, die zwei der drei Familien ausgezeichneter 
Kongruenzen, und folglieh auch die dritte, einzeln in Ruhe lassen. 
Ihre invariante kontinuierliche Untergruppe 

%a — lad»), I« = I'i(Im), r{u =i7l,(iy„), rfn =■ i7«(iym) 

und die zugehörige Art der Geometrie künutn auch diuluich i-lmrakterisiert 
wmlen, daß die !>t'(hs Bo<rrinV' dor link- und n-thtseitigen Syntaxie, 
de.^ a- und u-Paruiielisnuiä uud Antiparallelismus einzeln in iiuhe 
bleiben. 

1) Es veretefat lieh, dsft diese Gleichnngen wirklieb TiuivfonnatiOTien dar- 

sti lleii, <I h. allgemeinen auflOabor sein mÜMSa. Ebenso versteht es sieb« 
•laß die ihaeo WO. onterwerfenden Pigiuea dacn geeignete Ezisteiubereiebe haben 

müMen. 
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Bemerkenswert ist der ümtfcaad, dafi die TnmatoÜoitakoiigmeiizflii, 
die iflotropen und psendisotropea Eongraauen aUe den g^Mm Grad 
BOgenannter Allgemeinheit haben, wiewohl das Terallgemeinerte Zylin* 
droid im enten Falle nur swei irrednzibele Bettandteile an haben 
braneht, in den beiden anderen aber deren vier hat Dafi durch die 
letzte Art des Zerfallens keine stärkere BeachiSnkung herbeigeführt 
wird, als durch die ezstey wird Terständlidiy wenn man bedenkt, dafi 
das Terallgemeinerte Zylindroid selbst schon eine stark- speaialisierte 
Kegelflaehe 4. Ordnung ist. 

IX. 

IHe elliptisehe Geometrie ^ 

mit. dtiiii rüölltiu Pfeil als R&mneleiueiit. 

Bis zu diesem Punkte haben wir unsere Uniersuchung in der Hin» 
flicht TöUig allgemein geführt, daß wir reelle Figuren gegenüber den 
komplexen nicht aii^crf^/^^ichnet haben. Wiewohl nun diese Art von Be- 
trachtung sich noch weiter fortsetzen ließe, wollon wir jetzt die Yorans- 
setzung einfahren, die für die elliptische Geometrie charakteristisch ist. 

Wir nehmen mmmdir an, daß die äbsokUe FUkJie redi ist, und 
Überdies reelle Sduurm wm JSrgeitgeHdenf fwM aber redle einedne Er- 
Belügende, und foiglidi aui^ keine redlen Punkte und Irenen hat 

In Folge hierron Uegeu jetzt irgend zwei ▼erschiedenartige Eneu- 
gende der absoluten FUiche in einem redlen (nidit orienÜerien) Elemenktr- 
vierseUj das aus yier paarweise konjugiert -komplexen Erzeugenden 

S und A, // und U besteht. liefUe orientierte Eiementarvierseite, und 
entsprechende reelle Pfeile aber giht es, nach unserer früheren Definition 
redler Figuren, überhaupt nicht Denn wenn man die eben genannten 
Erzeugenden in eine bestimmte Reihenfolge bringt, also etwa 

setzt, so erhält mau, bei Übergang von dieser Figur zur konjugiert 
komplexen, das orientierte Elementar viersei t 

das mit dem ersten niemals identisch sein kann, vielmehr aus ihm durch 
den von uns als {'inkehrung bezeicLnot- u l'iozeß hervorgeht. Es ist 
nun aber offenbar sachgemäß, den Begrili der „reellen Fijxur" im vor- 
liegenden Falle derart zu erweitem, daß auch diese orientierten Ele- 
meutarvierseite noch als ,,reell" bezeichnet werden. 
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Wir erklären daher: 

Ein orkntitrifs Elementarvierseit heißt recJL wmn das konjugkri- 
l'imph.rv i>riti'f>itfr Elementarvierseit €ms ihm durdi UmkeJirung der 
Orientierumj hcrvoiyih t. 

Ais notwendige, d. h. bei zweckmäßiger Begnfbbildiuig uiiTermeid« 
liehe, Folgen dieser Definition ergeben sich dann noch andere: 

£>» lyei? hmß redl, tomn er kor^ugiert'Jsompkx ist Mom um- 
gdcehrim PfeU. 

Eine «Ofi komplexen PfeSe» ffebädeU Figur heiß redi, wem sie mit 
der jtu ihrer Umkehrung koi^ugiert-komplexen Figur gusammenßtlt. 

In einem reellen Paar von imaginären Pfeilen ist dann jeder Pfeil 
konjugiert komplex nicht tn dem anderen, sondern zu der Umkehrung 
des anderen. 

Entsprechend wird man z. B. erld&ren: 

,,Ein S})eer liLißi ixell, wenn er zu einer reellen Geraden gcliört^^ 
Er ist dann koiijugiert-komplex zum umgekehrten Speer, und es ergibt 
sich, daß die Begriife „reeller Pfeil" und „reeller Speer im elliptischen 
Kaume" gar nicht von einander verschieden sind: Beide Begriffe decken 
sich, soweit sie Orter reeller Punkte und Ebenen bedeuten, voll- 
kommen mit dem Begriff, den man als orientierte reelle Gerade zu be- 
zeichnen pflegt (eigentlich aber, nachdem der Begriff der Geraden ein- 
mal auf das komplexe Gebiet ausgedehnt worden ist, reellen Zog einer 
reellen orientierten Geraden nennen sollte). Jeder reelle Pfeil oder Speer 
enthält nänüich eine ausgezeichnete Kette (S. 484), die roD. reellen 
Punkten, und eine andere, die von reellen Ebenen gebildet wird. Die 
Elemente einer jeden dieser Ketten haben eine bestimmte „positiTC^ 
Reihenfolge — wobei in bezug auf einen Pfeil oder Hpeer die Zu- 
ordnaug zwischen beiden „positiven" Folgen willkürlich gewählt werden 
kann, von uns aber bereits bestimmt worden ist (S. 485) — und diese 
beiden Folgen sind eben das, waa man gewöhnlich als positive RidUung 
und als posithen JMmngsdnn bezeichnet. Ein reeller Pfeil oder Speer 
ist schon durch eine der beiden zu seiner Definition dienenden Ebenen, 
etwa durch seine Anfatigsebene vollkommen bestimmt.^) Also: 



1) Beiümmt mui in ffleicher Weise den reellen Pfeil etwa dnroh eeinen 
AnfiftDgepMfitt, 10 erhalt man natürlich Siltae, die den folgenden äquivalent find, 
nnd ans ihnen mechanisch abgeleitet werden kfinnen. An Stelle der isotropen 
Kongruenzen treten dann die psendiäotropen Wir ^eben in unserer Formulierung 
den Ebenen nnd isotropen Kongruenzen den Vorzug vor den Punkten and pseud* 
iaoiropen Kongruenzen mit Rücksicht auf den GrenzfaU der Euklidiidien Geo- 
metrie. 

JaliMilMridit d. OmtadM V •tlMiii.-V«i«iBlfaa«> ZV. Heft 19/11. 84 
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In der MannigfaUi^H aUer reellen Tfed€ ttder Speere det dUp- 
üseke» Saumes hai man ein vcilkimmenes JBäd des älgebnMten Km' 
tinuums der oo* Ebenen (oder Punkte) der €dt8(ikiten Fläche. Jeder dieser 
imaginären sogenannkn Mmimal^men kann nänUich ein völlig hesHmnUer 
reeller Pfeil zugeordnet werden, wid etcar (g, B.) der in ihr Uegende reeUe 
FfeU, der die Minimalebene mr Anfangsebene hol 

Jeder anahfiisdten Mannigfaltigkeii mn oo* sMen Ebenen ent- 
sprechen dann die redien Pfeile einer isotropen Kongmeng,') 

Ist die andlgHsdie MamngfäÜ^ceA inslbeaondere redl (d, h. sind ihre 
Ebenen paarweise hrnjagiert- imaginär), so ist die isotrope Kongruens 
eine ^Jkppdkongruenj^, sie ändert sidi nidd, wenn man ihre sämßidien 
Pfeile umkdirt,*) 

Die linkseitigen [redttseit^enj Ertettgenden der absoliäen Flädie 
helben m redien leidem die links- [redUS'] ^fnfaktisehen Komgtveneen 
redler Pfeile. 

Nachdem man einmal für die Ebenen der abaolnten Fttclie reelle 
Bilder gefunden bat, hat man solche offenbar ancfa fttr deren wohl- 
geordnete Paare, also für alle komplexen Pfeile. In der Art der Zu- 
ordnung hat man dabei noch eine gewisse WiUldlr. Über diese yer* 
fügen wir so, dafi bei Übergang Ton einem imagin&ren Pfeil zu einem 
reellen die reellen Bilder mit dem reellen Pfeil zusammCT&U^: 

Ms redles BUd eines komplexen Pfdls soU die Figur von ewei wohl- 
geordneten redien PfeUen fungieren, deren erster mit dem kompt/exen 
Pfeil die Anfangsehene, und deren tweiter mit ihm die .Endebene 
gemein hat. 

In Zeichen kann diese Definition so dargestellt werden: 

{K> K\ IL, K) (Äo,, Ä«; IJJ. 

Ist der komplexe Pfeil ein Punltpfeil, so besteht sein reelles Bild 
aus zwei entgegengesetzten Pfeilen, deren erster der zu dem Punldpfeil 
g^Örigw Hinimslebene zugeordnet ist. 



1) Man kann hier nicht etwa von den Ebenen einer „der abRolnten FlAche um- 
sdiriebfinen Developpabelen** zeden; denn die oc' Ebenen, die «ine Eneugende 
der abaolnten FlBebe enthalten, bilden zwar eine analytiache MiiiinigfuHi;rl<eit, 
eine „Developpabele" abtr bil(b.n hi»' in keinem Binnc, ganz abgesehen davon^ 
dafi dieses viel nnßl'raiK-hte W ort t-inc iiietri»ohe Bedeutiiuj,' hat. 

2} Doppelkongraenz nennen wir jede Kongruenz mit dieser Eigenschatt, unter 
AttMchlufi dev abaolnten Kongruens. 
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Es gilt nonmehr der Satz*): 

Tin' isofrojMi Konyruenz< n mUt r Pfnlt Ituhrn dir — für s\f chordk- 
kristiiidte — Eigenschuß, daß dk rnil< Bilder ihnr hnnpkxm Pfeile 
mis den sämtlidien l'nny-n redler l^tile OestelteHf die der betrachiden 
Kongruem selbst tin</riiureu. 

Aucli die psnidisütropfn Kongrueuzen kann man natürlich sehr 
L icht durcli die reellen Bihier ihrer komplexen Pfeile charakterisieren, 
.ieder von beiden reellen Pleileu des Bildes nämlich ist hier dadnn-h he- 
stininit, daß er linkssyntaktisch zu dem erneu und rechtssyntaktisch 
zu dem andorHii von zwei Pfeilen ist, die man der Kongruenz seihst 
entneiimen kann; und jede analytische Kongruenz, der diese Eigen- 
schaft zukommt, ist pseudisotrop. 

Zugleich ergiht sich noch eine andere l^emerkenswerte Folgerimg: 

Wenn i inr isotrope oder jjseudisnfropc Pfcilhnnffrueriz rcdl ist, so hat 
sie ininit r cinnf , ahrr nndi nur ri)un ndleu Zug, uttd diesem gdiöreti 
(die in der Kuuyi uenz tnilMlimen reellen Pfeile an. 

Unter einem reellen Zug verstehen wir natiirlieh ein Kontinuum 
TOn C5ü' (und nicht weniger ) reellen Pfeilen der Kongruenz. 

Wir benutzen jetzt die goAvonnene Einsicht dazu, da.s in Art. VIII 
erörterte Übertragungsprinzinj» uttch in eine and*»re Foitii zu bringen. 
Wir gehen dabei aus von der folgenden nahe liegenden Bemerkung: 

Bezidd man die linkseiiigen — redUseitigen — Eremgemlen der 
absoluten fluche des elliptischen Raumes projdcHv auf ein binäres Ge- 
biet (^) — {vf) — , so werden konjugiert- imaginären Erzeugetiden solche 
Punkte zugeordnet, die einander im Polarsystem einer deßniten HenuHeechen 
Fwm entsprechen}) 

Solche Polarsysteme (die alle zueinander projektiv sind) kann man. 
sich nun sehr leicht in zweckmäßiger Form TerschaÖ'en. Wir nahmen 
im Euklidischen Räume eine reelle Kugel vom H ad ins Eins an und 
imtersclieiden deren Erzeugende, nicht wie CttTOr, durch Epitheta links 
und rechts, sondern durch Indices «, «, so daß z. B. S' „ das Zeichen 
für irgend eine Erzeugende der ersten, das Zeichen für eine Er- 
zeugende der zweiten Schar wird. Durch den Schnitt der Kugel mit 
der unendlich fernen Ebene sind nun beide Scharen von Erzeugenden 
projektiv aufeinander bezogen, so daß sie als Trägerinnen dessetben binären 

1) Man vergleiche hiermit und mit dem Folgenden eine Abhandlung des 
YezfiMMzs: 9ugK eiOi anaUHei. Bend. Ciic. Pal. t Sl, 1906 (teoremi Tin, XIT). 

8) In der Gaußschen Ebene ist Jus die Inversion, oder sogenannte Transfor- 
inatioQ durch re/.ij)r()ke Radien, «^lie /ii irgend einem Kxei* mit leeUem Mittelpunkt 
und reiu-imaginüxem Radius gehört. 

34' 
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Gebietes (|) angesehen werden Id^nnen. Die reellen Ponkte von zneammen' 
gehivrigen Erzeugenden liegen dann anf der Kugel einander diametral 
gegenüber. Legt man nun dordi solche gepaarte Punkte gleichartige 
Erzeugende, oder was auf dasselbe hinauskommt, legt man durch Sim- 
selben reellen Kugelpunkt verschiedenartige Erzeugende, so entsprechen 
die zugehörigen Stellen des binaren Gebietes (|) einander in einem der 
besprochenen Polarsjrsteme. In der Kugelfläche selbst abor hat man 
zugleich einen reellen Reprisentanten des Gebietes (|), indem man sie 
als Riemannsche Zahlenkugel benutet^ und etwa jeder Erzeugenden S'^ 
ihren reellen, kurz mit $ zu bezeichnenden Punkt zuordnet. In der 
Spiegdung am Mittelpunkt der Kugel entspricht dann di^m Punkt | 
derselbe Punkt |*, der ihm durch das Hermitesche Polarsystem zu- 
geordnet wird.^) 

Die evidente Anwendung dieser Überlegung laßt sich etwa so in 
Worte &88en: 

IX. Die (konijilexen) orimtierten JAtmentarvurscite {Sa, S,„] //^,) 
i(H(l di'' ziuifhürigen Pfeile de^ elliptiachcn liaumes lassen sich {projehtiv) 
^nnninni ;V zaci Paaren von Erzeugenden (S'„. S\j; (U\,, H'a)^ die 
man £u:ei Kugeln vom Itudins Ein^s des Euklidischen liaumes entnehmen 
kann}) Damit sind dann suyleith die sämtlichen Pfeile den Paaren 
von (komplexen) Punkten 

eben dieser Kugdn gut^ordntt. 

Diese JJAüdung läß sieh so emrieMe», daß den redlm Pfeüm 
die Paare reefHer Pwnkle x\, x\ heider Kuffdn eugeordnet werden, und 
daß außerdem der Unikeltruf^ eines feiles die Sfiegekmg (Diametral- 
spieffdung) an Jmden KugdmittdpmkUnj und der absoluten Korrelation 
die Diametralspiegdung der redtien BUdkugd entspridti. 

Die Abbildung, zu (kr wir hier gelangt sind, ist offenbar ganz 
dieselbe, von der — unter Beschränkung auf das reelle Gebi» t — schon 
im Satze II die Rede war, und die wir damals als eine Aii^dehnunf} 
der ( i a u ß sehen Mrthodr der sphärischen Bilder nuf den rlllptisdic/t 
JiuKiit bezeicbnet hatten. Niimentlich ent<?pricht jeatiM icelien oder 
komplexen linkseitigen [rechtseitigenj iSchiebung im elliptischen Eamne 

1) Dieie Dinge «bd bekannt. Vgl. F. Klein, Math. Ann. Bd. 37. 

8) Die etwas »tflxende Umkeliraog der Anordnung der beiden leteten IndicM 

kann man vermeiden ; dann aber werden weiterhin dii; Bewegungen nnd eigent- 
lich-konformen Abbildungen nicht Ponkten und isotropen KongmeDsen, sondern 
den korrelativen Figuren zugeordnet. 
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eine eben&Us reelle oder komplexe Bewegung (Drehung) der linken 
[rechten] Bildkngel. Femer entsprechen den oo' oder oo^ Punkte- 
paaren, die man erhält, wenn man die linke Kugel mit der rechten 
diiFcli eine reelle oder komplexe Beweffittu/ (Umlegung; zur Deckung 
bringt, die oo' reellen oder oo* komplexen Pfeile, die durch denselben 
redlen oder komplexen, muskt der absoluten Fläche ai^^dri^n Funkt 
dee elliptiseheB Baumes gehen [in derselben Ebene liegen].^) 

Femer steht die Zuordnung des Satzes IX iu einer einikciien Be- 
ziehung zu der des Satzes VI. 

► — ^ — — ► 

Es habe der kümi)lexe Pfeil v^v^ die reellen Bilder t\^v.^ und v^,v^ 

und diesen drei Pfeilen mögen entsprechen die drei Pimktepiiare [x'i, x\)f 
{iji, ii'^y {z',y z' von denen die beiden letzten reell sind. Dann sind y\ 
und z'i die reellen Punkte der a- und (j-Erzeu^^endcn durch x'i und 
ebenso y'r und z'r die reellen Punkte der u- und gj- Erzeugenden durch x'r. 
Die beiden Punktepaare y'i^ z'i und y'r, z'r sind also — in dieser An- 
ordnung — reelle Bilder der beiden kumplcxm Punkte x'i, y',. Bei 
einer komplexen linkseitigen Schiebung werden nun die a- und « Er- 
zeugenden der linken Bildkugel in gleicher Weise projektiv vertauscht, 
nämlich so, daß der absolute Kegelschnitt der Euklidischen Geometrie, 
der Träger des binären Gebietes (|), in Ruhe bleibt. Die linke B:ld- 
kugel wird dabei, als Ort der Punkte y'ij in allgemeinster Weise 
eigentlich -kollinear transformiert, als Ort der Punkte z'( aber so, daü 
diese zweite Transformation aus der ersten durch die Diametralspiegelung 

1) Wie in Art. II angegeben, kann man die homogenen Koordinaten des ge- 
luuuitMi Fnnktos (oder dar Ebene) lo wftbleo, daS sie idmtiich wttden mit den 
Enlerschen Parametern der Bewegung (Umlegimg). Diese Bemerkung bildet den 
Anagangtpunkt fiir zahlreiche weitere Folgerungen kinematiHcher Natur, mit denen 
wir uns in einem epSteron Aiifsat?:*» ?.\\ bf"'sch!lfti<:en gpdcnken. 

Waa die Methode der uphähschen Hilder selbst au<;ebt, bo bemerken wir 
nachträglich noch, daß ein verwandtes Yerfi&hren neuerlich auch von Herrn 
Bianehi angewendet wird. (Atti di Torino, 1904, p. 881 ss.) Dieses Verfahren 
stellt jedoch, in der Anwendung auf Prublt'inc der vorliegenden Art, nur eine 
Entwickelungsstufo des unsrigen dar. Der Hi'griH" des rfoiles fehlt, und jedesmal 
vier der von uns wohl-untcim hif'dfneu Figuren L'rhalteu, nach Bianehi, diesvlhe 
„Bafpresentaziune di Clifiord'% wie er seine Bütihguren nennt. Als Urheber die»6r 
Melhod« hewiofanot Henr Bianehi (aoBsoMieglldi) Heini G. Fnbini, nnd «r ver- 
weSft nnf dessen — dem Schreiber dieser Zeilen leider nidit sngftnglidbe — 
Dissertation (II parallcliHmo di Clifford negli 8pa£i ellittici^ Annali della R. Scuola 
Normale Superiorc di l'isa, vol. IX, 1900' Dasselbe Verfahren ist jedoch, wohl 
ziemlich gleichzeitig (20. lU. 190Oi. auch vom Verfasser explizite angegeben worden 
(Jahresber. d. D. M. V. 1902, S. 313, Anmerkimg; S. Satz I), zuaumtnun mit 
weitergehenden Entwidkelnngen, die tum Teil mit spftieran Darlegungen TOn 
Binncbi sich decken. (Vgl S. 607). 
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hervorgeht. Modifizieren wir also die Abbildung in der Weise, daB an 
Stelle des Punktes 8\ dessen diametrales Spiegelbild z\ gesetzt wird, 
so entsteht eine Abbildung der komplexen Pfeile auf Pnnktepaare yi, z\ 
nnd z*r zweier Eugelu, bei der die komplexen Bewegungen durch 
je dfte eigentliche EoUJiiealion der Bildkugeln dargertdlt werden^ d. h. 
es entsteht eine Abbildung rom Typus des SatMS VI. 

Bleiben wir jetzt bei der minder einfachen, aber zur Darstellung 
. reeller Beziehungen geeigneteren Al)bildung des Satzes IX, so ist vor 
allem zu beacliton: Knujii!4iert-iiiiiigiüären Pfeilen des elliptisehen Raumes 
entsprechen nicht konjugiert - imauriiiäre Punktepaare, sondern solche, 
deren jedes konjugiert • inia<^iii;li ist zum diametralen S])iegelbiid 
des anderen. Konjugiert -imugiuüreu Puuktepaaren der liiidkugehi 
entsprechen ebenso Pfeile, deren jeder konjugiert -imaginär ist nicht 
zu dem anderen, sondern zoi* Umkehruug des anderen. Reellen 
I'aaren imaginärer Pfeile entsprechen aber reelle Paare imaginärer 
Puiiktepaare. 

Ferner heben wir hervor: 

T!,'m<' komplexe Bewetfimg im lUiptischen Bnnmc bewirkt eriftem 
natürlich eine Verla xsrhung der komplcxni Pfrile untereinatider, zweitens 
aber auclt zwei i. a. verschiedene Vertauschunyen der reellen Pf'pile. Die 
beiden letzten Transformationen sind eben die, dir fnissarjen, /cir dif 
reellen Blldf*r der kompJrrm Pfhlr transformiert ir erden. (Nur doni^ 
wetm die neqt hcnr l:omplr,re Jh it et/iin(i reell Ist, f allen diese Transforinatlcmen 
mit einander umi mit eben dieser Jieirfyuiuf znsannnen.) Sie (/ehen durch 
d^n Umkehndifjftprozpß in rinonder üher, und haben zu sphäriselioi Bildern 
eiffcntlidi-koUimare Transformationen, die dwrdh die doppdie Uiauidral^ 
spi^dimg in einami&r iibergdien. 

Ahnliche Benehnngm erhält man offenbar auch, wenn man Ober- 
haupt komplex -konforme Transformationen der Bildkngeln anf das 
PfeÜkontinuam flbertrigt. 

Nachdem hiermit das gegenseitige Verhiltnii der SätM II, VI 
nnd IX au%eklärt ist, betrachten wir den letzten noch etwas naher. 
Wir bemerken, daß die ausgeführten Operationen im Grunde nur eine 
Spezialisiernng derer sind, die zu dem Satze YII geführt haben; wir 
haben jedoch, statt eine einzelne Fläche 2. Ordnung zu betrachten, 
jetzt deren drei in Beziehung zu einander gesetzt Dies ist für die 
ausgeführten Schlfisse gleichgQltig: es ist also deutlich, daB alle in 
Art. VUl entwickelten Sätze sich hier wiederfinden werdeu, natürlich 
mit abgeändertem Wortlaut. Bei der Ausführung dieses Ocdankwis 
fassen wir uns kurz und betrachten nur reHe Figuren. 
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X. In der Abbildung der Satze II und IX entspredien einander 
unter anderen die folgenden Figuren: 

(I.) Beeile Translationskongruenz. 
(II.) Beeile nicht - syntakHsche i 
pseudisoircpe KmgrumM. 



Paar reeller analytisclier Kurven}) 
Bedle uneigentlich -konforme Äh- 
hüdung der litüeen Kugd auf die 



( III.) Beeile nicht - syntaläische 
isotrope Kongruene. 

(II, III.) Beeile Küngrurnz links- 
[rechts ] -syntaktischer Ffeüe. 



rechte.'^) 

Ji/cllr riffmfl ich -konforme Ah- 
biltinng der linken Kuffel auf die 
redüer) 

BeeJhr Punkt der linket^ [ rechten] 
Bildkugd, verbunden mit allrn 
komplexen Punkten der rechten 
[linken]. 



Difiser Satz bedarf, um richtig aufgefaBt zu werden, wohl noch. 
Eriauterasg. 

Eine r^etle (analytiaehe) Kongruenz von Pfeilen irt nach unserer 
Definition eine solche, deren komplexe Pfeile paarweise in der Be- 
ziehung steheni daß jeder Pfeil eines Paares koiyugiert-komplez ist 



1) TgL Gxeifswalder Fotoehrift 1900 S. 76 » Jahieiber. d. U. Y. 1909, S. «91, 
wo jedoeh unter reeUen Korren und Kongniettaeii mir rMlle Zttge von loLeheii 
ventanden weHen. 

Später hat den gleichen üedauken auch Herr Üiauchi entwickelt ^Atti di 
Tozino 1901). Indessen ethält aeioe Darstellung einiges, womit Mrir nicht einver- 
ataaden sein kOnnen. Doreh Eifidiraiig daiflber belelut, daft •Ullaehwaigead 
anagafClblle Beriobtigungun zum Scluiden der Sache leicht übersehen werden 
kennen, machen wir die ÜitFerenzpunkte namhaft: Es ist unzutreffend, daß die 
Paare reeller analytischer Kurvenzüge (Biaachi sagt Kurven' (Irenzfälle kon- 
former Abbildungen sind; wirkliche QrenzfäUe sind rielmehr die im Texte ge- 
nannten Figuren von Ponktepaaven mit featem Pnnkb, nnd Syatsme von mlohen. 
EntepMehend ist die Nonnalenkoagraens einer reellen Fttehe von der Krflnunnng 
Noll im elliptischen Räume niemals isotrop — auch nicht nach Bianchis von 
der unsiigen raateripH -abweichender Erklftrong dieses Begriffs — und ebenso 
wenig ist sie Grenzfall einer „isotropen** Kongruenz. Es gibt alter Orenzfälle, 
nämlich die bei Bianobi nieht erwähnten parataktischen Kongruenzen (von 
Cliffordsehen Parallelen); und diese eollten unseres Eiachtens in den Begriff 
der ,4<M^tropen** ffongrumaen selbst einbezogen werden. Bianchia Definition, die 
— in minder prüzispr Form — aucli den erwähnten Arbeiten von Coolidge 7,u- 
<rrunde liegt, können wir auch dann nicht tHr zweokmilfiig halten, wenn sie folge- 
recht gehaudhabt wird. 

9) Dieeer Doppelsata rührt im wesentlichen von Herrn J, Coelidge her. 
TgL die Zitate auf Seite 477. 

Im komplexen Gebiet« sind offenbar alle singulären isotropen nnd psend- 
iaotropen Kongruenzen, nnd keine anderen, ansznichliefien. 
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sur ümhkmng des anderen. Sie braucht nicht notwendig reelle 
Pfeile zu enthalten, und noch weniger braucht sie einen reeUm Zug 
SU haben, das heißt (in ihrem Existensbereich) ein Kontinumn TOn 
od' reellen Pfeilen sn enthalten. Sie kann aber einm oder mehrere^ 
auch unendlich viele reelle ZOge enthalten; und außerdem kann sie 
isolierte reelle Pfeile, und Kontinua tou oo^ solchen haben. Das gana 
Entsprechoide gilt ron einer reellen sphärischen Kurve; diese kann 
nur paarweise konjugiert -komplexe Punkte haben, oder einzelne reelle 
Punkte, oder reelle Zttge von solchen. Im Falle (I) nuu sind alle 
diese Denkmöglicbkoiten auch Wirklichkeiten. Unser Satz gibt voU- 
stöndige Auskunft darüber, wie die Örter reeller Pfeile auf der einen 
Seite und die Orter reeller Punktepaare auf der anderen einander ent- 
spredhen, aber audi darüber, wie reelle Paare imaginärer Pfeile reellen 
Paaren von imaginären Punktepaaren entsprechen. — Qanz anders ver- 
halten sich, wie wir schon gesehen habeui die reellen Kongruenzen der 
n. und III. Familie. Demnach hat man auch einen eutsprechenden 
Satz über konforme Abbildung, den man sehr leicht direkt beweisen wird: 

„Wenn eine honforme Beziehung zwischen zwei Kugelfläehen reell 
istf das heiß, wem sie konjugiert -liomplexen ^^mktm der einen solche 
der anderen euordnet, so hat sie immer einen und nur einen „reellen 
Zug": Es existieren mei BiemannscJie Flä/cken^ deren Funkte durdi die 
Abbildung einander eingeordnet werden,"*) 

Der tie^ehende TJntersdiied, der hiernach zwischen den redien 
ausgezeichneten Kongruenzen der ersten Familie und denen der zweiten 
und dritten stattfindet, zeigt sich zum Beispiel auch in folgendem 
Satze, dem ein analoger aus der Theorie der Translationskongruenzen 
offimbar nidit gegenfibersteht: 

Wenn t» einem gewissen Gdriete die Koordinaten*) eines veränderUdten 
reellen Pfeils stetige und (wenigstens) einnud differenüierbare Funktionen 
wn gwei wesenälidim reeUen Farametem sind, und wenn dasdbst die 
gem^nsamen redien Normalen MuMten einem hdi^igen FfeSl und 
seinen NaddHuyfeHen swei ebene JBüsdid bilden (oder unbestimmt 

1 ; Vfjl. tlie auf Seite 503 zitir-rte AMiaiMllung, urul Math. .Nun. Bd. GS. I9<»6. 
Wir bemerken dazu noch: Kntnimmt man einer rt'clh'n konlnrmon Abbildung 
zwischen beiden KugelQüchen zwei Paare enteprechender reeller Punkte (4, 13) 
und (|\ 7)'), 80 Bind diese Belbst, wohlgeordnet, dae reelle Bild eiaei Paue4 nt* 
gooidneter komplexer Pmikte, wenn die Abbildmig digentiieh ist» Ist die Ab- 
bildung aber uneigentlicli , ho bestellt das reolle Üild aus den wohlgeordneten 
Pnaten f|, r/ nmi (4', tj). Vgl. die ^^iitze anf S. 003 und 514. 

2) liei Gebrauch homogener Koordinaten natürlich „die Verliältnif^se der 
Koordinaten". « 
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sind), so ist dieses Gdnä voti oo^ Pfeilen ganz enÜmlien in einer 
hesHmnUen amüytisdtm, und Jtwar in einer isotropen oder pseiidisotropcn 
Kongruene. 

Bebchriiuki mau sich auf das reelle Gebiet, und faßt man dann die 
Begriffe allgemeiu geuug, so kann mau hierfilr auch kürzer sagen: 

Im elliptisdwn Baume ist jede isUrope und jede pseudisotrope Kon- 
gruenz analgtiscli. 

Die — unschwer zu bestimmende — unendliche Gruppe ana- 
lytischer Pfeiltransformatiouen, die die reellen /analvtisi-hen i Traushitions- 
k()u*jrnenzeu unter eiuander vertauscht, ist natürlich nicht isomorph 
zu der Gruppe, die die reellen isotropen Pteilkongmenzen unter einander 
yertauBcht 

X. 

Die hyperbolische Geonibtrie 
mit dem reellen Pfeil als Raumelement. 

Statt der Voraussetzung des Artikels IX machen wir jetzt eine 
andere: 

Wir nehmm nunmehr an, daß die absolute Flädic reell i^, reeUe 
Scfutrni von Erzeugenden aber nichi hat 

Die Erzeugenden der einen Schar haben jetzt die koi^jagiert- 

imauinärcn Erzeugenden in der anderen; und je zwei zusammengehörige 
schneiden si('h in einem reellen Punkt und liegen in einer reellen 
Ebene der absoluten Fläche, die wir als eine Kugel vom Baditts Eins 
des Euklidischen Ivaumes auffassen dürfen. Wie im vorhergehenden 
Falle gibt es auch jetzt ein Kontiuuum von oo* reellen uicht-orientierton 
Elementarvierseiten; und hier wie dort existiei'en keine mich der all- 
gemeinen Detinition reeller Geb üde) reellen orientierten EI mim it; »-vierseite. 
Man kann ferner auch jetzt diese Definition sachgemäß erweitern — 
aber, abweichend von dem vorher betrachteten Falle, »^ibt es jetzt zwei 
verscbiedeue natürliche Begrifiserweiterungeu dieser Art. 

Wir kommen hierauf am Schlüsse des Paragraphen zurück; vor- 
liiiitig wählen wir eine unter diesen beiden Möglichkeiten aus. Wir 

erklären t 

Ein orir)(tirrtr.'i Eh mmtariitraeit dm hyperholischm liaumes heiße 
dann und nur dann ipell, wenn seine Erzeitgendcn Sä und Hä uttd 
ebenso und /.(injuaicrt-imatfinär sind. 

Damit ist dann zugleich auch schon ein Bq/yifJ' (/f.<? rrrjjrn l'fcih'S 
festgesetzt. Ein solcher hat immer einen reellen Anlaugspnukt uüd 
erneu reellen Endpunkt xj; fallen beide zusammen, so ist der Pfeil 
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ein reeller PunitpfeiL Ist der Pfeil nicht Punktpfeil, m hat or eine 
imapiaair Aiifanj^sehene vä und eine zu dieser konjugiert ima<;^inäre 
Eudebene / ', ni l alle des Punktpfeiles aber vereinigen sieh diese zu 
einer reellen 1 uiigentialeheue der ahxüluteu Flache l einer Miniinalebene i. 
Schließt uian die Puiiktpf'eile aus, so hat der Pfeil eineu bestimuiteu reellen 
geradlinigen Träger, nämlich die ^ erbinduugsliuie der Punkte j*^'. j ". 
Die reellen Ebenen dieser Geraden bilden eine orientierte ausgezeiehnete 
Kette (S, 485). Der reelle Zug der als Ort von Punkten aufgefaßten 
Geraden aber wird durch die Punkte jr//, x", in zwei reelle orientierte 
Halbketten zerlegt (S. 484). Die erste Halbkette dringt in das Innere 
der absoluten Flache ein, und ist in gewissem Sinne entgegen- 
gesetzt -orientiert zur zweiten, die, abgesehen von den Grenzpunkten 
ganz außerhalb liegt. Die Znordnnng zwischen der Orien- 
tierung der ersten Halbkette und der Orientierung der ausgezeich- 
neten Kette aber ist fOr einnm reellen Pfeil willkQrlich wählbar, nnd 
ist flbrigens von uns bereits bestimmt gewählt (S. 485). Offenbar 
genügt znr Bestimmmig des reellen Pfeils sehon der TeU der be- 
Bchrieboien Figur, der in das Innere d«r absohiton FUlehe eindringt, 
ja schon das Paar xä^ .> J von reellen Panktm der absotatai Flicli& 
Wir können also hier anf die Betrachtung der anßerlialb dieser FÜche 
liegenden reellen Figuren ganz Tentiditen: Wir baben damit den Stand* 
pnnkt der Lobatscbewskjschen oder hyjwt-bciisdtm GeomeMe erreicht^ 
den wir bereits in Art III eingenommen hatten.') Ein reeUer Pfetl» 
der ni^t Punktpfeil ist, wird jetzt repi^sentiert durch eine orimiierie 
redle Gerade, d. h., durch den im Inneren der absoluten Fläche gelegenen 
reellen Zug dieser Geraden, der mit einer sogenannten posühen BidUtmg 
und einem bestimmten posUwen Drdnmgashm ausgestattet ist Der 
Begriff unterscheidet sich nicht yon dem des redien Speers^ der aus dem 
Begriff einer in das Innere der absoluten FUche eindringenden Geraden 
dadurch entsteht, daß man die Schnittpunkte x^f aufsucht und in 
eine bestimmte Reihenfolge ))riugt. Ein re^üer Fwüdpfeil jedoch ist 
nichts anderes als ein reeller Punkt der absoluten Flache, und wohl 
zu unterscheiden Ton dem reeUen Mmimälspeer, der eine reelle Tangente 



1) Vielleicht iat es uiitzlich, daran zu ermueru, dtiU iu der reeUen pfteudo- 
9fhäriaAe» Gtomehrie die von uns weggclaBieaea Figoxea fiberhaapi nieht ezittiereB. 
EnetiBt man die Getade dwch ^nan Knla, der auf der — alt Euklidiaclie 
Engel gedeuteten — absoluten Fläche ia Xa nnd Xm lenkrecht tteht, so ergänzt 

man damit lias Kontinuum der im Inneren gelegenen Punkte, statt zum Punkt- 
koutiuuum der projektiven Geometrie, zu einem sphärischen Koutiuuum, das ganz 
andere Eigenschaften hut. An den von uua anzustellenden Betrachtungen wird 
jedoch hierdnrch nicht« We«entliches ge&ndert. 
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der absoluten Fläclif ist. Das Koutiuuiiin aller dlp'jpr reellen Speere 
ist ebenso abgeschlossen wie das Koutinuutu aller retlleu Pfeile, aber 
beide sind offenbar nur „im allgemeinen" eindeutig aui' einander ab- 
gebildet. 

Einen Pfeil, der nicht nach der oben aufgesteüteu Definition reell 
ist, nennen wir natürlich ima(/i)iär, uiibeküuuiiert darum, ob wir nicht 
auch ihm. auf andere VVei^e, reelle KiL!;aren zuordnen können. Die 
imaginären i'leile sind dann paarweise konjugiert, d. h. Anfanorspunkt 
und Endpunkt des einen Pfeü.s eines reellen Paares iniai^iuärer Pfeile 
smd konjugiert-kouiplex zu Anfan<^s- und Endpunkt des anderen. Fällt 
ein Pfeil mit dem konjugiert-kom])lexen zusammen (vgl. S. 485), so ist 
er refifl . nach obiger Definition. Rrrll heißt ferner (iberhaupt jede 
Figur von Pfeilen, die mit der koujugiert-kouiplexeu Figur zusammenfällt. 

Die Ausfühnmgen des Art. VHl liefern nun, auf unseren Fall 
angewendet, offenbar den Satz: 

XI. Die Ffeüex'ux", irtfend einer redien misge^eirhurtm Kongruenz im 
hifperMistkm Uawme sind dur€h folgende Gegenübersteitung ckarakterisiert: 

(I.) Bedle TrandaUanskonyruenjs \ Redls eigenüich-hmforme TnmS' 



nida paraUder Pfeile. 

(II.) Jtedle piettdisoirope (ano' 
lytisdie) Kongruent, 

(III.) Bedle iaairepe Kongmeng 
nidit paraßder Pfeile. 



Paar redler (awA^iadier) Kurven 
als Ort der Punkte xä, x/J.') 

Sedle une^entiidhkonfarmeTrana- 
formaüon x^ x^. 



(Uly 1.) Sedle Rengruenz a-parcH- Sedier Pvnlä x^ [ r "] verbmden 
Ider [a-paraUdei'J JY^ile, mä allen kompiexen Punkten [-i^a] 

der absoluten Flädte. 

Vergleichen wir nun diese Zusammenstellong. und deren Aus- 
dehnung auf das komplexe (»ebiet, mit der in Satz X enthaltenen, so 
sehen wir sofort, daß auch folgender Satz richtig ist: 

1) Bioncht, Vorlesangeii dbeir DiflFeraitialgeometrie (Leipzig, ih09), 8. 640. 
Study, Qr«iffw. Fettichtift 1900 (JahrMbw. 190S, 8. 880.) 

Die Formulierung des Horm Bianchi ist übrigeaa etwa.>i unvorsichtig ab- 
gefaßt. Pio r,ol»at8che w sk \ Hchen Grenzkugeln haben «lie (nach liianchia 
Terminologie absolute Krümmung Null, ihre Nonniilonkuagruonzcn aber sind 
l aralleleabflndel, und vermitteln daher nicht konforme Abbildungeu. 

Der Yflf&nar hat dieian Sali richtig angegeben, ist aber an anderer 8teUe 
in eioen gaas {UwUchen Fehler verfallen. Der a. a. 0. 8. 880 oben fonnalierte# 
Satz gUt nieht „ausnahmslos**, sondern nur für knmme analTtische Streifen, solche, 
die keinem geraden Verein angehören 

2'i Man unterscheiHe wohl dieaeu Begriff von dem weiteren Begritf „Retdles 
Paar unalytincher Kurven", der auch Paare korgugiert-imaginärer Kurven umfaßt. 
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XII Las Kmtmamt der redlm (und hmplexm) Pfeüe des 
eüipHsdie» Eaumes läßt skh auf das Koniimium der reeBen (und 
komplexen) Pfeile des hyjHrboUseken Jtaumes biralional, sowie iäteräU 
emdeui^f'UnUct^trbar und stetig atinlden, ein^anh dadurd^, daß man die 
beide» BUdkugdn, die m dem eliyptisdhen Baume güiSren^ auf die 
absolute Fläd^ des kuperbdtiaeken Baumes legt, und dann das Unke und 
retkte Bäd des ersten Pfeiles mit dem Anfangs- und En^^punkt des 
Mweiten identifieiert, 

Dadurdi werden^ unter anderem^ in einander übergeführt: 

Ellij/t/sflii-r lUmm. \ Hyperbolische)- Raum. 

(I.) Dien f ll' n ( Irmiplexen) Trans- j (II.) D ie reellen (lomplejicn/ pseud- 

latioiiHkongrmnzm. I isotropen Kongrumzin. 

(11. j Die rmUmf komplexen) pseiid- (HI-) J^i^ reellen ( komplexenj iso- 
isotropen Kongnu nzm. tropen Kongruenzen. 

(III.) Die reellen (komplexen) iso- (I. ) Die redlcn (komplexen) Trans- 



tropen Kongruenten. 



(11, m.) Die Begriffe der reeBen 
(homplexen) Unkseitigen und reßh^ 
seitigen Syntaxie, 

(III, 1.) Die Begriffe des (stets 
imaginären) a- und o-PaialleliBmiis. 

(I, II.) Die Begriffe des (stets 
imaginaieii) a- und o-Psendopar« 
alleUsmus. 



kUionskongruenzen. 

Femer enfypret^en einander: 

{in, I.) Die Begriffe des reeUen 
(komplexen) a^ParäUdismus und 
et-ParaUdismus. 

(I, 11.) Die Begriffe des^) stets 
imaginären «- und «»-Pseodopar^ 
allelismuB. 

(U, III.) Die Begriffe der (stets 
imaginären) link- und rechtseitigea 
Syntaxie. 



So entsprechen einander zum 

E. R 

(l.) Durch jeden reellen Kegulus, 
dir mchl von syntaktiachcn Pffllnt 
gebildet wird, gebt eine einzige 
reelle Translationskoiigruenz. 

(II, IIL) Durch jeden reellen Re- 
gulas geht eine einzige reelle pseud- 
♦isotrope und eine einzige reelle 
isotrope Kongruenz. 

i; (auf Grund obiger Deönition d 



Beispiel die Sätze: 

I H. R 

I (11.) Durch jeden reellen Regulus, 
der nicht von parallelen Pfeilen ge- 
bildet wird, geht eine einzige reelle 
pseudisotrope Kongruenz;. 

I (III, 1.) Durch jeden reellen Re- 
gulus geht eine einzige reelle iso- 
trope und eine einzige reelle Trans- 
lationskongmenz. 

X Begriffe Reeller Tteii , Lmagia&rei PfeiL) 
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Man beachte dabei, daß ein reeller Regulas keine reellen Pfeile zu 
enthalten braucht (S. 4Hi>, 511). 

Auch hier kommt die Gesetzmäßigkeit der Zuordniuig am ein- 
fachsten zum Aiis«lnick in der Art, wie sich die reellen und ima^mrireu 
orientierten EleiiieiitarTiersoite des elliptischen und des hyperbolischen 
Hamiies entsprechen, uünilich in der Zusuninienstellung 

Man sieht, daß die Zuordnimg der redlen und komplexen Figoren 
des elliptischen RaiimeB zu Bolehai dei hjperboliscben ToUkominen ist. 
Der 8<Uz XII wird von Jceinerlei Aumahme dHrt^Höeheri, Dem entspreehend 
sind an diesen Satss ähnliche Bemerkungen zu kndpfen, wie an den Satz X; 
z. B. folgt, daß im hyperbolischen Raum die reellen isotropen und die 
Trandafiotislonffmemm je einen einzigen reellen Zug haben, und daß 
jede „einmal differentiierbare'' Kongruenz von <x'^ reellen Pfeilen, die 
die für die Kongruenzen der Familien III und 1 charakteristischen 
Eigenschaften hat, zu diesen Familien analytischer Kongmenzen gehört 
(▼gL S. 009). Von der absoluten Kongruenz abgesehen, sind alle 
reellen Translationskongnieiizeii, d« h. alle durch konjugiert- imaginäre 
Schiebungen beider Arten erzeugbaren Konorruenzen (S. 49ö) Noimalen- 
kongruenzen reeller orientierter Flächen der Krümmung Null. 

Ein besonderes Interesse haben in der hyperbolischen Geometrie 
die reellen Doppelkongruenzen.*) 

Die absolute Korrelation ist hier eine imar/ivärc Transformation, 
sie ordnet einem reellen Pteil nicht wieder einen solchen /u, es sei 
denn, daß der Pl'eil ein Piinktpfeil ist. Das hindert aber nicht, daß 
sie einer reellen Kongruenz wieder eine solche zuordnen kann. £s 
gilt nun der Satz: 

Iw liiipcrliolisclu n Jlriioiie hahen urtfcr den reellen KowirHcnzoi, 
außer der ahsohdoi Koitnruens, (die Doppellcontjrnrnzrn , ahry nuch nur 
dir<^e. die Eigenschaft, in der absoluteM Korrelation wiederum reellen 
Kongruenscn jrn/jeordnrf zu sein. 

(I) . I'nter den reellen Translationskonp^enzen sind Dnpjiel- 
konf!;rueir/.en alle die und nur die. die xu symmetrifaehen eijrpjjtlich- 
kouformeu Abbilduniicn iiehören. Jede von ihnen lallt mit der zu ihr 
absolut -korrelativen Kongruenz zusammen. 

(II) . Unter den reellen psendisotropen Kongruenzen sind Doppel- 
kongrueuzeu alle die und nur die, die zu Paaren mit einander identischer 
reeller Kurven gehören. 

1) Doppelkongruens heiftt jede von der ab.soluten verschiedene Kongmenz, 
die bei Umkehmng aller ihrer Pfeile sieh nicht ändert. Vgl. 8. 602. 
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(III). Unter den reellen isotropen Kongmensen sind Doppel- 
kongmensen alle die und nur die, die za symmetriseben uueigeutHeh- 
konformen Abbildungen gehören. 

Die beiden letzten Untei&milien ansgeieichneter Eongroenzen 
werden natdrlich dordi die sbsolnte Korrelation mit einander gepaari 
Hat die reelle Kurve, die an einer pseudisotropen Doppelkongraena 
gehdrti einen oder mehrere reelle Zflge, so bestimmt deren jeder eine 
Schwarzsehe konforme Spiegelnng^ nnd diese oder Tiefanehr ihre an»* 
lytisohe Fortsetzung, die umtihäHgig itt von der Aueieahl des reeUen 
Zuge, liefert unmittelbar die absolut- korrelative isotrope Doppel* 
kongruenz. 

Dem Begriff der reellen Bilder eines imaginSren Pfeils im 
elliptisch«! Räume stdlt unser ÜbertragungspriDzip natfiiüch eine 
Tollkomraen analoge Begriffsbildung gegenfiber: 

BeeUe Bilder eines hompl/exen Pfeils im hgperbdlisdun Räume 
heißen die beiden wohlgeordneten reeBen PfnUt deren erster e» dem ge-^ 
gdtenen litücs-^fiUakiiiuh, und deren sweHer su tftm reäiitS'SgiiiltfMaik ts^ 

In Zeichen: 

(Äi t Äw# Hut Hü) 

CS"' V" T" C'N ^ / iT" LI" LT" tf"^ 
\h^u j l^ftt ) Mir • i-iii> ) ~r V/"" j -fiu» > "flf j -"in } • 

Es ritrolien sich daraus charakteristißche Eigenschaften der reellen 
isotropen und Trauslationskongruenzen: Die lomplcjcen l^eiJe irrfcnd 
einer reellen 'rrdn.slatKnishmrp'^ienz hüben ::h reelJen Bildern die Paare 
reeller Pfeile eben dieser Kontfruenz. Die kouiplexeu I*ujJikti)fVile /.. B. 
werden repräsentiert durdi die Pnare reeller Punkte der absoluten Fläche, 
der alisoluten l'feilknnt^riiei]/.. Die Bilder der komplexen PtVilo einer 
reellen isotropen Kümjrmnz werden dagegen in der Weise gefunden, 
daß man dieser zwei reelle Pfeile entnimmt und deren Endpunkte 
vertauscht. (S. ')08, Anmerkung). Das so erliiilteiie neue Paar reeller 
Pfeile ist da« Bild eines behehigeu komplexen l'feils» der Kon- 
gruenz. 

In den reellen Zügen der reellen isDfropr» Kumiruenzvn hat man 
endlich aueh hier nieder reelle Bilder für sitndlichc auf der cdfsoluten 
I'läche verlaufr)nini analytischen Kurien. 

Bild eines komplexen Punktpfeils .sind nämlich, nach Obigem 
(nicht, wie im elliptischen Räume, ent^et:eii gesetzte reolle Pfeile, 
sondern) zwei wohlpjeordnete reelle Punktpfcile. Die Punkte dieser 
Pfeile sind Anfangs und Endjtunkt einen neuen l'fiils, dessen Aiiiangs- 
ebene die absolute Flüche im Punkte des komplexen Punktpfeils be- 
rührt. Diesen einzelnai reellen Ffcil Icann man also dem Funkte der 
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äbadbstm Flädte, oder der zugelMgen Mitumalebenef ab reelles Büd 
tuordnen. Dorebläuft dann der komplexe Pnnkt eine analytisebe Euire, 
80 bewegt sieh der zugeordnete den Funkt repräsentierende reelle 
Pfeil in einer isotropen Kongruenz. Aber — abweicbend ron der 
elliptischen Geometrie — lassen sich nur die isotropen, nicht auch die 
pseudieotropen Xongmenzen in dieser oder fthnlicher Weise yerwenden 
zur Darstellnng analytisdier Karren auf d«r absoluten Fläche. 

Allen diesen Überlegungen liegen die oben festgesetzten Definitionen 
der Begriffe „Reelles Elementarrierseit^; Reeller Pfeil im hyperbolischen 
Banme'' zu gründe. Man kann aber, wie bemerkt, an Stelle dieser 
Definitionen auch andere (zu ihnen absolnt'korrelatiTe) setzen. Ein 
oriontiortes Elementarrierseit wfirde dann „reell'' zu nennen sein, wenn 
seine Erzeugenden und H»", sowie S^' und Hä' koiyngiert-imaginär 
sind. Es e^bt sieh hievaas, daß die nach der zweiten Erklärung als 
„reell'' zu bezeichnenden Pfefle (soweit sie nicht Punktpfeile sind) auf 
reellen Geraden liegen, deren reelle Züge mit der absoluten F^he 
keintti Punkt gemein haben. Offenbar besteht zwischen den reellen 
Pfeilen erster und denen zweiter Definition eine gegenseitig-eindentige 
und dabei sehr einfache Zuordnung. Fttgt man nämlich zu einem 
reellen Pfeil erster Art den entgegengesetzten Pfeil, so hat man das 
reelle Bild eines imaginären Pfeils, der „reell" ist nach der zweiten 
Definition. Die Resultate, zu denen wir TOn der zweiten Definition 
aus gelangen würden, sind demnach von den geschilderten nicht 
wesentlich verschieden, sie sind nur andere Ausdrucksformen der 
gleichen Gedankeu. Es darf uns genügen, eine (und zwar die inter- 
essantere) der beiden möglichen Annahmen erörtert zu haben. 

XI. 

Die ausgezeichneten Membranen und ihre reellen Bilder. 

Durch das !^liertra(run^8j)riir/Ip des Satzes XII wird jedem Pfeil 
des elliptisclien Hautneis ein bestiinnftfr Pfeil de«? hyperbolischen 
Raumes zugeordnet, und insbesondere jedem reellen Pfeil des ersten 
Raumes ein reeller Pfeil im zweiten. Die Anfau^seheneu und l'Jiul- 
ebeneu beider reellnTi Pfeile berühren aber die /.ULieluhigen absoluten 
Flächen in bestinmiteu Punkten; es sind also damit im gaii/cn vier 
(für die Punkte der absoluten Flächen erklärte i Punkttruiisformationeu 
gegeben, deren jede alle übrigen vollkommen bestimmt. Wie man 
sofort erkennt, ordnen diese Transformationen jedesmal eine Schar 
von Erzeugenden S oder // der ersten absoluten Fläche einer Schar 
von Erzeugenden S ' oder H" der zweiten ^ri^ekttv zu, während die 
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beiden «äderen Scharen^ nach Segres Ausdrack, anHprcjekih anf eiaandar 
bezogen sind, nach folgendem Scbema: 

yu^yli (ff,Ä) — (Ä", H"), 

y.—^y.: {S, H)—*{S", H"). 

Keine dieser Zuordnungen ist also analytisch. Ersetzt man aber 
jedesmal die mit einem Strich bezeichnete Erzeugende der abfloluteii 
Fläche im elliptischen Räume durch die konjugiert-komplexe Erzeugende 
(die dasselbe Zeichen hat, ohne Strich), so hat man vor sich eine 
analytische, nämlich projektive Zuordnung einfachster Art Wir sehen 
uns so zur Betrachtung von Punkttransibrmaticmen veranlaßt, die 
deihirch charakterisiert sind, daß die Erzeugenden der einen Schar der 
absoluten Fläclic i)rojektiv (oder überhaupt analytisch) transformiert 
werden, die der anderen Schar aber antiprojektiv (oder anti-analytisch). 
Diese halb -projektiven, halb -antiprojektiven Punkttransformationen er- 
zeugen zusammengesetzt offenbar eine aus vier kontinuierliebon Seharen 
bestehende Gruppe, uml. wenn man noch eine Umlegung hin/Aifügt, 
eine Gruppe mit aclit .Scharen von TransforT^intionen, deren kontinuier- 
liche Untergruppe aus den komplexen Jknvegungen besteht. 

Durch jede der beiden besckridtenen Scharen von je oo* • oo* Tram9- 
formcUionen wird also die Gruppe der kom^üepsm liewcgungm iio/nwffh 
auf sie sdbst bezogen}) 

Um andere Resultate, die in unserem Zusammenhang Interesse za 
bieten scheinen, einfach ansdracken an können, führen wir noch einige 
weitere Begriffe ein. 

Fassen wir die cx»^ komplexen Punkte der absolnten FUche ab 
eine sogenannte reelle ^ranni^faltigkeit auf, so können ^vir in dieser 
gelegene reelle Züge analytisdier „Flächen'^ betrachten. Solehe spezielle 
Figuren von oo* komplexen Punkten nennen wir jedoch, da das Wort 
Fläche für uns schon eine andere Bedeutung hat, lieber Membrana [teley 
nach Sej::rei. Eine Membran ist in der Regel nicht analytisch im 
gewöhnlidun Sinne des Wortes, d. h. sie ist nicht darstellbar durch 
eine analytif^che Abhänfj:igkeit zwischen den kornjihxrn Pammeteru H. r; 
der beiden Scharen von Ei-zeugeuden. Hat at)er die ^lemhran diese 
Eigenschaft, dann ist sie eine auf der absoluten Fläche gelegene ana- 

1) fiie :;ait/e ( ;ru) >]i(> \<m\ s * - Trau&l'otmatlonea liefert allt holoödruichen 
laomoi'iihiüuieu der Hewegungsgruppe. 
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lytische Kifrve. Eine an ti aiiaiy tische Abhäni^igkcit der Art definiert nun, 
wie wii- siigeu wollen, eine ausgezeichnete Membran. Da in dem Fall, 
wo in die genannten Abhängigkeiten nur eine der Erzeugenden H 
wirklich eingeiit, der Unterschied zwischen analjtiBcheii tmid anti« 
andjtischen Abhängigkeiten viwiohwmdsl^ bo gibt €S 2 < oo* Memlflninfln, 
die gleidimHg Kurven und atuffeteu^net rnnd, nSmlieh die fl&mtliohen 
Ezzengenden der absoluten FUUshe. Wir sehen nonmehr: 

Die hesdiriebenen 2 ■ c»** Vunhttransformaiionen vertaimhen die 
auf dir ahsül Ilten Hache yekyetieth analytischen Kurven mit dm aus- 
gezeichneten Membranen. 

Die (eigentlichen und uneigentlichen komplexen) Jionfarmen Ab- 
bildungen aber haben die (für sie als analyiisclui Transformationen 
tharakterisHsdte) Eigenschaft^ sowohl die «malisitiaeke» Kurven auf der 
abechiten Flädie aü aueh die auBgeteidmete» Membrane» mr unier 
einander m veriausdien. 

Die ausgezeidmetm Membranen nAmen also eine SUHung eint ^ 
in geiiisser Hinsicht gleu^beredtHgt ist der sysfemtUisdm SkUUtng der 
analftistken Kurven auf der absokden Flädte. 

Dem entsprechend gibt es eine Reihe von Sätzen, ähnlich solchen, 
die wir schon entwickelt haben, bätzeu, in denen statt des Kurvenbegriffs 
der Begriff der ausgezeichneten Membran erscheint. Wir iühren dafür 
ein Beispiel an. 

Vermöge der durch den Satz XII vermittelten Zuordnung reeller 
Pfeile, und der Zugehörigkeit ohen dieser Pfeile zu den Berührungs- 
punkten ihrer Ant'augsebeiien gehören die folgenden vier Sütze zusiimuieu: 

(III). Der l eelle Zug irgend ^ (I). Der reelle Zug irgend einer 
einer reellen isotropen Kongruenz • redien Translationshongrxcnr 
im ellipti-'fhen Räume ist das ; im hgpfrholischen Jlaume ist das 
reelle Bild ixgend einer ana- reäle Bild irgend emar aus- 
lytischen Kurve aaf der absolnten | gezeichneten Membran auf der 
Flache. ! absoluten Fläche. 

(II). Der reeUe Zug irgend (III). Der reelle Zug irgend 

einer reäikn pseudisotropen einer reellen isotropen Kongruenz 

Kongruent im lüipHsdien Ihume im byperbolisdiMi Ranme ist das 

ist das redle Büd irgend einer reelle Bild irgend einer ana- 

ausgezeidmden Mendmxn aiuf der \ Ijtischen Kurve anf der absoluten 

absohOen FUkhe, I Flüche. 

Zn den ausgezeichneten Membranen, von denen im ersten Satze 
rechts die ivede ist. gehört der reelle Zug der absoluten Flüche selbst. 

jAhre«b«riclit d. iH>utsch«o Mkthem.-VerHtnigung. XV. lieft lOylt. 35 
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In diesem henierkenswerten Falle ist die ausgezoicbnete Membrau mit 
der i^ugchörigen Trauslationskongraenz identisch. 

Von anderen Eigenschaften der ausgezeichneten Membranen wollen 
wir nur noch eine anfuhren, weil sie auf deren Sonderstellung laicht wirft 

Nach der ullgemeineii Theorie der analytischen Funktionen' ) bestimmt 
jede beliebige nicht-analytische Membran in einem gewissen Bereiche eine 
(in der Hegel mehrdeutige, aber) wechselseitige anti-analjtisclie Zu- 
ordnung der Punkte der absoluten Fläche, die „reguläre Spiegtiaug 
an der Membran''. Andereneiia liat dai Pnnktkontinnnm der ab- 
soluten Flache eine, wie man wohl sagen darf, naüirlidte Sireifung, 
entspreßbend der Imprimitmtät der Bewegungsgruppe: Es wird Ton 
awei Sdiaren gerader Linim durchzogen. Hierdurch ist aber für jede 
tudii gerade Membran eine sweite Spiegelung, die ,,siuguläre Spiegelung 
an der Membran" bestimmt Zusammengehörige Pnnktepaare werden 
hier gefunden, wenn man irgend zwei Punkte der Membran als gegen- 
fiberliegende Eckm eines Elementarrierseits auffaßt, und dann die 
beiden anderen Ecken einander zuweist Dflrfen wir nun die hiermit 
eingeführte etwas unbeiriedigende Terminologie TorQbei^hend ge- 
brauchen, so Iftßt sich eine weitere wichtige Eigenschaft der aus- 
gezeichneten Membranen kurz so ausdrücken: 

Die nidU -geraden ausgeseidutelen Membranen sind dadurd^ 
<Aarakterisier$, daß die migdtärige regidäre Spiegdttng mU der gingnUkm 

Zu jeder solehm Membran gehört also nur eine Spiegelung. Man 
wird sich ohne Schwierigkeit das reelle Bild dieser Transformatioa 
konstruieren, und man wird nch deutlich machen, daß die so ent- 
stehende symmetrische Transformation reeller Pfeile zu denen gehört^ 
die (in ihrem Ezistenzb«reich) jede Familie ausgezeichneter Küngnienzen 
in Buhe lassen. — 

Kehreai wir jetzt zurQck zu den Torhin beschriebenen 2 • oo^ 
Ponkttransformationen, und yersuchen wir, unter ihnen Exemplare 
von besonders einfacher Beschaffimheit aufisufinden. Im elliptischen 
Räume zuuSdist bietm sich dann, wenn man eine Schar von Er- 
zeugenden ganz in Ruhe 12ßt, als offenbar einfiudiste Transformationen 
der Art dar die Vertanschnng ein«: jeden rechten oder linken Er- 
zeugenden der absoluten Flai^e mit der konjugiert- komplexen Er- 
zeugenden. Das reelle BUd dieser Transformationen ist im ersten FaUe 



1) Sugli enti analitici, teoremi XYI, XVH. — Ist die Membran der reelle Zag 
der absoluten Fläclie im LvperboIiBcbeu Räume, m ist die sugehdrige Spiegelung; 
identiich mit der Paarung koi^jogiert- komplexer Punkte. 
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die absolute Korrelation, im zweiten die absolute KoiTelation verbunden 
mit der Umkehrung aller reellen Pfeile. Suchen wir nun die nach 
dem Satze XII diesen Transformationen zugeordneten Transformationen 
reeller Pfeile im hyperbolischen Uauiue, so erhalten wir zwei Trans- 
formationen, bei deren erster jeder reelle Pfeil durch einen Pfeil mit 
gleichem Anfangspunkt und (im Sinne der Euklidischen Geometrie) 
diametral gegenüberliegendem Endpunkt ersetzt wird^ während bei der 
zweiten der Endpunkt unverändert bleibt, und der Anfangspunkt 
diametral gespiegelt wird. In den Parametern der beiden Scharen von 
Erzeugenden aber lassen sich diese beiden involutorisehen Trans- 
formationen nach wie vor sehr einfach ausdrücken, mit Ililfe der Zu- 
ordnung dun h das (^S. 5Ui5) besprochene Hermitesche Polarsjstem: 
Sie werden dargestellt durch Formelpaarc des Typus 

r-i, n'-v*i 

Wir bemerken nun, daß jede dieser Transformationen, und daim 
natärlich auch jede Triiusfonnation, die aus ihnen durch Zusammen- 
setzung mit einer reellen B. v, pj-ung oder Umlegung hervorgeht, die 
Eigenschaft hat, den Schnitt | = der absoluten Fläche mit der un- 
eigentlichen Ebene des Euklidischen Raumes in die spezielle Membran 
überzuführen, die aus allen reellen Punkten der absoluten Fläche 
besteht. Wir heben herror: 

Unier äm hesdiriebenm 2 * oo^ haüb-muäh/tiai^ FwMramfor- 
matumm auf der absoluten Fläüie gibt es in der hyiperbolisehen Geometrie 
ncei wm besonders einfachen Eigensdwften, 

Beide sind involutoris<^, und beide vertaus^en den Schnitt der 
absoluten Flädie mit der mteigenüidien Ebene der Euldidischen Geo- 
metrie mit dem reeUen Zug der absoluten Fläche, Die erste [gweitej 
TroMrformatim ist dann vdüig dadurch bestimmt, daß zugeordnete Funkle 
auf dersdben Unkaeitigen [redttaeOigenJ Erzeugenden der absolnien Flädke 
Ueffen.^) 

Betrachten wir etwa die erste Tranrfbrmation, die dem komplexen 
Punkt 1}) oder {S, H) der absoluten Fläche den Punkt n*) oder 



1) An Stelle der uneigentliclien E1>ene kann hier irgend eine Ebene treten, 
die die abeolnto Flüche nidit berührt. Entsprechend läßt sich der folgende 
Satz XIII noch etwas erweitorn An Stelle der aphäriHchen Geometxie kann auch 
die im komplexen Gebiet von ihr nicht wesentlich verschiedene pseudospbärische 
teefeen. 

36» 
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{a, H) zuordnet, und reprl0eaitt«nii wir diesen Punkt (§, in der 
zuTor (S. 614) beBchriebenen Art dnreli den reellen Pfei] 

90 gelangen wir zn dem folgenden, der hyperboliachen Geometrie eigen- 
tiimlicheo Lebrsats: • 

XIII. Z irischen dm ku)i\ph\rm Punkten auf einer reellen Kugel flädie 
ik\s J-^tilJidiscIim TinMius loul dm retUtn Pfeileti im htfjml'olischen llaumc 
lassen sifli zin-i /H(,rdnnu<im herstellen, deren jede durch folgende Eigen- 
schaßen vollkimnnm })cs(iin}>d iat: 

7. Die Kuyd im EahlidiscJien Uaume ist zugleich absolute Fläche 
im hyperbolischen Baume. 

2. Jeder Punkt der Kugel liegt mit dem Anfangspunkt des rejträsei»» 
Hörenden Pfeils auf derselben linkseüigcn [redUseUigetiJ Erzeugenden. 

3. Der diametral gegenüberliegende TmM liegt mit dem Endpunkt 
des npräaentierenden IfeHs auf deradhen Unkseitigeti [rethiseitigenj Er- 
geu^enden. 

Demzufolge entsprechen einander unier anderen die folgenden FHguren: 



Die eigoälichm (im ländlichen 
gelegenen) Punkte der Euklidischen 
Kugel. 

Die uneigenUidien Kugelpunkte. 

Die komplexen automorphen Be- 
wegungen und Undegtmgen der Kugel. 
lA/nkseiiige Eraeugende der Kugel. 
Beiktseitige Erzeugende der Kugel. 
AnalffHsdie Kurve auf der Kugel. 

Ausgeeei<imele Membran auf der 
Kugd. I Keuffruens, 

Die Abbildnnc^, 7m der wir hioi gelangt sind, ist dieselbe, von 
der pchoii die Hede in nns<'rpm Satze IV war, d»'s.s*»n Inhalt "vrir in 
deui Sat/..' Xlll wiedprlmlt lialieu. Sie hat henierkeiiswerte metrische 
Ei^'-nsetiutteu, vermüge der hei (Jelegenheit des Satzes TV schon be- 
sprDclieiien Zuordnnncj der BegriÜe Sphärifffher Ahsfand und Dualer 
Winkel. Wir gelieu auf diesen (wiewohl l^esondcreii wiehti^pn) Geüfen- 
stand hier nicht mehr ein; es mag uns genügen, durch eine ausfjedehntere 
Verwendung imaginärer Figuren einen deutlicheren Einblick in das 
Wesen jenes Satzes IV erkngt zu haben. 



J)ic eigentlichen (im Endli^Jim 
gelegenen) reellen Pfeile des hypiT' 
bolisclien Baumes. 

Die reellen uneigenüid^en oder 
FunldpfeUt. 

Die redien Bewegungen und Utn- 
legungen im hyperhtAisdten Bmme. 

Biindd c-fa-JparaOder PfeOe, 

Bündd a-la-J paraUder Pfeile, 

Sedier Zug einer redien Trana- 
hiUmdtongruent. 

Bedler 2Sug einer reeHen isotrüpen 



Digitized by Google 



Üb«r Nicht-Enklidiacbe and üniengeomethe (V— JUI). 521 

Wir beidilidBen nim nnsero Darlegung mit weiteren Erlaute» 
nmgen und mit emigen Beispielen. 

XIL 

ErgSnsimgen und Beispiele. 

I. Algd*raisdte misgeeekhnete Kmufruimzm. 

Unter den ausgezeichneten Kongruenzen sind die einfadisten, nämlich 
die doppdt-eingolären, algebraisch. Man kann aber offenbar einen 
allgememen Begriff der „algebraischen auBgeseicbneten Kongmens^ 
bilden, der dem Begriff der analvtischtn nusgezeidmeten KoBgroens 
aaal<^ ist: Wir rechnen eine algebraische Pfeilkongmenz zur ersten^ 
sweiten oder dritten Familie ausgezeidineter algebraischer Kongruenzen, 
wenn ihre irredusibelen und daher analytisehen Beetandteile eämtliek 
zu eben dieeer Familie analytischer Kongruenzen geboren. Die al- 
gebraischoi ausgezeichneten Kongruenzen einer joden Familie lassen 
sich dann auf Gattungen verteilen, deren jede durch vier ganze Zahlen 
charakterisiert ist, nach folgendem Schema: 

t t l r 

'u 'u '•' f'l 

Die Zeichen * » - bedeuten in jedem Falle den Grad, in dem das 
entsprechende Paar von binären homogenen Veranderlichen in der 
homogenen Gleichung qp — 0 oder auftritt. Offenbar enthält jede 
dieser Gattungen solche Kongmenzen, deren samtliche irredneibele Be- 
standtdle doppeH-siiq^alSr sind. 

Entsprechend der einfachen Struktur der Gleichungen fp = 0, 
iat es nun möglich, Begriffe der Multiplizitat gemeinsamer Pfeile zweier 
solcher Kongruenzen festzusetzen. Denkt man sich dies ausgeltthrt^ 
BO ergibt sich ein LehraatZi analog dem B^zontsehen, der in allen 
Fällen die Gesamtzahl der gemeinsamen (komplexen) Pfeile liefert^ es 
sei demiy daB deren unendlich viele vorhanden sind. Und diese Zahl 
kann nach den von H. Schubert angegebenen Kegeln symboliseh be- 
zeichnet werden: Man ordne z. B. im Falle I der betrachteten Kongruenz 
ein Symbol 
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m, und yerfoliTe entsprechend in den anderen FSUIen. Hultipliueit 
man dann awei solche Symbole nach den gewöhnlichen Bechnnnge- 
regeln, nnierdrflckt man aUe Produkte, in denen eines der vier Zeichen 
(I«) ' • * (^tt) zweimal Torkommt, ond ersetzt man sehlieBlidi das Prodnkt 

durch die Einheit, so hat man die gesuchte AnzahL Die geometrische 
Bedeutung der Zahlen K . - r," ergibt sich nach derselben Regel: £b 
sind die Anzahlen von Pfeileu, die die vorgelegten Eongmenzen mit 
je Tieren von den sechserlei doppelt -singulären Kongruenzen gemein 
haben. Diese vier Zahlen vertreten also die beiden (hier nicht, oder 
wenigstens nicht überall und unmittelbar zu verwendenden) Begri^ 
Ordnung und Klasse einer Plücker sehen Linien kongruenz. 

Neben die angeführte l^^el, die sich auf das komplexe Gebiet 
bezieht, stellt sich eine andere, die — mit gleicher Allgemeinheit — 
die Zahl der reellen gemeinsamen Pfeile von zwei algebraischen reellen 
isotropen Kongruenzen liefert; wobei natürlich, im Falle des elliptischen 
Raumes, Entsprechendes von den reellen pseudisotropen Kongruenzen, 
nnd im Falle des hyperbolischen von den Translationskongruenzen gilt 

Sind die reellen Pfeile zweier reeller isotroper Kongruenzen ohne 
gemeinsamen Bestandteil Bilder zweier algebraischer Scharen von 
liinimalebenen (oder der zogehdrigen Kurven ), 

so haben diese Kongruenzen, zu örtei-n komplexer Pfeile erweitert^ 
nach Obigem ((iv + v^y gemeinsame Pfeile, und tmter diesm mud 

imnier /tv' + vfi' redl. 

Unter den algebraischen Kongi uenzen haben ein besonderes Interesse 
jene, deren vier charakteristis« he Zahlen sämtlich gleich der £inheit 
sind. Da sie also durch Paare bilinearer Gleichung nn rIarLrestellt werden, 
bezeichnen wir sie als „bilineare Kongruenzen^. Wir betrachten, als 
ein Beispiel zn den roninsgehenden Überlegong^ kurz 

2. Die realen Pfeile 
der wredvunbden reeüm btiinearm Kongru/mMn^^) 

I, E. R. oo* Translationskongmenzen. Wenn eine solche oo' reelle 
Pfeile entlwlty so entstehen diese ans irgend einem unter ihnen dadurch, 
daB man diesen Pfeil der zweigliedrigen Gruppe allerreellen Schranbnngen 

1; Dieser Beghtf ist nicht zu verwechseln mit dem etwas weiteren der reell- 
inedmiblen zeeUen Inlineaten KoograenieD, deren einige (im kompkaran GeUsi) 
teduibel sind. 
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um ein gewisses Achsenpaar nnierwixft. splütrisolie Bild bestallt 
aus swei Kreisen mit je oo^ reellen Pankten. 

3. R oo* Pseudisotrope Kongrnoizeii, im Falle ron oo* reeUen 
Pfeilem bestimmt daxch swei wohlgeordnete ebene Scbmtte der ab- 
soluten FlScbe, mit je oo^ reeillen Pnnkten. — 

//, E. R, oo" Pseudisotrope Kongruenzen, deren jede, oo* reelle Pfeile 
entbalt. Jeder nnebttie reelle Rotationskegel mit oo^ reellen Erzeagenden 
bestimmt zasammen mit der absoluten Fläche ein spezielles Büschel 
sogenannter konsyklischer Flächen 2. Ordnung. Unterwirft man die 
reellen Erzeugenden aller dieser Flächen einem Orientierungsprosefiy so 
entstehen dadurch swei einander entgegengesetzte Pfeilkongmeraaiy 
und irgend eine von diesen ist die sogenannte allgemeine Kongruenz 
der betrachteten Art. Außerdem gehören hierher noch oo' Doppel- 
kongrueiuien, deren jede ihre reellen Pfeile in einer reellen Ebene hat. 
Das sphärische Bild ist irgend eine reelle uneigentliche Möbiusscbe 
Kreisverwandtschaft zwischen beiden Bildkugeln. 

///, H. R. oo® Isotrope Kongruenzen, deren jede oo' reelle Pfeile 
enthält. Jede vermittelt auf der absoluten Fläche eine reelle uneigentliche 
Möbiussche Kreisvervsandtschaft, ist also, wie wir wohl kurz werden 
sagen dürfen, in einem gewissen Sinne SehneniumgrueM einer reeUen 
ünilefrunf}. 

Bezieht man den reellen Zug eines geeigneten ebenen Schnittes 
der al).soluteu Flüche projektiv auf ihn selbst, und /war vermöge 
einer Projektivitiit , die von der Identität versehiedeu und nicht in- 
Tolutorisch ist, und außerdem einen sogenannten |)Ositiven Sinn des 
Zuges nicht ändert, so sind die zugehi'h-igcu Sehnen Tangenten an 
einen gewissen orientierten Kreis (der nicht immer einen zugänglichen 
Mittelpunkt haben wird, und im besonderen auch ein (xrenzkreis sein 
kann, immer aber, von höchstens zwei Punkten ab^resehen, ganz im 
Inneren der absoluten bläche liegtj. Dieser reelle Jvrt'i^ bestimmt zu- 
sammen mit der absoluten lache eine spezielle Schar vuti konfokalen 
Flächen 2. Klasse. Setzt man die Orientierung des Kreises fort in 
die Kongruenz hinein, die von reellen Erzeugenden von Flächen der 
Schar gebildet wird ro entsteht die sogenannte allgemeine unter den 
hier zu betrachteudeu Kongruenzen. Dazu kommen noch zwei >( liaren 
von je oo' Doppelkongruenzeu, entsprechend den Spiegelungen au 
Punkten im Inneren und außerhalb der absoluten Fläche. — 

Jllf E. JR. oo* Isotrope Kongruenm mit je oo* reellen Pfeilen. Jede 
gdiort SU einer reellen eigentlidLen Möbinssdicm XreisTeTWsndtsidiaft 
BwiscsheiL den Bildkogeln. Diese Figuren sind absolut-korrsIatiT an 
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den schon betrachteten pseudisotropen bilinearen Kongruenzen (II, E. R.), 
gehören also teils zu orientierten Kreisen und den durch diese be- 
stimmten Scharen von konfokalen Flächen 2. Klasse, teils sind sie 
Doppelkongruenzen und entsprechen den cx>* reellen Punkten des 
elliptischen Raumes. 

/, H.H. oo* Tniislationskongrueuzen mit je cx;- reellen Pfeilen. Jede 
vermittelt eine reelle eigentliche Möl)iussche Kreisverwaiultsehaft 
der Punkte der absoluten Flüche. Jede, uüt Einschluß der absohiten 
Kongruenz, ist also in gewissem Sinne Sehnetü.onyrumz einer reellen 
Bewegung.^) — 

Durch drei reelle i'leiie des E. R., deren keine zwei syntaktisch 
Hiuu, geht eine Kongruenz einer jeden Art I, II, III; imd durch drei 
reeUe Pfeile des H. R., deren keine zwei parallel sind, geht eine Kou- 
gruenz einer jeden Art II, III, I. — 

Alle ri.'iKcn auiilytischcn Transformatiuueu, die auch im Gebiete 
der komplerm Pfeile iUtf iall eindeutig und stetig sind, bilden eme 
Gruppe, die acht getreniile JScharen von Transformationen umfaßt, und 
deren kontinuierliche Untergruppe halb-einfach ist und 2 • (> wesent- 
liche l'arameter im Ausdruck ihrer allgemeinen Transformation enthält, 
Diesi (ii'upiie tum 8 - oo" reellen Tramformutionen y mit dem reellen 
Pfeil als liaumdeuitnt, ist dds Bild der zuvor (S. 51(1* hefrarhfefen 
Gruppe von Trniisformnfioi^'it ">ff ihr alsolufrn Fläche. Sie ist eine 
Erweiterung der Gruppe lier reellen Möbiusschen Kreisverwandt- 
schaften, und sie hat ähnliche F^iwuschaften wie diese. Z. R. kann 
jede Transformation der genaniiteii invarianten Untergruppe ^uder 
irgend einer der zugehörigen sieben i^ebeugruppen) völlig dadurch be- 



1) Fiii weitere« interessantes^ Beispiel zu der vorg^etragenen Theorie liefern 
die konfokalen Flächen 2. Klasse mit einer Basitskurve 4. Klap?c vom Geschlechte 
Eue. EinigeiN darüber hudet man bei CuoHdge a. a. ü., und tiir den Grenzfall 
dei EnklidMchen Bimiimi, bei £. t. Weber, Bayer. Akadber. 1904, 8. 447 u. ff. 
— Die geeignetiile analytiiche Grandlage fBr solche Untenaehnngen adieint mir 
in folgendem Satze zu liegen: Die Ebenenkoordinaten lassen sich 8o wühlen, daß 
die Koordinaten der EbriH'i^ der Kurve 4. Klasse vom Geschlcchtc Eins direkt 
jiroportional werden den vier ^*-Funktion»'n lund die Koordinaten der zugehörigen 
Kurveupuukte gleichzeitig den dritU'u Potenzen eben dieser Fuuktioneuj. V'gL 

Am. Joonval, 1904, 8. 166 n. f. 0M dort eotwiekelte wXMudige System toh Additioot- 
theorameii «iffaftlt ein sehr on&chee Mittel f^r Untettnelningen dieser Att, -wtM 

wir besonders mit Rfi^sicht auf den Umstand bemerken, daß dic^c Arbeit und 
die damit zusamTOenbilngendc algebraische Theorie {Am. Journal, 1901, S 193 u. f.) 
nur wenig bekannt ^cvrorden zu »ein scheinen, und (int> die damit gegebenen 
Hilfsmittel (abgesehen von dcä Veriassers Trigouumcine; noch niemalä recht 
M^enutit weiden sind. 
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stuiiint werdeil, duil man drei retUeii Pffilen drei andere zuordnet. 
Beide Figuren von je drei Pfeilen siuii thilM-i nahezu willkürlich; üur 
dürfen im Falle der elliptischen Geometrie in koiuer dieser beiden 
Figuren zwei svntiiktische, und im Falle der hyperbolischen Geometrie 
in keiner zwei parallele Pfeile vorkommen. Die invariante Unter- 
gruppe UiBt jede einzelne der drei Arten von reellen l)ilinearen Kou- 
irnienzen einztdu in lluhe, uie ganze Gruppe läßt die bilineuren Kon- 
gruenzen der ersteij AiL im elliptischen und die der zweiten Art im 
hyperbolischen Räume m Uuhe. — 

Offenbar kum man die YorsteUnng einor (algebraischen und 
transseDdeinten) (Mrakim Pfeilgeomeirie entwickeln. Objekte dieser 
Gfeomeirie sind die reellen (tmd komplexen) Punkte (Stellen) einer 
vierfach (aditfadi) an^dehnten reellen algebraischen Mannigfaltigkeit» 
die ToUkommen eindeutig nnd stetig unserem Pfeilkontinanm im reellen 
(komplexen) Gebiet zugeordnet ist; zugehörige ÄquiTslenzbegriffe werden 
erklSrt durch eben die von uns betraehteten Ghruppen. Man kann %. B. 
im projektiven Kontinuum achter Stufe sehr leicht eine reelle Punkt» 
mannigfiütigkeit von der Ordnung 24 angeben^), derar^ daß die zuletzt 
betrachtete Ghruppe als Ghruppe aller reell«i automorphen Eollineationen 
dieser Mannigüsltigkeit erscheint, wEhrend £Qr die früher erörterte um- 
üekseendere Gruppe (von 24 • oo*^ eindeutigen Transformationen) ein 
Gleiches im komplexen Gebiete gilt Die elliptische und hyperbolische 
Geometrie gehören dann zu gewissen reeUen Untergruppen der zuerst 
genannten reellen Gruppe. Die elliptische nnd hjqierbolische Geometrie 
verhalten sich also zur (algebraischen) abstrakten Pfeilgeometrie ganz 
fihnlich, wie zur projektiven Geometrie. 

3, Die reeUm Bewegungen und ümUgungen 
im hijpcrbolisdten Baume. 

Was wir über die algebraischen Kurven auf der atisoluten Fläche 
gesagt haben, läßt Bieh sinngemäiS uut die entsi ri-eheudin djua^^i- 
algebraisfhen ) Membranen übertragen. Wir wollen nicht zum Schrecken 
des Lesens auch diesen Gedanken noch austühreu, sondern vvir wollen 
uns auf einige spezi* Ue Bemerkungen beschränken, die man wohl nicht 
ohne Interesse finden wird. Ks ist nämlich soeben eine besonders 
einfache ßttziehung der reellen Bewegungen und Unilegungen iiu 
hifperbdische» Räume zu den reellen biiinearen 'rrauslationskongrueuzen 

1) ä. des Verfasaera Abhandlung „Scbraubeuflücheu alu Extreme", die dem- 
Blebit im Anerioan Jonraal of Xathematict encheinen wird. 
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und isotropen Kongruenzen herrorgotraten. Diese Figuren hangen aber 
in der in Art. XI beechriebeneu Weise zusammen mit ausgezeichneten 
Membranen — die wir ebenfalls ,,bilinear" werden nennen dürfen — 

und Kurren, nämlich irreduzibelen ebenen Schnitten der absoluten 
Fläche. 

Es gilt üun der folgende Satz: 

Faßt man im hifjifrholisrhni Jidunic jeden redien Pfeil zusammen 
mit dem ihm dtircli vhv rfrlh' linccgung zugeordneten Pfeil als rrelles 
JUld eims kmnplrirn Pfeile auf, so haben die so rrklätien oo* kornj-h-j f n 
Pfeile ihre Aufings- und Endpnnlie in irgend zwei Punkfen eine-r 
hestimmtni tt red uz ihr Jen bdinimni Meiuhran. Die redien Bilder d^^r 
einzelnen Punkte dieser Membran bilden die SeJinenkonfffttens der Be- 
wegung. 

Umgekehrt he^stinlmt jede irreduzihele IdJinnire Membran eine reelle 
BeuTqung. Die kofijuyiert-kamjplexe Membran g^^öri zur ufugekekrten 

JJeucgiing, 

Setzt man au Stelle der Bewegung eine reelle Umlogung, so kommt 
man zu einem bemühe gleichlautenden Satz; nur tritt au Stelle der 
Membran irgend ein in*eduzibeler ebener Schnitt der absoluten Fläche. 
Beide Sätze aber sind Spezialfälle von zwei umfassenderen, in denen 
an Stelle der Bewegung oder Unilegung eine beliebige eigentliche oder 
uneigentliche reelle konforme Abbildung der absoluten Fläche, und an 
Stelle der bilinearen Membran oder Kurve irgend eine krumme aus- 
gezeichnete Membran oder krumme analjtisclie Kurre auf der absoluten 
Fläche triti 

Die reellen Bewegungen im hyperbolisehon Ratime bilden ein nicht- 
abgeachlos-^HRos Kontinnum. Man sielit aber t^oforf, . daß man ein ab- 
geschlossen<vs Kontinuum u. a. dadurch erhält, dali mau die wohlgeord- 
neten Paare reeller Punkte anf der absoluten Fläche, also die reellen 
Pfeile hinzufügt. Dieses Kontinuum, das natürlich auch wieder ins 
komplexe Gebiet fortgesetzt werden kann, ist das Objekt einer kine- 
niatiwchen Theorie, ähnlich der, die der Verfasser im Anhang zu seiner 
Geometrie der Dyuanien skizziert hat; und das Gleiche gilt natarlich 
von den reellen l^ewegungen im elliptischen Räume, deren Kontinuum 
von vorn herein abgeschlossen und dem Kontinuum der Paare reeller 
Punkte aus zwei quaternären Gebieten äquivalent ist. Auch leistet die 
Geometrie der reellen Somen (Lagen eines starren Körpers) im hjrper- 
bolischen llaume Ahnliches für die Theorie der Funktionen von drei 
komplexen Veränderlichen, wie die Geometrie der reellen Pfeile fBr 
die Theorie der Funktionen Ton zweien. Aber Fragen dieser Art, wie 
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auch da'5 Studium jener Grenzfälle und Trümmer der vorgeti-agenen 
Sätze, die im Euklidischen Räume übrig bleiben, liegen jenseits der 
Schranken, die wir uns für diesesmal gesetzt haben. Wir bemerken 
nur noch, daß schon einige Uatersuchungeu über den zuletzt berührten 

Oegeüütand vorliegen. ') 

Bonn^ 3. August 1906. 



Protokoll der Stuttgarter Yersammlung vom 16. bis zom 

20. September 1906. 

Sonntag, den 16. September, nachmittags 4 Uhr: Yorstandssitzung der 
Deutschen Mathemntiker- Vereinigung; abends 8*/, Uhr zwangloser 
Begrüßungsabend für Dameu. und Herren in der Liederhalle. 

Montag, den 17. September, vormittags 97^ Uhr: Erste allgemeine Ver- 
sammlung im Festsaal der Liederhalle (Gutzmer erstattet den Be- 
rieht der Unterrichtskommission der Gesellschaft Deutscher Natura 
forscher nnd Arzte); nachmittags 3 Uhr: Konstitnienmg der Ab- 
teilung und erste AbteilungssitsEiing; abends 8 Uhr: Gartenkonaert 
mit festlicher Beleuchtung nnd Feuerwerk in den Knraiüagen 
von Cannstatt^ für Nichtteilneluner Zusammenkunft bei Koppen- 
bofer. 

Bienstag, den 18. September, Tormittags 9 ühr: Zweite Abteüungssitssnng; 
nachmittags S*/, Uhr: Dritte Abteilungssitzung; abends 7 Uhr: Fest- 
mahl in der Liederhalle^ für Nichtteilnehmer Zusammenkunft bei 
Koppenbofer. 

MittwOCb, den lU. September, Vürmitta^s 9 Uhr: Vierte Ahtoilun^s.sityAiug; 
nachniittuifs '.V Uhr: Fünft»^ Ahteilungssitzung; abends Festvor- 
sU'llungeii Iii den k. Theatern, im Interimtheater: Der Barbier von 
Sevilla, im Wilhelinatheater: Mattbiu» Gollinger, dann Zusammenkunft 
bei Ko])ponhöfer. 

Donnerstag, den 20. September, vuitnit tfiLis 9 Uhr: Geschäftssitzung der 
Deutsehen Miitlit inutiker - Vereinigimir, hierauf VorstHTulssitzung; 
mittags: Ausflug nach Tübingen) abends 8 Uhr: Empfang auf dem 
Kathaose. 



1} Stuil>-, Geometrie der Djnamcn, Leipzig 1^03, S. 305—309, 430—431, 
sowie asBieittUdi die sttiexten Azbeiten der Herren E. v. Weber und 
J Grfinwald, wo n. a. ein O. d. D. 8. 840 anigesprodiener Oedanke ave* 
gefHhrt wird. 
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Protokoll der Vorstaiidssifzang der Deutschen Mathematiker- 
Vereini;;ung zu Stuttgart am 16. September 1906. 

Anwesend: Pringsheim als Vorsitzender, fernra Aokermana« 
Teubner^ t. Brill, Gutzmer, Kraser, Stäckel. 

Eb wird die Tagesordnung der am folgenden Ti^e beginnenden 
Jahresversammlung, und insbeaondere der auf den 20. da. einbemfenen 
Geachaftasitsimg durchberaten. 

Stattgart, den 16. September 1906. 

Pringsiieim, Vorsitzender. Jvrazer, Schriftführer. 

Protokoll der HitgUoderrorMiiuilnn^ der Dentoehen Xatkematiker- 
VereiDigmig ra Stuttgart vom 17. bis 20. September 1906. 

Erste Sitzung, Montag^ den 17. September, nackmittags 3 Ukr. 

Reuschle begrüßt die Versammlung im Namen der Gesollschaft 
Deutscher Naturforscher und Arzte und Pringsheim als Vorsitzender 
der Deutschen Mathematiker- Vereinigung im Namen dieser. Es wird 
die Tagesordnung ftir die Verträge festgesetzt und beschlossen, daß die 
Dauer emes Vortrages 20 Minuten, die eines Referates 4n Minuten 
betragen solle. Stäckel legt im Auftrage des Hormisgobors Schlesinger 
den zweiten, Band der geaammelton mathematischen Werke von L. Foehs 
vor. Es wird Keosclile zum Vorsitzenden dieser, Pringsheim zum, 
Vorsitzenden der zweiten Sitzung gewählt. 

Vorsitzender: Reuschle. 

1. Blumenthii l Aachen: Über die ganzen transzendenten Funktionen 
und den Picardschen Satz (Referat). 

2. A. Priugsli eim-Milncheu: Über das Fouriersche Integraltheorem. 

3. G. Faber-Karlsruhe: über Reihen nach LegendreRclipn PolynoniHn. 

4. 0. Perron-München; Über die singulären Funkte auf dem kouver- 
genzkreise. 

Zweite Sitsmig, Dienstag, den 18. September, vormittags 9 Uhr. 

Vorsitzender: Pringsheim. 

1. F. Hartogs-München: Über neuere Untersuchungen auf dem Gebiete 
der analytischen Funktionen mehrerer Variablen (fieferat). 

2. P. Stäckei-Uannover: Über Potenzreihen von mehreren Veränder- 
lichen. 

3. D. Hilbert- Göttingen: Über Wesen und Ziele der Theorie der 
Integralgleichungen. 
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4. E. Hilb- Augsburg: Über eine Erweiterung des Kleiuschen OssüllatioiiB- 

theorems. 

y. Brill ladet die Mitglieder zu einem Besuche Tübingeos für den 
Donnerstag Nachmittag ein. 

Nöther wird zum Vorsitzenden der dritten Sitzuug gewählt 

Dritte Sitzung, Dienstag, den 18. September, nacluiLittags 3Vs Uhr. 

Vorsitzender: Nöther. 

1. M. Krause-Dresden: Zur Theorie der Funktionen reeller Veründer- 
liehen. 

2. P. Eoebe-Gdttingen: Über konforme Abbildnog mehrfoch zusammen- 
hangender ebener Bereiche. 

5. F. Meyer-Königsberg: Anwendung des erweiterten Euklidischen 
Algorithmus auf Resuliantenbildungen. 

4. P. Schaf hei tlin-Berlin: Zur Theorie der Besseischen Funktionen. 
T. Brill wird zum Vorsitzenden^ der vierten Sitzung gewäbli 

Vl«rte Sltniiig, Itittwoch, den 19. September, vormittags 9 ühr. 

Vorsitzender: v. Brill. 

1. A. Schoenflies-Köliigsberg: Boriclit über tlie Entwicklung der 
Lehre von den Punktmannigfaltigkeitea. 11. Teil (Geometrie und 
Funktionell tlieorie). 

2. G. Hessenberg- Jierlin: Potenzen trnnstinitpr Ordnungszahlen. 

3. G. Landsberg-Breslau: Uber dif Totalkriiiniinm<^. 

4. K. K 0 hu-Lei])7ig: Lineale Konstruktion der Kurve 3. Ordnung, 

5. C. .Inf»! Kopenhagen: Uber iiichtanalytische Raumkurven. 

6. Th. S eil mid -Wien: Zur konstruktiven Behandlung des Achsen- 
komplexes. 

7. R. M ü Her- Brannschweig: Polbestimmung für Verzweigimgslagen bei 
der Bewegung eines ebenen ähnlich-yeränderlichen Systems in seiner 

Ebene. 

8. H. Wiener- Darmstadt: Demonstrationen. 

Klein wird zum Vorsitzenden der fünften Sitzung gewählt. 

^usäX% Sitzung, Mittwoch, den 19. September, nachmittags 37^ Uhr* 

Vorsitzender Kleia 

1. C. Runge-G5ttingen: Ober graphische Lösungen Yon Differential- 
gleichungen. 

2. R. Mehmke-Statfcgart: a. Über neue Mechanismen zur Lösung Ton 
An%aben der Dynamik, mit Anwendung auf die mechanische Inte- 
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gration von DitfereutialiileicliunjreD 2. und höherer Ordunng und von 
Sjsteineu solcher, b. Uber ueue Anwendungen der Holle !*uf das 
Zeichnen verschiedener Klassen von Jiurveu und auf die Auslührung 

von BprühningsirinisforüKitiouen. 

3. A. Wagen mann- Stuttgart; Mathematische Theorie des Kntwicklungi- 
gedankens. 

Hierauf fand eine Debatte über Unterrichtsfragen statt, anknüpfend 
an den von Gutzmer in der ersten allgemeinen Versammlung er- 
statteten Bericht der Unterrichtskommission Deutscher Naturforscher 
und Arzte. Der württembergische Unterrichtsminister wohnte mit einer 
größeren Anzahl von Ministerialräten dieser Beaprechung bei 

OMehlftnitroig der Dea|toek«n Xafhematiker-Vmiiigiiig 

an 20. iSeptember 190S. 

YonitzMidei;: Pringsheim. 

Berieht Aber den Stand der DeutscheD Hatli6matiker> 
Vereinigung und die Tätigkeit des VoratandeB im 

ablaufenden Jahre. 

1. Am JScblusse des Jahres 1905 zilldte die Deutsclie Matliematiker- 
Vereinigiing laut Mitgliederverzeichnis 60 1 Mitglieder. Davon ver- 
btarbeii im Laui'e dieses Jahres f) i Bauer München, Boltzmann Wien, 
Kneschke-Braunschweig, Stamnier-Düsseldurf, Wolfskebi i'aim- 
stadt), 1 Mitglied (We«i|»ii.il Potsdam) ist ausgetreten. Zu den ver- 
bleibenden 658 Mitgliedern kamen )Jn neue biTim, von denen 17 dem 
Deutschon Reiche, je 3 luiühtnti. Uiii^arn und den Vereinigten Stiiateu 
von Amerika, je 1 Dänemark, Österroicb, Schweden und der Schweiz 
angehören. Die ^litgliederanzahl beträgt sohiu liente 688. 

2. Das Vermögen der Deutschen Mathematiker Vereiuigung betrug 
am 1. Dezember 1.905 laut Kaaseuljericht JL 16 864.66. Im Laufe 
dieses Jahres konnten weitere JL 1000. — S*/^ Deutsche Reichs .i\jileihe 
angekauft werden, sodaß der Besitz an Wortpapieren jetzt nom. ^H, 18 000. — 
mit einem Ankaufswert von JC 16573.55 beträgt j außerdem sind noch 
JC 1020.70 haar in der Kasse. 

3. In der < ieschäftssitzung /u Breslau vom 21. Septemiter li*n4 
war beschlossen worden, daß tlie Deutsche Mathematiker-Vereinigung 
in das Vereinsregister de« Aiutögericlitcs Lcip/.ig eingetragen werden 
solle, und dfiß 7x\ dem Ende vorher die Satzungen po ergänzt werden, 
wie es die Bestimmungen des B. G.-B. für die Eintragung verhingen. 
Diese neuen Satzungen wurden dann in der Geschäftssitzung zu Meran 
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Tom 28. September 1905 einstimmig angenommen. Xach der Em- 
reichuug machte das Amtsgericht Leipsig nochmals Einwendangexi. 
In § 8 Absatz 4 war verhmgt, daß der SchriflfQhrer ^fiber die Ge- 
schaftssitem^ ein Protokoll fahre; das Amtsgericht Leipzig yerlangte^ 
daß dieses Protokoll sich auf die ganze Mitf^ederrersammlung imd 
ihre Beschlttsse erstrecke; infolge dessen hat der Vorstand dem ge- 
nannten Absätze die Fassung gegeben: ^Ober die Mitgliederversammlung 
und die von ihr gefaßten Beschlflsse hat der Schriftführer ein Proto- 
koll zn führen, welches spätestens im Deaemberhefte des Jahres- 
berichtes veröffentlicht wird.^ Diese Änderung zog nach sich, daß 
auch der Schluß des zweiten Absatzes von § 7, wo es hieß: Jm 
Bezemberhefbe das Protokoll der Geschaftssitzung^ in „Im Dezember- 
hefte das Protokoll dieser", nämlich der Mitgliederversammlung, ab- 
geändert werde, und endlidi konnte jetzt im dritten Absätze des § 7 
das Wort „Chronik" durch da« Wort „Protokoll" ersetzt werden. Am 
29. Dezember 1905 wurde sodann die Deutsche Mathematiker-Ver- 
einigung in das Vereinsregister des Amtsgerichtes Leipzig eingetragen. 
Der Vorstand stellt den Antrag, den genannten Ändemogen der 
Satzungen nachtraglich die Genehmigung zu erteilen. 
Der Antrag wird einstimmig angenommen. 

4. Von dem Vorsitzenden wurden den Mitgliedeifa Scheibner zum 
80. Geburtstage, C. Neumaon zum 50-jährigen Doktorjubiföum und 
Weingarten zum 70. Geburtstage die GlflckwQnsche der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigimg telegrapKisch ausgesprochen. 

5. Am 15. ni. erfolgte in gewohnter Weise die erste Einladung zu 
der heurigen Jahresversammlung in Gemeinschaft mit der 1. Abteilung 
der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Äizte. Es wurden 
Vortrüge Aber Funktionentheorie rom Vorstände als besonders will» 
kommen bezeichnet und einige Mitglieder zn umfassenden Referaten 
flber diesen Gegenstand gewonnen. Der aus der Reihe der Mitglieder 
angeregte Gedanke, auch die Versicherungsmathematik auf die Tages- 
ordnung zu setBen, mußte w^en eines gleichzeitig mit unserer 
Versammlung einberufenen internationalen Kongresses fttr Ver- 
sicherungswesen wieder fallen gelassen werden, Da sich die Ver- 
öffentÜchnng des Programms der Naturforscherversammlung ver- 
zögerte, erfolgte im Juliheft d^ Jahresberichtes einstweilen eine 
Mitteilung der bis dabin angemeldeten Vorträge, während die Ver- 
öffentlichung der auf Grund dieser Anmeldungen und des all- 
gemeiiieu Pr()<rramius der Naturforschervt^rsammlung entworfenen 
Tii^esurduung i'ür unsere Versammlung erst im Augusthefte geschehen 
konnte. 
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b. Bericht über die literarischen Uutemolimuugeu der 
Deutschen Mathematiker - \' ereinig uug. 

1. Jahresbericht: Bezüglich des Jahresberichtes wird von Seite des 
Vorsitzenden ani^t rcrjt, zur besseren Übersicht des fertigen Bandes für 
die wissenschaftlichen Aufsätze eiiiprsfMta und für die Mitteilungen and 
Kachrichten andererseits besondere Paginierungen einzurichten. Es 
werden Herausgeber und Verleger gebeten, die Durchführbarkeit dieses 
Gedankens in Erwägung ssii ziehen. 

2. Referate: Die vorjährige Versammlung hat sich damit ein- 
verstanden erklärt, daß das yon Schlesinger zu erstattende Referat 
über die linearen Dififerenzialgleichungen sich auf die Zeit von 1865 
an beschriinkf. Fejer-Klausenburg hat sich bereit erklärt, das Referat 
fiir die j&ühere Zeit zu ttbernehmoi, und es hat der Vorstand dieses 
Anerbieten mit Dank angenommen. — Das gleichfalls im Torigen 
Jahre erw l ite Referat von Simon über die Entwicklung der £lementar- 
Geometrie im XIX. Jahrhundert ist vor kurzem erschienen. — Das 
Referat von Uurkhardt über die Entwicklungen nach oszillierenden 
Funktionen ist bis zum 90. Bogen fortgeschritten, und es i^f^ die Aoih^ 
l^be der 5. Lieferung in kurzem su erwarten. — Das Jieferat von 
Kowalewski über Lie ist im wesentlichen abgeschlossen und dürfte 
im Laufe dieses Jahres zum Drucke gelangen. — 

3. Enzyklopädie: Klein berichtet über den Fortgang der Bände 
2 — 6 der Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, von denen 
seit der letzten Versammlung 6 Hefte erschienen sind, und für deren 
weitere Fortsetzung auch in diesem Jahre günstige Aussichten bestehen. 
Klein teilt ferner mit, daß er ntm auch die Redaktion des 7. Bandes 
(Philosophie, Geschichte und Pädagogik) übernommen habe, und daß 
mit den Vorarbeiten zu diesem gjua besondere Schwierigkeiten in sich 
faragendeu Bande in Bälde begonnen werde. Auch für die französische 
Ausgabe der Enzyklopädie steht das Erscheinen weiterer Hefte in 
Aussicht 

c. Berichte der Kommissionen. 

1. Statistische Kommission: Schoenflies weist im Namen der 
statistischoii Kommission auf die pag. 'j'2\ des Jahresberichtes erfolgt-e 
Publikation „Zur Statistik des matliemntischen Studiums'' bin und 
stellt weitere ähnliche Nachrichten auch für dieses Jalir in .\ussicht. 
Es wird angeregt, insbesondere auch über die Zahl der neu errieliteten 
Lehratellen für Mathematik an den höheren Selsulen Mitteilung 7.u machen. 

2. Kommission für den Sch rödersthen Nachlaß: Eugen Müller 
teilt mit, daß er nunmehr im Einverständnis mit der vorjährigen V^er- 
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Sammlung den von Schröder seiner Zeit in Aussicht gestellten ,^briß" 
der alf^ebraisrhen Logik bearbeitet habe, daß dns Manuskript ziemlich 
YoUständiir und fertig vorliege, uad daß der Druck uoch in diesem 
Winter begonnen werde. 

Bib!io::rr;iphische Kommission: Felix Müller weist im Namen 
der bibliogra{)lnsclien Kommission auf die pag. 4'^0 der .Tabrpsberichte 
erschienene Pul>likation „Verzeiclinis älterer raathematiseher Werke 
aus der im Besitz der Jacobsonschule au Seesen befindlichen Wert- 
heimscheu Bibliothek" hin. i'.r legt ferner ein mit Rücksicht auf 
den 4. Band der C au tor scheu Geschichte der Mathematik verfaßtes 
Verzeichnis von 250, für die zweite Hälfte des l><. Jahrhunderts in 
Betracht kommenden mathematischen Zeitschriften vor. 

d. Be Sellin ßfasaung Ober die Verwendung dee Aktivreetes des 
HL Internationalen Mathematiker-Kongresses. 

Die der letzten Versammlung vorgelegte Abrechnung hatte einen 
Aktivrest von M. 1884.ii8 ergeben. Nach Atiszahlung des damals be- 
schlossenen Beitrages von M. 2(X). ~ zum Laibacher Vega-Denkmal 
iiiul unter Hiu/ureehnung der inzwischen erwachsenen Zinsen steht 
heute ein Betrag von J( lT3iJ.80 zur Verfügung. Die vorjährig*- Ver- 
sammlung hatte beschloss»-n, d^aß ein Teil dieses Überschüsse« für die 
Grabstätte Riemauns mit dem i lu dliofe von Biganzolo verwendet 
werde, und hat den Vorstand beauftragt Xaehforschungen an Ort und 
Stelle vorzunehmen, um der heurigen Verbammlung einen bestimmten 
Vor^schlag in dieser Richtung zu unterbreiten. Diesem Auftrage ent- 
sprechend hat der Schriftführer in diesem Frühjahre den Friedhof von 
Biganzolo aufgesucht und berichtet: ,,Ln der westlichen Ecke der Nord- 
wand des kleinen Friedhofes*) fand ich die Grabplatte Kiemanns in 
die Mauer eingelassen; das Grab selbst ist nicht erhalten, dieses und, 
da der Friedhof seit dtm Tode itiemanns schon mehrmals wieder 
belegt wurde, noch mehr die Gebeine Riemanns sind nicht mehr 
aufzuHnden. Die Schrift der eingenuiuerten Platte ist ziemlich ver- 
biaüt, ;ni("h die Einmauening ohne besondere Sorgfalt geschehen. Der 
Sindaco vou Biganzolo hat mir mitgeteilt, daß die Gemeinde beab- 
sichtige, den Friedhof durch Anfügung einer Arkadenreihe au der 

1) Man erreicht dioseu bei der KircliC von ßi^nnzolo gelfgciion l'rie^iliot', weun 
mau von Intra etwa eine Viertelstunde weit aut der Straße nach Locarno geht 
nnd da, wo dieie SttaBe swiKhen dea FabrikgeUuden d«r QsbrQder Zfisi hindnreh- 
gehtf aa diesen in lüdweitiiclMs Bicbtang in die Hdbe itdgi. Weder Kindie noeh 
Friedhof sind von der Straße auhfi i^ichtbar. Qans nahe beim Friedhof liegt die 
sur Gemciiidu Selu^^i a gehörige Villa Piaoui, das Sterbehaui Riemanni, jetzt 
Wohnhaus der Familie Zi'ist. 

JkluMbArirht d. Ocntaohan M*tb«m.-Vereia(g;iug. XV, Heft 10/11. 86 
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Westseite zu vergrößern und so die Schaffung dauernder Gedenkstätten 
SU ermöglichen. £r ist bereit^ eine dieser Kapellen gegen Erstattung 
der Kosten uns zn überlassen mit der Erlaubnis darin ein Denkmal 
Kiemanns zn enicbten. Da die Erweiterung des Friedhofes erst in 
ein Paar Jahren geschehen soll, so ist hinlänglich Zeit^ das Projekt 
nach allen Seiten zu erwägen/' .. 

Die Versammlung beauftragt den SrhriftfÜhrer, unter dem Aus- 
drucke des Dankes für seine bisherigen Bemtthnngen, die Angelegenheit 
in dem genannten Sinne weiter zu verfolgen und einer der nächsten 
Versanim langen wieder zu berichten. Der oben erwähnte Überschuß 
TOn 1733.80 JL, soll aber schon jetzt so geteilt werden, daß 800^ 
dem IV. Internationalen Kongreß überwiesen, der liest von 933.80 uiC^ 
für das Biemann- Grabmal reserviert werden. 

e. Begründung eines Matlieiiiatiker- Archivs. 

In Erwäg'i?Kr daß auf der Göttinger Universitätsbibljotliek t»ereit3 
der wissenschattiiciie Nachlaß von Riemann, Clebsch und Piücker 
auf'})ewahrt wird, wt-nleii Klein Imd Conrad Müller beauftrarrt. mit 
dieser Bibliothek in Be/i^liung zu treten und der nächsten Versannn- 
lung darülter zu berifliten, ob und unter welchen Hedtngunfr»'n sie 
bereit ist, wissenschaftlich interessant^^ -Manuskripte und Briefe ver- 
storbener Mathematiker, welche ilir vun der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung übergeben werden, aufzubewahren. 

f. Eulerfeier im Jahre 1907. 

Nachdem die bisherigen Erkundigungen des Vorstandes ergeben 
haben, daß das ZufiauuuuntretFen mit anderen wissenschaftlichen Ver- 
sammlungen die Abhaltung einer Eulerfeier im nächsten Jahre zu Ba.sel 
untunlich erscheiiit-ii läßt, und daß ferner auch die liorliner Akademie 
der Wissenschaften eine besondere Eulerfeier nicht in Aussicht ge- 
nommen hat, beschließt die Versanimlutig am Antrag des N'orstaudes^ 
daß auf der nüchsteu Jahresversammlung in Dresden eine Sitzung dem 
Andenken Eulers gewidmet werde, in der Weise, daß in derselben Vor- 
träge stattfinden, die auf Kuler, seine wiö^enschattlicht'u Arijeitrn und 
seine wissenschaftliche Bedeutung Bezug haben; jedoch soll für den 
Fall von dieser lYier abgesehen werden, daß der IV. Internationale 
Kongreß zu Korn eine Ehrung Eulers ins Auge fasse. 

g. Herstellnng eines ausführlichen Mitgliederrerzeichnisses 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 

Das an der Spitse eines jeden Bandes der Jahresberichte ersehei- 
nende Mitgliederrerzeichnis beschrankt sidi auf eine blofie Adressen« 



Digitized by Googl 



Protokoll der Stotigarter Vemmniliiiig. 



535 



angäbe. T^s iat infolgedessen schon mehrfach aus dem Kreise der 
Mitglieder der Wunsch geäußert worden, dieses Verzeichnii^ so wie es 
hei anderen gelehrten Gesellschaften geschieht, ausführlicher wi gestalten. 
Bei der großen Anzahl der Mitglieder dürfte sich aber eine solche Er- 
weitening des regelmäßigen jährlichen Verzeichnisses nicht empfehlen, 
dag^en enchien es dem Vorstände wohl durobfÜhrber und auch 
wünschenswert, daß in größeren Zwiichearaumen ein ausführliches 
Mitgliederverzeiehnis lierausg^jeben werde, welches als besondere Beilage 
des Jahresberichtes auf Kosten der Deutschen Mathematiker- Vereinigung 
hergestellt und allen Hitgliedem sugeeandt wird Der Vorstand hat 
demgemäß beschlossen , ein aolebee ausfQbrlicbes Mitgliederverzeichnis 
herzustellen, und hat zur Beschaffung des nötigen Materials an alle 
Mitglieder Fragebogen versendet. Von diesen sind bis jetst etwas 
mehr als % wieder eingelaufen. 

Die Versammlung ermächtigt den SchriftfiOliier, cur Bearbeitung 
des Mitgliederreraeichnisses einen Hil£aarbeiter gegen entsprechende 
Vei^tung h«ranzuziehen. 

h. Neuwabien in den Vorstand. Wahl der Jüasserevisoren. 

An Stelle der satEungsgemäß aus dem Vontande ausscheidenden 
Mitglieder t. Mangoldt und St&ckel werden: 

Krause-Dresden und Schoenflies-Königsberg 

lür die Zeit vom 1. Oktober 1906 bis zum 30. September 1909 als Vor- 
standsmitglieder gewählt. 

Als Kasserevisoren werden für dieses Jahr Bruns und Holder 
wiedergewählt. 

Stuttgart, den 20. September 1906. 

Pringsheim, Vorsitsender. Kraser, Schriftführer. 

Protokoll der VorstandssitEmig der Dentselieii Matlievatilier- 

Vereinignn^ zu Stuttgart am 20. September 1906. 

Anwepeud: Pringsheiiu als Vorsit'/endpr . ferner Ackerniann- 
Teuhner, v. Brill, Gutzrner, Krause, Krazer, SchocTi f ! : 

Es wird v. Brill zum Vorsitzenden für die Zeit vom I.Oktober ii.'06 
bis zum dO. September 1907 gewählt. 

Stuttgart, den 20. September 1906. 

Pringsheimi Vorsitzender. Krazer, Schriftführer. 
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VerbesseroBgeii und Bemerkungen zu den Büchertitdin der 
Wert]i0i]ii8olie& Bibliothek (Bd. 16, 431—434). 

1508. Streiclie ^^itliinetica gennaiiica** (steht nur auf dem Rtkcken 
des Buches). Las „Hechenimg** statt Bechnmtgen and „jr^iiffhift^mfhaffl** 
statt Kauftniannschafl'tf^n. 

1ÖÜ9. Streiche „Aritliiiieticae disciplinae'" . 

1533 (32). Ohne Jahreszahl. Die 2. Auflage „De triangulis planis 
et sphaericis" erschien (nach Ifitteilnng des Herrn G. EneetrSm) Basel 1561. 

1640. Lies Piero Borgi statt Luea del Borgo und „abaeho'* statt 
äbaco. 

15r)2. Lies Olialigai Fiorentino. Nouv. riv. 

lööß. Ocneml trattato di numeri e misure. Der letzte Teil v. J. 
befindet sich auch in der Bibliothek. 

1670. Lies „proportionibns" statt „proportione" 

1636. Porto astronomieo di Emmanuel Porto. (BaiTennto Petana 
gewidmet). 

1640. Brt've n facil intro I i/ v iMni^ alla geographia e trigODOmetria 
d'Emmanuel Porto. (Battista Grimaui gewidmet). 

Felix Mül.l.kr. 



Mitteiliuigen und NachricliteiL 

Geeignete Mitteilungen wird dex Herausgeber stete mit gtOBtem Danke entgegen* 

nehmen. 

1. Akademien. OeeeUMhaften. YeieinigmigeiL YemmmliingeiL 

Yeränderimgen im Feräonalbeetande der Deutsohen Mathematiker- 
Yeseinigung. Juli — September 1906. 

Neu autgenomnicu als Mitglieder: 

U, Broggi, Göttiügen, Nikolausbergerweg 48. 
E. Bnnitzky, Odessa, üniyersitlli 

Arthur B. Frizell, GötthiL^on, Hainholzweg 46. 

Dr. K. Gold zieh er, Budapest VII, HoUö-ntCsa 4. 

M. Grober, Hallr- n S , Klosterstraße 1. 

])r. G. Herglotz, (iöttingou, Steitisi:raben 3. 

Dr. phil, Emil Hilb, Augsburg, Fuggerstraße 4. 

Dr. phiL G. 8. Hilbert, Mftnehen, Nymphenborgerstraße 67. 

Professor Thomas Frankliu Uolgato. au der Northwestem UniTersitftt 

zu Evanston, Illinois, U. S. A., 017 Library AvettttO. 
Dozent S, Johannspn, Helsingfors, Villagaten 27. 
Afathematiscbe» Seminar der Universität Bonn. 
Dozent C. W. Oseen, Lund. 

Dr. J. V. Pexider, Dozent an der üniTersit&t Bern, Thnnstrafie 88. 

K. A. Poukka, cand. phil., Helsingfors. 

Dr. E StüV)li'r, Privutdozent an der Teohnischen Hochschule Stuttgart, 
Alexaaderstraße 73. 
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Professor H. Taber an der Clark-Universität, Worcester MaflA. 
Dr. A. Timpc, Langfuhr bei Danzig, Friedemaiistrafie 31. 
Dr. 0. Toeplitz, Gdttisgen, Kirchweg 4. 

Qestorben: 

BoltzraaTin, L., Prnfp^snr an der Fniversiült Wien. 
Wolfskehl, F., Frivatgelebrter in Darmstadt. 

MathABiatiiOhe Gesellsohaft su Muborg. Im zwmten Quartal dta 

Wintersemesters 1905/06 fanden 3 Sitzungen, im Sommersemester 1906 
deren 7 statt wurde über folgende Thematn vnrpetrac'eTi — 23. Jantmr: 
Prof. Neuniaiiii sprach über eine einfaciie Methode, die Jiestininning von 
Wirbelbewegungen in der Hydrodynamik auf die Ermittelung einer wuzigen 
Tonktioii surOcImifllhren, dSe dann ähnliche Diensie leistet, wie bei wirlbMil- 
freien Bewegungen das OeschwindigkeitqMtential. — 6. Februar: Herr 
Kolb sprach Uber die Arbeit von Busehe Aber Kroneckersche Beziehungen 
zwischen Geometrie und Zahlentheorie und Herr Schmahl begann ein 
Beferat über die .\rbeit von Hurwitz über die Bestiiimmng der Klasseu- 
anzahl binärer quadratischer Fonnen. — 30. Februar: Prof. Heu sei be- 
riehtete Uber ^e iltere Arbeit von Hnrwiti Uber quadtotische Formen im 
Znaammenliang mit den „Farej sehen Polygonen*'« und Herr Sc h mahl setite 
sodann seinen Vortrag von der letzten Sitzung fort. — Im Sommer- 
semester: 8. Mai: Es sprach Dr. Fnitor über die Zermflo<;che mengen- 
ilieoretische Arbeit (Math. Annalen, Bd. 09) und über die durch sie ver- 
anlaßte Meinungsäußerung, namentlich französischer Mathematiker, über die 
Gmndlageii der Mengenlehre. — SJi, Mai: Dr. Jung sprach llher die Be- 
slunninng der Integrale erster Gattnng in einem algebraischen EOrper von 
zwei unabhängigen Veränderlichen. — Am i^. und 26. Juni trug Herr 
Roth über die Mitfng-Leff 1er sehe Sterntheorie vor. — 10. Juli: Dr. Jung 
gab ein einfacbe.s i>eisptel ZU der in dem früheren Vortrage entwickelten 
Theorie, und Prof. Xeumann begann ein größeres Referat über die Grund- 
lagen der Fredhohn -Hilbwischen Theorie der linearen Integralgleichungen, 
das er am jM. imd 31, JuH fortsetzte. 

American Mathematical Sooiety. Die V6. Boramer- Versammlung 
der Gesellschaft Caad am S. — 4. September in der Yale üniyersitftt tu New 
Häven, Conn. statt Die vorgelegten wissensdialtlichen Mitteilnngen ergehen 
sieh aus der nachstehenden Liste: Birkhoff, On a certain class of sets of 
normal orthogonal Functions. — Carmicbael. Multii)ly perfect numbers 
of tbree different primes. — Carver, As«<i<'iiited eonligurations of the 
Cayley-Veronese class. — Dickson, On cummutative lineai* algebras in 
wbich division is alwajs uniqucly possiblo. — Unifoim definitifMis of the 
ahstnMSt fonns of the varions known Systems of Unear gronps. — Griteiia 
for the inredneibility of functions in a 6nit« field. — On the theoiy of 
equations in a moduhir tield. - Eisenhart. Applical)b' .surtaces with 
asymptotic liues of one surt'aee rorrr-^iionding lu a conjugate sy«?tem of 
another. — Fite, Irreducible linear iiumogeneuus groups whose Orders are 
powvrs of a prime. — Hutchinson, On loci tiie coordinates of whoso 
pointe are abdian fimctions of tbree parameters. — Kasner, The inTene 
Problem of dynamios. — The geometiy of dynamieal trajectories. — 
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Kellogg, The bc'liavior (»f luirraonk- fuiictions of a re^on on the boundarr. 
^— Leonard, Ou thf tactoring of cdmposite hyperconiplex nutnbpr Systems 

— McMalioü, The differentiai geometay of the geaeral vector field (preli- 
minary report). — Manning,. A note on transitiTe groups. — Mason, 
ThB expansioii of an arbitraiy fonction in terms of normal fimotions. — 
The bouudaiy value problems of diffemntial equationS of hy|)crbolic typ^'. 

— Miller, Generalization of tbe groups of genus zero. — Morlej, Reflexive 
geometn-. — Ranum, The g^roup of classes of congruent raatrices and its 
applicalioii tu tbe group of isoinorj)lnsin8 of any abolian group. — 
Bichardsou, Ou the reduction of multiple Integrals fsecoad paper^. — ~ 
Sohveitser, Systems of axioma for piojective geometry. — ConcerniBg 
al»Btraet geometrical relations (preUminarj report). — Sharp e, The motion 
of a viscous gas. - — Sisam, On s^gtems of conioa lying on smiaces of 
the third, fourth and tit'tli ordors. ~ Snyder, Plane qnintic enrve? ^vhich 
possess a group of linear trunst'ormations. — Stickolbt-rgcr, Zur Theorie 
der vollständig reduciblen Gruppen, die zu einer Gruppel inearer homogener 
SubstitationeD gehdren. — Wilson, On divergcnoe and curL — Oblique 
reflections and nnimodular stnuns. — Double producta and straina in « 
dimensions. — Toung, General Tbeoiy of approxiinatiou by functions with 
a given number of paraiueters. — Im Anschluß au diese Versammlung 
wurde vom 5. — ^. September das „New Häven rolloi|uium" abgolialten. 
bei welchem folgende Vorlesungen gehalten wurden: M oore- Chicago, Un 
the theory of bilinear functional Operations. — Wilczynski, Projective 
differential geometry. — tf. Mason, Selected topies in the tbeoiy of bonn- 
daiy valne problems of düferential eqnatious. 



2. PreisauigabdB and geliröat« PreisscliriiteiL 

Pralaai&ISga1)e der allgemeinen Abteilung der Te<diiii8chen Hoch- 
BOhule EM Darmstadt. (Für Studierende.) Wenn man die Gaußi-^che 
Methode zur Berechnung der positiven Wuraeln einer trinomischen Gleieiiung 
auf Oleichungen mit vier Gliedern ausdehnt, so sind drei Fälle zu unter- 
seheiden: Gleiebungen mit einem, mit swei und mit drei Zekbenwediseln. 
Nach dem Theorem des Cartesius besitsen die Qleiehungen mter Art eine 
positive, die Olciehungen der sweiten Art zwei, resp. gar keine positiven 
Wurzeln, endlieli die Gleichungen der dritten Art eine oder drei positive 
Wurzeln. Wann die Höchstzahl der positiven Wurzeln in den beiden letzten 
Fällen erreicht wird, läßt sich vermittels einfacher, zugleich als Ausgangs- 
punkt der Berechnung dienender Kriterien entscheiden. Es ist veimittels 
der letzteren — unter Zugrundelegung der Tafeln von Qundelfinger Ar 
trinomische Gleichungen — mindestens ein Beispiel i'ür jede Art der quadri« 
nomischen Gleichungen durchsufBihTen. — Preis 70 M. Die Lösungen sind 
bis zum 1. liai 1907 einsureicben. 
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3^ Hoo1uolralBa%1iilo]it0iL 

Venelobnis der für das Wiiit«nemefter 1006/7 aiigäklliidigtei& 
VorlMmigoii über die mathemtttleohen WlssenschalteiL (Schluß.) 

Aaehcn. Jürgens, Höhere Mathematik II mit Tbungen; KaufraiinniBches 
Rechnen: Versicherungamathematik; Seminar. Blumenthal, Höhere Mathematik I 
mit Übungen; Ausgewählte Kapitel der höheren Mathematik. Kötter, Darstellende 
Oeometrie mit Übungen; Graphische Stotik mit Übungen; AusgewUilte Kapitel 
aus der graphisehen Statik. Sommerfeld, Mechanik mit Übungen; ÄUBgewählte 
Teile Her technischen Mechanik. WüUner, Physik in mathematischer und ele- 
mentarer Behandlungsweise. N. Meehanische W&rmetbeorie Po Iis, Allgemeine 
Moteonilogie; Xlimatolopa. 

Dermatadt. Qandelfinger, HOhere llaüiematik mit übangen; Analytttohe 

Übungen. Dingeldey, HAhera Mathematik mit Übungen. Oraefe, Hoheie 
Mathematik mit f^bungen; Höhere Mathematik II; fieHohichte der Mathematik. 
Scheffer.s, Ditferentialrechuung mit Übungen. Wiener, Darstellende (ieometrie 1 
nut Übungen; Arbeiten im mathemataschen Institot. Fenner, Trigonometrie; 
Geodäsie; Höhere Geodäsie; Geodädische Übungen. Ohl, Praktische Geometrie. 
Henneberg, Technische Mechanik mit Übungen; Mechanik II; Ausgewählte Ab- 
schnitte der graphischen Statik. S ch Ii n k, liepetitorium der Mechanik. Schering, 
Maehanisehe WftnnetiieQffe; Fliyaikaliachea KoUoqmnm. Meiael, Theorie dir 
optiachtti Inetrnmante. Fritach, 8pektralan»ljM. 

Dniisig* Lorenz, Dynamik starrer Körper (3); übungeu da/.u J): Festigkeits- 
lehre und Hydraulik (4); l bvmgen dazu (2) v. Mangol<lt, Höhere Mathematik 
I Schilling, Darstellende Geometrie (S); Übungen dazu (ö). Sommer, 
BShere Mathema^ H (4); Übungen das« (1); AnsgowlUte Kapitel am der Lehre 
Ton den Differentialgleiehungen (2) ; Potentialtheoria (2). N. N.« Einleitiuig in die 
Theorie des elektromagnetischen Feldes (2). 

Dresden. Krause, Höhere Mathematik; Ausgewählte Kapitel aus der Theorie 
der komplexen Funktionen; Theorie der reellen Funktionen; Seminar, Helm, 
Höhere Mechanik II mit Übungen; Analytische Mechanik mit Übungen; Elektro- 
dynamik nach ibivr geschichtUchen Entwicklung. Hey er, Kartenentwürf«; ; Theorie 
und Anwendung der Determinanten. Naetsch. Elementare Algebra uud Analysis. 
Distelif Darstellende Geometrie II mit Übungen; Kinematische Geometrie des 
Raumes. Grübler, Technisch«» Mechanik mit Übungen. Hallwaehs,Phyiikaliscbei 
Kolloquium. Toeplor, über den Gaszustand. Ulbricht, Tdegraphie und 
Telephonie. MoUier, Technische Thermodynamik mit Übungen; Kinematik mit 
Übungen; Masohinenlaboratorium. Görges, Elektrotechnik; Starkstromanlagen ; 
Theorie de« Wechselstromes D ; Praktik«. Pa t te n h ans en , GeodArie mit Übnugen • 
Höhere Geodteie mit Übungen. 

Karlsruhe. Kr azer, Höhere Mathematik I mit Übtuigen. Schur, Daratellende 

(it omctri»' I mit Übungen; Graphische Statik mit tbungen. Ludwig, Elementare 
und analytische Geometrie der Ebene; Projektive Geometrie. Faber, Ebene und 
sphftrische Trigonometrie; Arithmetik und Algebra. Wedekind, Rohere Mathe- 
matik II mit Übungen. Heun, Mechanik I mit Übungen; Elemente der Mechanik; 
Elementare Mechanik; Seminar. Brauer, Festi^'keitskhre. Haid, Praktische 
Geometrie; Hiihere Oooflilsip; Methode der klrinnten Quadrate. 

Promotionen in den Vereinigtea Staaten von Nordamerika. — 
Während des akademischen Jahres l'J05/6 l'auden au den angesehensten 
amerikanisehen UnivwsitAten die folgenden nvaa. PromoUanen auf dem Ge- 
biete der UaÜieBiEtik statt, wobei die üniTeraitAt in Klanunem angegeben 
ist: E. G. Colpitts (Gomell), On the twisted qaintic eurres; B. F. Finkel 
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(PooBtyivuua), Determiiuitioii o£ Iii groups of ordsr 3 whiob contain cydic 

selfconjugate suibgroups of order 2 and whose generating Operators correspond 
to thf partitions; C, C. Grorn fJolms Hopkins\ I. Tlie syzjgetic peiu^ of 
cubics and a nrw peomptrical developmeut ot itn Hesse group Gfjjg. TT. On 
the complet« Pappus iiexagon} H. B. Leonard (Colorado), On the factoring 
of composite algebras; J. F. Messiok (Johns HopUi»), Oabic eurves in 
reciprooäl triangulär Situation; B. G. D. Richardson (Tale), Improper 
multiple integrals; W. H. Boeber (Hanrard), BriUiaDt points; C. H. Sisana 
(Comell), Rnlcd STirfacos of Order seven havinpf a rectilinear dir«' ♦rix; 
G. E. Wahlin (Yal»0. The rplation betwe« n the binary quadratic torms 
and the quadratic nmnerical bodieö. — Von löÜH bis 1906 Ueläull sich 
die Zahl der amerikaiÜMliMi FkomotioDeii auf dem Gebiete der Haäieinatik 
wfthrend der einselneii Jahre auf: 11, 18, 11, 18, 8, 7, 14, Sl, 9. 



4. PenonaliiMhrielitoiL 

Bmenmingen, Ana— lohimngen unr.: 

Frofeasor H. F. Blichfeldt wurde nun ao. Plrofessor der Mathematik an 

der Stanford Universität ernannt. 

Dr. E. Bose, Privatdozent an der Universität und Assistent am Institut 
ftir theoretische Physik in Giitiingon, wurde /nni I'rofpssor der physi- 
kalischen Chemie au der Technischeu Hoehächuie m Dauzig uruaunt. 

Frafenor C. Bonriet wurde xum Proftoflor der darstellenden Geometrie an 
der Scole des Arte et Metiers in Faris ernannt als Nadifolger von 
Professor Rouch^, der in den Bnhestand übertritt. 

Prnfr^ci^or Dr. F. Enriques wurde zimi korreq;K>ndierenden Mz%liede der 
Accadouiia dei Leincei in Horn {.gewählt. 

Dr. J. Grüuwald, Privatdozent au der Lmversität Wien, wurde mm ao. 
Frofenor der Mathematik an der dentsehen üniversittt Prag ernannt 

Profeesor Dr. M. W. Haskell an der Universiti&t Ton Califomien wurde 
zum o. Professor d«r Mathematik daselbst ernannt. 

Dr. Th. £. Mc Kinne j wurde zum Professor der Mathematik an der Wes- 
leyao Universität ernannt. 

Professor P. A. Lambert au der Lebigh Universität wurde zum o. Pro- 
fessor der Mathematik daselbst ernannt, 

Professor Dr. Q. Landsberg an der üniver^tlt Breslau wurde zum ao. 
Professor an der Universität Kiel ernannt. 

Professor H. P. Manning ^-urde zum ao. Professor der Mathematik an der 
Brown Universität ernannt. 

Professor A. £. Meake au der Lehigh Universität wurde zum o. Professor 
der Mathematik daselbst ernannt 

Profestsor Dr. G. Mittag-Leffler in Btockholm wurde von der üniTeisitSt 
zu Aberdeen zum Ehrendoktor ernannt. 

Profo<;sor Dr. P. Painleve in PtLiin mirde sum auswärtigen Mitgliede der 
Aecademia ilei Lincei in Rom gewählt. 

Privatdozent Dr. Ing. H. Keißner an der Te.^hnischen Hochschule zu 
Chailottenburg wurde als Nachfolger von Professor Sommerfeld snm 
etatraftfiigen FtofeMor der Tedmisehen Hochschule su Aachen ernannt 
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Dr. Q. Bost, ao. FtofeMor der Matbematilt an der UniTernttt Würsburg, 
wurde zum o. Profenor daselbst ernannt. 

Professor Dr. Hubens an der Tpchnischen Hochschule in f'harlottenburg 
wurde zum o. Professor der Physik und Direktor des Physikalischen 
Institutes der üniversitut Berlin als Nachtolger von P. Dmde ernannt. 

Professor Dr. Scheffers au der Technischen Hochschule zu Darmstadt hat 
einen Buf an die Tedtniscfae Hocbselnile au Wien abgelehnt und wird 
der Bemfang an die Technisdie Hodisdiule sn Oharlottenburg erst 
zum 1. April 1907 Folge Idsten. 

Dr. Th Schmid, ao. Professor fUr darstellende Gtometrie an der Tech- 
nischen Hochschule zxi Wien, wurde zum o. Professor ernannt. 

Priratdozent Dr. Seit/ in Wfirzburg wurde zum Professor und Dozenten 
der Physik an der teehniseben Hoebaehnle in AaelMn ernannt. 

Professor Dr J. Stein S. J. in Katvrigt wurde zum Obsenrator an der 
vatikanischen Sternwarte in Bom ernannt. 

Professor Dr J. J. Thomson in Camhiidge wurde ▼(Hl der üniTersit&t zn 
Aberdeen zum Ehrendoktor ernannt. 

Dr. J. M. Thornston wurde zum Professor der Mathematik an der Uni' 
versitftt von West-Virginia ernannt. 

Professor Dr. O. Veronese in Padua wurde zum Ebxendoictor der Univer« 
sitftt Aberdeen ernannt. 

Professor Dr. A, Wehnelt an der Universität Erlangen wurde zum o. Pro- 
fessor für theoretische Physik und Abteilungsvorstand an der Universitftt 
Berlin ernannt. 

Professor Dr. W. Wien an der Universität Wiirzburg lehnte einen Ruf 

nach Berlin ab Nachfolger von Professor Dmde ab. 
Professor Dr. £. J. Wilesynsky wurde zum ao. Phifessor der Mathematik 

an der üniversitlit von Galifomien ernannt. 
Professor Th". W. Wirtin ger an der Universität Wien wurde zum korre- 
spondierenden Mitgliede der Gesellschaft der Wissenschaften zu Oöttingen 
gewählt 

Professor Dr. K. Zsigmondy an der Hoohsdinle m Phig wurde zum o. 
Professor der M^ematik an der Teehnisehen Hoc^ehule in Wien 
ernannt. 

HabUltatloD: 

Dr. Bohren hat sich an der üniversitftt Bern als PriTatdozent der Mathematik, 

einschließl. Wahrscheinlichkeitsrechnung, habilitiert. 
Dr. Franz Köhler liabilitierte sich für hdhwe Geodäsie an der böhmischen 

technischen Hochschule in Prag. 
Dr. A. Prej habilitierte sich für Astronomie und Geodäsie au der technischen 

Hochsrbnle in Wien. 

Getit.orben: 

Professor Dr. L. lioitzniauu an der Universität Wien ist am 6. September 

d. J. zn Doino bei G<fn im Alter von 63 Jahren gestorben. 
J. F. BoBsert, Astronom der Parisar Sternwarte, ist am 31. Juni d. J. 

im Alter von 54 Jahren gestorben. 
Dr. Enicsto Cesaro, Professor der Mathraiatik an der Univeraitilt Neapel, 
ist am 12. September d. J. gestorben. 
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Professor (i. A. de' Longchatups ist am 9. JuU J. zu Paris im Aiter 

vou 64 Jnhri'ii ;^restürben. 
Professor Maillard an der Universität zu roitier» ist im Alter von 61 Jahren 
gestorben. 

Professor Dr. Reinhertz, Professor der Qeodftsie an der Teohiiisehen Hoch* 
sdinle zu Hannover, ist am 22. August d. J. im Alter von 47 Jahm 

eiTiem s<'li\verfn Xi''r('nl<'iden erlegen. 
I)r. P. Wolfs kehl. früiiHr Privatdoxent an der Teehnisolien Hochschnle zu 
Danustadt, ist am 13. September d. J. im Alter von ÖO Jahren gestorben. 

5. Vermischtes. 

Literarisches. 

1. Notizen und Besprechungen. 

BemerkongCB 211 Herrn Study« Besprechnug des zwdten Budes 
meiner LtnieigeemeMe (S. 454/.), 

An dem allgemein verstSndlicben Satze „Wir denken uns eine Begel- 

fliiche durch Bewegung einer Geraden erzeugt" fiiidt t der Herr Referent 
glt'ich dreierlei auszusetzen; zunächst: Ich hätte dir BescliränknnfT nnf t^igont- 
liche reelle Geradp erwähnen soll«»n. Oegcnül^T der eigentlichen reellen Ge- 
raden bedeuten die uneigcntlieho und die imaginäre Gerade künstliche Be- 
griffserweiteruDgen, die für gewisse Zwecke vorteilhaft sind, sich aber keineswegs 
mit derselben Nötigung und Eindeutigkeit aufdrängen, wie etwa d«r Über^ 
gang von den rationalen zu den irrationalen Zahlen. Man kann also eben» 
sogut umgekehrt demjenigen, der unter einer „Geraden" schlechtweg nodl 
etwas anderes versteht, als die eipfentliche reelle Gerade, die Verpflichtung 
auffliegen, diea ausdrückliih zu sagen; denn er ist derjenige, der vom ur- 
sprünglichen und so/utiageii natürlichen Begrili der Geraden abweicht. Übrigens 
geht aus dem Zusammenhang die erwShnte Einschr&nkung deutlich hervor. 
Femer b&tte ich sagen sollen, was ^«Bewegung*' und „BegelflSche" ist; es 
war doch nicht meine Aufgabe, mich in philosophische Erörterungen über 
die Natur der Bewegung cin/ulassen nn(\ von den Hegelflüchen war tatsichlidl 
schon auf der ersten Seite des er.sten Bandes <lie Hede. 

Die zweite Stelle, die der Herr Keferent beanstandet^, betrilft die analytische 
Darstellung einer BegelflSche, indem die sechs Koordinaten eines Stabes ala 
Funktionen einer unabhftogigen VerSnderlichen gegeben sind. Ich gestehe, 
hier den Fall übersehen zu haben, daß die Verhältnisse der Koordinaten 
konstant sein können, wodurch sich die Regelfläche auf eine feste Gerade 
reduziert. Aber der Schaden für den Leser wird nicht groß sein; denn 
dieser wird in jedem eiii/.i'liien Fall lyicht beurteilen können, inwieweit ein 
Begiitl oder eine Formel aus der Theorie der Regelliächeii hier noch anwendbar 
bleibt, wofern überhaupt dieser triviale Fall noch Interesse hat Es ist 
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doch ein Unterschied, ob man solche besondere Fälle unerwähnt lafit, die auch 
ein besonderes Stu<1iuin erfordern, oder bloß solche, die sich 7011 selbst er- 
ledigen, sobald mun darauf aufmerksam wird. 

Die dritte bemängelte Stelle „Sucht man vom Stiiktionsbnnd vuu-v 
Regclfiäche R wieder das Striktionsband, so kommt man aut Ii zurück'' bat 
mir der Herr Referent iMsonders Abel genommen, weil ich die Einaehrfinkungen 
dieses Satzes nicht erwähnt habe. Wenn J? nSralich eine Cylinderfläche ist, 
wird das Striktionsband unbestimmt und wenn Ii zwar ein Striktionsband 
bat, wpnn es sifh aber anf eine rylinderfläeb»' ^-l^ir ciiu» (lerade reduziert, 
so kauu maa deu ziweiUa Schritt niclit volkielu'ii Ks wiin* zweckmüBii^ 
gewesen, den Leser auch aut diese Fälle aufmerksam zu nmclieu, aber trotzdem 
halte ich obig« FormaUerang nicht fOr schiinuaer oder nng^nauer, als weuu 
uum sagt „Die Kriimmungalinien einer |i*liche schneiden sich rechtwintdig**. 
Muß man wirklich, auch wenn man sich auf den Standpunkt der strengsten 
Lofrik stellt, je'lpsnial wenn man diesen Satz ausspricht, ausdrttcklicb die 
Kugel ausuohmeu, weil auf ihr die Krümmungslinien unbestimnit weitlen y 
Den Logikern ist es geläufig, daß ein Satz „Jedes A [»t B" oder „Jedes A 
hat die Eigenschaft durobans nichts ftber die Eiistens des Ä selbst aus- 
sagt. Gerade deshalb ist der Z.usatz „wenn A existiert^* entbehrlich und 
der Satz bleibt auch ohne diesen Zusatz korrekt, wenn er es mit demselben 
ist. Denn wenn die KrOmmimjjslinien nicht existieren. ?o ist es selbst- 
verständlich , daß auch der betrettende Satz aufhört; und ebenso ist es mit 
dem Striktionsband. 

Von diesen üngenaiügkeiten (soweit ich sie ttberhanpt als solche zu- 
gestehe) kann ich wohl behaupten, daß sie jeder gutwillige Leser, sobald 
sie ihm auffallen, leicht selbst beseitigen kann. Sie haben ausschließlich 
den Maßstab ffir die Bewertung meines Buches durch den Hrrni Referenten 
abgegebtiu, aber ich kann mich damit trösten, daß naeh solchem Maßstab 
sogar mancher berühmte Geometer unter den Nullpunkt der Wertungsskala 
herabgedrQekt wfli'de. In der Tat besteht der Best des Berichtes in all- 
gemein gehaltenen abfKlligen Äußerungen schärfster Tonart, die mich in den 
Augen eines Lesers, der mein Bxich selbst nicht kennt, etwa mit den Drei- 
teilern des Winkels oder den Erfindern des 1*erpetunm mobile auf gleiche 
Stufe stellen. Den nach Inhalt oder Metbode neuen Gegenständen, die im 
zweiten Bande meiner Liniengeomeirie vorkommen ist kein einziges Wort 
gcMridmet. Das Neue in einem mathematischen Buche soll der Referent, 
selbst wenn «r es f&r unwichtig hält, erwfthnen, um dem Leser eine Vor- 
stellung davon zu geben, was er gegen älter anderen Werken ähnlichen In- 
halts vom Buche :ai erwart-'n hat. Trh iimü diesr Art der BeriehterstÄttung, 
welche die orientierende Hiiuptuutgabe eines Bfleraies völlig ignoriert und 
sich darauf beschränkt, einige Stellen herauszugreifen und unter die Lupe zu 
nehmen, als kleinlich und angerecht bezeichnen. Auch hitte ich erwartet, daß 
die Redaktion solche Besprechungen ablehnt, die ihren Zweck nicht erfUlen.*) 

Innsbruck. Eonrad Zinolkb. 



1) Vgl. hieriil)er meinen Bericht 8. 186—218 dieses Bandes oder das Vorwort 

des Buches seihst. 

2; Zu deu letzten Wurteu bemerke ich Folgendes: 1} Sobald der Rezensent 
die Bespieehmig mit seinem ToUen Namen seidmet, übern^nmt er allein die Ver- 
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Gegtjuüber Zimllbis persöulicliea Bemerkungen weise ich nui' daijiut" 
hin, (laß er (auch nach seiner eigenen jetzigen Darstellung) offenhar keinen 
Verrocb gemacht fast, ans meiner Kritik Beines ersten BKnddiens Nntaen zu 
xiehen, wie er es hätte tun mtUsen, wenn er nicht blofi Verpflicbtaiig«n 
<1es Rezensenten fordern wollte, sondern nach Antorpfliditen praktisclL an- 
erkäunto.^) 

Allerdings hatte Herr Z in dl er alle Ursache, auch solche Dinge er- 
klären, von denen vorher schon bei ihm „die Rede war*', insbesondere auch 
im Falle der geraden Linie. Die AUgemeinTorstindliehkeit, von der er 
qnicht, ist eine Illusion. 

Seinen wirklich (in mehr als einer Hinsicht) typischen Mufterlehrsatz 
^ie Krümmungslinien einer Fläche schneiden sich rechtwinklig*', begründet 
Herr Zindler, indem er „sich auf den Standpunkt der ätreugsien Logik 
stellt*'. Er läßt nämlich die von ihm eben erst als unbestiount bezeichneten 
und also jedenfalls (wie es audi gans ri<Atig ist) eaeitikrfndeH KrUmmung»- 
linien auf der Kugel durch eine Art von Taschenspielerstfickchen mit einem 
Male auf Nimmerwiedersehen verschwinden, aufhören zu existieren. Sollte 
es wirklich so ganz unmöglich sein, mit einem Koostgriff der Art auch 
der Triäektiou des Winkels zu Leibe zu gehen? 

Die von Zindler bekundeten Ansichten stellen geradezu den Charakwr 
der Mathematik als einer exakten Wissenschaft in Frage. Naeh ihm wird 
kein Lehrer es nOtig haben, bei der Erklärung der Division der Null be- 
.sonders zu gedenken, und wenn jemand alle Primzahlen ungerade sein läßt, 
so »wird der 8chade nicht groß sein, da nur ein t^vialer Fall unerwähnt (^1} 
bleibt". 

Ich begehe ein weiteres Verbrechen, indem ich aus Herrn Zindlers 
Beplik noch ein paar Bltie „herausgreife** and „unter die Lupe nehme**. 

„Von diesen üngenauigkeiten", heißt es. ,,kiinn ich wohl behaupten* 
daß sie jeder gutwillige Leser (eines Lehrbuches für Anfänger), sobald sie 
ihm auffalien , loicht selbst beseitigen kann". Namentlich bei l'nklarh^^itf-n 
in dt'u GrundbegrüTeu wird *hir Leser „in jedem einzelnen Falle leicht be- 
urteilen können, inwieweit ein Begriff oder eine Formel . . . noch anwendbar 
bleibt. . . .** 

Wenn aber der Leser noch gutwilliger ist, so gutwillig, daß er die 
Sache nieM merkt, md das wird ja jfiüehtidterweise in eitra aehtundtieuHnff 



aiitwortuii^ für Inhalt und Form seiner Kritik. 2' Der Heraus<:eb»'r hilt uicinos 
Eracbieuä iiui' für die Inuehaltung der Grenzen des parlamentarischen Anstandes 
tu sorgen und jeden Schein der FarleOiehkeit sn Termeiden, indem er dem An«- 
ffegriffenoii in üblicher Weise Gelegenheit zur Verteidigung darbietet. 3 Kine 
Norm für Besprechungen existiert nicht; auch kann dem Heiaosgeber nicht su- 
gemntet werden, sieh in die msterielle PrSfung einer Kritik einmlaMen, Bumat 
■wpnii sif; von t-iiuMii Farlinuiiinp uiit ■ "zeichnet ict. 4) hri i'-egenden Falle war 
um HO weniger Anlaß zur Abweisung vorhanden, lüs Herr Zindler selbst dem 
Herausgeber den Wnnsoh geftnßert bette, daß H«n Study die Besprechuig über- 
nehmen möchte. 

Halle a S . den 54. Sf']itenibt'r l'JOß. A. Gt tzmku. 

1) Warum zum lieiüpici liac üerr Ziudier nicht wenigstens, iu den Vor- 
beeierangen m seinem eisten Bande, den dortigen Safai Nr. 199 lichtig gesMltt 
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von fnindrti F'ilh'n elntntm^^, nun, diuin ist na*ürlii'h orst recht kein 
Schaden angericlitet. Und wenn der von Herrn Zindler /u gründlichem 
Nachdenken und sorgfältiger Stilistik enogeue Leser selbst Autor wird und 
Referat» oder Bteher gdfaieibt für gut willige Lcscr, so sebedet auch des 
weiter niehta. Denn jeder Toa diesen Lesern wird üngenanigkeitsn, sobald 
sie ihm auffallen, leicht selbst beseitigen kOnnen. (ünd so weiter, aä wt- 
fimtutn.) 

Wie war « s nur möglich, daß Herin Zimller gerade die Lcserklasse 
nicht in den Sinn gekommen ist, an die er vor allem hätte denken sollen? 

E. Sruuv. 

Reformvorgohläge für den mathematieolien und naturwissen* 
sohaftlichen Unterricht. Entworfen von der Unterrichtäkommis'?ion der 
Gesellschatt Deutscher isaturlbrsclier und Ärzte. iL Teil. Vorschläge, über- 
reicht der 78. Naturforscher* Versammlung in Stuttgart 1906. Nebst einem 
allgemeinen B^dit über die Tätigkeit der Kommission im verflossenen Jabre 
herausgegeben von A. Gutzmer in Halle a. 8. [IV n. 73 8.] gr. 8. 
Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Die Sonderanst^abe dor ..Reformvorschlüge für den mathematischen und 
uaturwiniienscliaftlifhen Unterricht" ( B. G. Teubner, Leipzuj;- 1905), in denen 
die der vorjährigen Naturforächer-Versammluug zu Merau unterbreiteten Be- 
richte der Untemchtskommission der Gesellschaft Deutscher Naturforscher 
und Irste susammengefaßt sind, hat erfreuUeherweise eine so große Ver- 
breitung gefanden, daß die Auflage schon vergriffen ist. Die Kommission 
schöpft daraus die Zuvorsicht, daß das allj^'^enif ine Tntfrf^sse sich auch der 
vorlitjgtjudeu Schritt /.uwcndpn werde. Diesi' enthillt zunäclij>t Jen ullgf- 
raeinen Bericht über die Tütigktiit der Komiaiasiou im zweiten Jahre ihres 
Bestehens, den der Unterzeichnete in der ersten allgemeinen Sitzung der 
Naturforscher- Versammlung in Stattgart erstattet hat; daran schließen sich 
drei Einzelberichte über den naturwissenschaftlichen und mathematischen 
Unterricht an rlon Reformschulon , dpn spchsklassirrpn l><?al8chuk'n und den 
höheren Mädchenschulen, sowie zwei Bericlite über einige allgemeiiit) Fragen 
der Schulhygiene und über die sexuelle Aufklärung an höheren Unterrichts- 
anstalten. — Nicht nnr an die Fachmftnner wenden sich unsere VorschlSge 
ood Anregungen, sondern an alle gebUdeien Kreise unseres Volkes. Diese 
müssen sich der grundlegenden Bedeutung der Naturwissenschaften und der 
Mathematik für die Knltur der Gegenwart in viel höhcrem Grade bewußt 
werden als es zur Zeit der Fall ist; dann wird die angestrebt« Reform des 
naturwissenschaftlichen und mathematischen Unterrichts als eine selbstver- 
stindliche Forderung eischeinen. 

UmHe a. 8. A. Gutzmer. 

Katalog der Handechriften vou Leibniz. Das M.inuäknpt zum 
1. Bande des kritischen Katalogs der Handschriften Leibniz' wird in 
kurzem Toraiusichtlich fertig vorliegen. Der Katalog will erstens für den 
Historiker vie f&r den Hiüosophen ein zuTerlttBsigw Wegweiser dur(di 



1) Es darf vermutet werden, daft von den beiden (Ibrigen Leaexn noch einer 
gntwillig und einer bOiwiUig ist. 



Digrtized by Google 



546 



LitecMiMhei. 



Leibniz' Werk*' sein, gonau verzeichnen, welche Woilic gcilnukt. welclio 
ung«'<lriukt handschnltli.h vorhanden sind, wo und iu vvekhcni Zustande 
sich die Handschriften befinden. Daun aber soll er die Grundlage für die 
bereits 1901 in» Prindp bescbloflsene GeBamtauagmbe der Werk« Leibnis' 
bUdoit. Eine gtüox» Anzahl für die apftteren Herausgeber wichtiger krittscher 
VoriVageii \vart»n bereits bei der Herstellung des Katalogs ru beantworten. 
Für die Anordnung haben die Leibniz-Kommlssion der Pariser Akademie 
uncl dip Pr' ußiscbe Akademie der WiswTiscliuftrn , die crem<MTfsrhaftlich das 
Werk ausliilaeu, die Zeitfolge der Schriften zugrunde gelegt; eine Fülle 
von Problemen war bereits hier la lösen, um undatierte Stücke, von 
Leibnix nadi UnterbTechungen wieder aufgenoiumene Arbeiten, richtig 
e'mzuordnen. Auch die tedinisehen Fragen der Eatalogiaiening boten muicbe 
Schwierigkeit. 

O. W. Leibniaens nachgelassene 8<dixlfteii physikalischen, 
mecbanischen und technischen Inhalte. Herausgegeben von Dr. R. Gerland, 
Professor an der Kgl. Bergakademie zu Klausthal. (-\. n. d. T.: Abhand- 
lungen zur Geschichte der mathematiäclien Wissenscliaften mit Einschluß 
ihrer Anwendungen. XXI. Heft.) [VI u. 266 S.J gr. 8. Leipzig 1906, 
B. G. Teubner. 

Das Buch bringt die nachgelassenen Schriften Leibnizens physikalischen, 

mechanischen und tecluiischen Inhaltes, welche hier zum ersten Male ver^ 
öffentlicht werden. Es sind teils Nuti/rti. din Leilnii/. zur Untr-rstützung 
seines Gedächtnisses auf einzelne Blättchen maclite, loils mehr oder weniger 
ausgeführte Abhandlungen, die wohl fUr eine spätt-re Veröffentlichung be- 
stimmt waren. Auf die Aufnahme von Briefen des nämlichen Inhaltes, die 
in reicher Zahl noch vorhanden sind, mußte verrichtet werden. Die Mit- 
teilungen sind in drei£ftcher llinsi« lit von Interesse, einmal um ilircs Inhaltes 
selbst willen, sodann wegen der Würdigung von Leibnizens wissenschaftlicher 
Tätigkeit und endlich in Hinsirbt auf die Bedeutung, welche sie für die 
Geschichte der Physik und Tei-lmik haben. Als besonders wichtig sind 
hervorzuheben die akustistheu Arbeilen, die Arbeiten über die Uhren, unter 
welchen der VoUst&ndigkcit w egen zwei von Leibnix selbst bereits ▼eröffent' 
Uchte Abhandlungen wieder abgedruckt sind, und die Arbeiten, welche die 
Wasserhebung zum Gegenstände haben. Vom Herausgeber zugeßigte An- 
nierkiinjreti suchen, soweit *ip von L(MV»ni/ nieht angegeben wonlen ist, die 
Zeit der A Ida"; min tvi bcslimmen oder beabsichtigen die zum Verständnis 
nötigen Krklürungen beizubringen oder bezwecken endlich auf die Bedeutung 
für die Ge8cM<dite der WiiMiudiaft aufinerksam zu madioi. 

Klausthal. E. Gbrland. 

Projective DifL'erenLiai Gcumotr^ ui Curves and ruied Öorlaces. 
By B. J. Wilesynakl, A. M., Ph. D., Beseavch Assodate of the Carnegie 
Lostitutiott of Washington, Assistant Professor of MsAhematics at thsümveisity 

of California. (A. U. d. T.: B. G. Teubners Sammlung von Lehrbüchern 
auf dem Gebiete der mathematischen Wissenschaften mit Einschluß ihrer 
Anwendungen. Band XVIII.) [VIII u. 298 S.J gr. b. Leipzig 1906, 
B. G. Teubner. 

An der Hand von Monge, Gauß und «lercu Nachi'olgeni beacbäftigte 
die BÜTerentialgeometrie sich fast ausschließlich mit metrischen Eigenschaften. 
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Den wichtigston Beitrag m einer sv<rteinisrhrn projektiven DiUVrential- 
geometrie bilden di*' Arbeiten Haiphena über die Diö'erentiBlinvariiintt ii von 
ebenen und Baumkurven, sowie diejenigen des Verfassers tiber geradlinige 
FlSohen. Li dem Torliflgeiideii Lehrbucb sind diise Untersuchungen in 
^ysteoMtiMilier Weise geflunmelt worden und werden dem Pablikum nach 
einer neuen, einheitlichen Methode bthiindelt in ihrem gesamten Umfange 
dargoboten, so daß die proifktive DiHV-rentialgfiiinftiie liieniiit zum prsten 
Male als selb^tÄndiges, in sich abgeschlossenes Wissensgebiet erscheint. 
Analytisch bildet die Invariantentheorie linearer Differentialgleichungen die 
Grundlage der projekliTen Knirentheorie; daher folgt einer knrxen Skizse 
der Ineeehen Theorie kontinnierlieher Gruppen eine eingehende Behandlung 
der Invarianten nnd Kovarianten linearer Differentialgleichungen. Die Ver- 
allgenieinenin'j rlieser InTariantenthenrio auf ein System von Differential- 
gleichungen führt zu der Theorie geradliniger Fläelu n. Die Haupteinteilung 
des Buches ergibt sich als natürliche Folge dieser Behandlung<!wet<;p. 
Berkeley. E. J, Wilczynski. 

Vorlesungen über Geometrie, unter bescmdcrer Benutzung' der Vor- 
träge von Alfred Clebscb bearbeitet uiul herausgegeben von Dr. Ferdinand 
Liudouiann, Professor an der Universität München. In 2 Bänden. I. Band: 
Geometrie der Ebene. L Teil: Kegelschnitte und algebraische Formen. 
2., Termehrte Auflage. 1. LiMbrung. [480 S.] gr. 8. Leipsig 1906» 
B. G. Tenbner. 

Seit dem Erscheinen der ersten Auflage (1876) ist der Stoff ao außer- 
orcltutlieh gewachsen, daß es geboten war, den ersten Band in drei Teile 
/u tn-nnen. Diejenigen Absrhnitte, welche unniittelliar nach den Vorlesunijen 
von ( lebsch ausgearbeitet waren, sind an einzelnen Stellen ergän/.t, im 
wesentlichen aber unverändert geblieben. Die Theorie der Kogelschnitte, 
welche in grofien Zflgra die allgemeinen Geeichti^unkte, insbesondere fttr 
die algebraische Behandlung, festlegte, ist durch AusfBhmng einzelner be- 
sonderer Probleme erwf'itert. So sind die metrischen Eignns« hnftr-n dor 
Kreise mehr berürlvsiclitigt, die allgemeine Theorie projektiviselicr iii'zirliungeu 
tauch in bezug auf Healitätsfragenj emgehender behandelt, die merk\^ürdigen 
Kegelschnitte am Yiereok und Dreieck berücksichtigt; am Dreieok sind die 
xahlreiehen Sitse über Kreise und merkwürdige Pimkte zusammenfusend 
dargestellt, um einerseits den Zusammenhang mit gewissen Disziplinen der 
Elemeutargeomt trie hervortreten /u lassen, andererseits die Anwendbarkeit 
der allgemeinen atialytisehen Methoden für besondere Aufgaben zu erliiutem. — 
Am meisten bedurfte die Theorie der algebraischen Formen einer neuen 
Bearbeitung. Die von Clebsoh bevoi'zugte symbolische Darstellung wurde bei- 
behalten, und dementsprechmd konnten die Abschnitte über binftre quadratische,, 
kubische und biquadratische rönnen, abgesehen von einzelnen Ergänzungen, 
unverändert bleiben. Dartber hinaus wurde eine ( bersielit über di'^ neueren 
Untersuchungen gegel»on. wobei fs darauf ankam, die, hierbei vielfach an- 
gewandten nichtsymbolischen und nicht homogenen Methoden mit dem sonstigen 
Inhalte des Werkes in Übereinstimmung zu bringen, wofür sich in den 
Reihenentwicklungen von Clebscb und Gordan ein Mittel fand. Daneben 
ist die auch von Clebsch in seinem Werke über binäre Fonnen ausführlich 
behandelte iiypische Darstellung in den Mittelpunkt der Betrachtung gestellt; 
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aus ihr ergibt sich eine Mt-tbotlt' zur Besprechung der partiellen Differential- 
gleichungen der luvariauten, zuiu Beweise der £ndlichkeit des FormcQgjsteim 
und xur BUdiug denelben unter Benntaung der «neugendeii Funktion ?oft 
Gaylej, zur AuflGsung nnmeiischer Gieiobnngen, ondtieb zur Bdumünng 

einer Reihe von hesonderen Formen höherer Ordnung. Die allgemeinen 
Formen fünfter und sechster Ordnung sind kurz besprochen; und auf Cmm'i 
der Abliandlunir von Clf^bseh über das ebene Fünfeck ist die Tlieori»' tlcr 
l'ulygooe entwickelt, wodurch ein Zu:>auizueuhaug mit deu ternäieü Forniea 
hergestellt wird, wihrend einen solehen andtrerseits die Darstellusg \hStm 
]Ponnen auf einem Kegelschnitte und die Transformationen eines Kegel- 
schnittes in sioh an die Hand geben. Hieran schließt sich eine Behandlung 
der endlichen Gruppen von solchen Transformation*^n : das zolinfHih 
Brianchonsche Sechat>ck von Clebscli gibt dabei Veraulasaung, auf di-? 
Theorie der Gleichungen fünften Graden einzugehen, wobei sich ergibt, daü 
die £u benutasende Modular» und die MnltipUkator-Gleichnng beide als be> 
sondere F&lle einer allgemeinen Gleichung sechsten Grades auftufi^ssen sind, 
was bei der bislu rigen Behandlung durch ein unrichtig bestimmtes Vorzeichen 
in der betreffcnilen ( ilL-ii bung" verdeckt war. Aus der Theorie höherer Formen 
ist hesoiiiliTs di»' liorstf Illing kanonischf-r Formen und die Pot^nzdarstelhing 
behandelt. — Die Theorie der terukreu Formen beschränkt sich, wie bisher, 
auf eine Betrachtung der Kollineationen, deor allgemeinen symboludieD 
Methoden und der Formen zweiter Ordnung, letstere jetzt vielfach erweitert 
Endlieh wird am Scldu^se nochmals auf die Geometrie des Dreiecks ein- 
gegangen, um an ilun diu Theorie der merkwürdigen Punkte durch Ver- 
mittelung der iiotiiiiif'xeii Kben».- und der kubischen Formen zu studieren, 
nachdem schon früher ein Abschnitt über die von Staudtäche imagüiär- 
theorie eingeschaltet war. Eine eingehendere Behandlung der aUgemeioiD 
Theorie temBrer Formen bleibt fOr den zweiten Teil des ersten Bandes vor- 
behalten; es kam jetzt vor allem darauf an, diejenigen Probleme, welche 
in der ebenen Geometrie in den Vordergrund treten, im eiiif-iclun Falle der 
binären Formen durch ihre Aualoga vorzubereiten und so .spiitere AutLraWn 
zu erleichteru, audererseits die Theorie der Kegelschuitte auch in algebraiAchtuu 
Sinne zu gewissem Abschlüsse an bringen. 

Mfinchen. F. Lnri>SMANX. 

Serret-Scheffors. Lehrbucü der DüTerential- und Integ;ralr©chaung 
von J. A. Serret. Nach Axel Hamacks Übersetzung. In 3 Bänden. 
B. Auflage, neu bearbeitet von Ihr. Georg Boheffers, Professor is 
der Technischen Hochschule zu Darrastadt. I. Band. Differential- 
r V c h n u n g. Mit 70 Figuron im Text. [XVI u. 624 S.] gr. 8. Leipzig 1906, 
B. G. Teubner. 

i)if>c nenn AuflatfH ist durchau;? neu liearltcitet. Vor allem war fs 
nutig, die an niaiicheu Stadien bisher wenig scharfen Bewei^tulirungeu eiakt^r 
zu gestalten. Deshalb wuide auch am Anfange eine knappe Darstellung 
der Entwicklung des Zahlbegriffes gegeben. Von den sonstigen inoeien 
Änderungen im Oeföge des Werkes seien hier nur folgende erwähnt: Die 
Betrachtungen, die sich auf implizite gegebene Funktionen beziehen, wurden 
fiSr «^ich in eint>m ^re'^f^nderten Kapitel zusammengefaßt, da sie ja auf viel 
weitergehenden Voraussetzungen beruhen als die über entwickelte Funktionen. 
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Der BegritT der Unabhängigkeit von Funktionen und Gleichungen imd die 
Punktionaldetormiiiante wurden dabei ausführlich erörtert. Die Theorie der 
Maxima und Minima erfuhr eine schärfere Beleuchtung. Bei den An- 
wendungen der Differentialrechnung auf Kurven und Flächen ließ die bis- 
httige BearimtuBg fast dmehaus die nnumgänglidh nötige exakte Bestimmimg 
der Vorzeichen der aufti'etenden Quadratwurzeln Termissen. Hierin wurde 
gründlich Wandel geschafft. — Kaum etwas bezeugt die hohen Vorzüge des 
i?erret5ohen Werke« so deutlich wie der Umstand, d^ß man bisher anstandloB 
die vielen sprachlichen Unbeholfenheiten des Buches iüugenomnieu hat; das 
ganze Buch mußte in stilistischer Beziehung gründlich durchkorrigiert werden. 
Ferner wwden die Ldmitie besonders formatiert. Du Figarennukterial 
war bisher so minderwertig, daß es selbatTerstttndlich volistüudig nea her- 
gestfdlt werden mußte. - — Es gelang, den alten Umfang des Buches ein- 
zttbalten, auch weicht die Numerierung der einzelnen Artikel iOL großen 
Ganzen nur wenig von der bisherigen ab. 

Darmätadt. G. ScuEFFEitö 

Duröge -Maurer. Elemente der Theorie der Funktionen einer 
komplexen veränderliohen Größe. Von Dr. H. Durege, weil. Professor 
an der Universität Prag. 5. Auflage, ueubearbeitet von Dr. L. Maurer, 
Professor an der Universität Tübingen. Mit 41 Figuren im Text. [X u. 
397 S.] gr. 8. Leipiig 1906, B. G. Tenbner. 

Dureges Bndi ist unter dem mBditigen Eindmok von Biemanns grund- 
legenden Publikationen entstanden. Sein anaschliefilicber Zweck war, die 

neiien Ideen weiteren Kreisen 7,ugänglich zu machen. Daß es einem Be- 
dürfois entgegengekommen ist, dafür spricht die weite Verbreitung, die es 
gefunden hat. Bei der Neubearbeitung des StoÜ'e« iät au der Tendenz des 
Duregeschen Werkes festgehalten worden, es verfolgt den Zweck, den Leser 
in die Biemannsdie Anschauung einsullUuren, und es setst an Vorkenntnissen 
nieht mehr voraus, als in den üblichen Vorlegungen über Diffisrential- und 
Integraheclintmg gegeben zu werden pflegt. — • In diesen Vurlesungon werden 
in der Regel die auf reelle Vahable und ihre Funktionen bezüglicheu 
BegriÜ'äbestimnniiigen aus pädagogischen Gründen nicht in ihrer ganzen 
Schärfe vorgetragen, und wenn dies geschiebt, so finden sie auf dieser Stufe 
des ünteiriohts noch kein yoHes Torstttndnis. Deswegen sind dirae BegrüBt- 
hestimmimgen , soweit sie für die Begründung der Funktioneutheorie er- 
fordorlieb schienen, in einem idnleitenden Kapitel zusammengestellt. — Durege 
hat in seinum Werk die Integrale algebraischer Funktionen ausführlich 
behandelt, ohne doch bis zur Riemannschen Thetafunktiou vor^udringen. 
Es schien nicht zweckmäßig, ihm auf diesen Weg zu folgen. Zwar sind 
die wesentUehsten Bitie aus der Theorie der algebraischen Funktionen ent> 
wickelt und die Konstruktion der Riemannschen Flächen eingehend besprochen, 
aber auf die Theorie der Integrale algebraischer Funktionen ist nicht ein- 
gegangen. Der Verfasser hat sich darauf beschränkt, durch ein ausführlich 
behandeltes Beispiel einen Einblick in dies weite Gebiet zu eröflfheu. Da- 
gegen ist der Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
ein umluBgraidier Ahechnitt gewidmet. DafBr sprachen mehrere Gründe: 
abgesehen davon, daß diese Theorie an und für sich ein großes Interesse 
bietet, ist sie besonders geeignet, die allgemeinen funktionentheoretischen 
Jahnabwlaht d. Drattahw lUttaMB-TwelnifDii«. XY. HMIlO/11. S7 
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Prinzipien zu erlUutern; dazu kommt, daß sie den naturgemäßen Zugang 
zu der Thr^nrie «1er nntomorphea Funktionen eröffiieti die zurzeit im Vorder- 
grund des Interesses steht. L. M. 

Emanuel Cznber, Vorlesungen üher Differential- und Integral' 
rechnung. In 2 HiituVn. IT. Baml. J . sorgfältig durehgesebene Auflage. 
Mit 87 Figiu-en im Text. [Vlü u. ö'2t< \ gr. S. l.eip/ig 1906. B. G. Teubner. 

Um der» manni<jt'achRn Anforderungen der angewandten Gebiete gert-cht 
zu worden, sind an dem zweiten Bande mehifache Erweiterungen des lul alt» 
vorgenommen worden. AU AbseUuB der Theorie der bestimmten Integrale 
haben die Eul ersehen Integrale und die Fourierschen Reihra Aufmahme 

gefunden. Au geometrisch-mechanischen Anwendungen sind Massen-, Moment - 
und Schwerpuukt^bestiminnngen und aus Rikksicht auf die Elektrotechnik 
die Sätze von Green neu hinzugefügt. Der Paragraph über das Potential 
ist umgearbeitet und daitei allgemeiner gestaltet worden. Die Theorie der 
partiellen DifferentialgleiGhungen ist weitergefShrt, indem nun auch die 
Theorie der Gleichungen von Ampere und Monge einbezogen erscheint. 
Außer diesen tiefer greifenden Änderungen des Inhalts bat der Band ebenso 
sorgfältige Revision erfahren wif» dor erste; durch die Einschaltung historiseh- 
litcrarischer Daten und die Aufnalnue zahlreicher, der Selb;>thear!ieitung 
vorbehaltener Aulgabeu dürtt« er au Verwendbarkeil gtiwonueu haben. 
Wien. E. C/uiiEu. 

Die philosophischen Grundlagen der Wissenschaften. Vorlesungen 
gehalten an der Universitnt Berlin von Professor Dr. B. Weinstein. 
[XIV u. Ö U S.J Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Das Buch enthält eine Auseinandersetzung über die Grundlagen der 
Wissensehaften. Ymiehmlich sind die Naturwissensdiaften battehsichtigt, 
es kommen jedoch auch andere Wissenschaften zur Sprache^ und auch dio 
Kunst ist nicht ausgeschlossen. Es wird zunächst der Inhalt der Grundlagen 
untersucht und aus ihm ein System der Hrundlagen abgeleitet. Darauf 
folgt eine Darlegung der psvehischen Tätigkeiten, welche f^\r die Ermittelung 
der Grundlagen maßgebend sind. Nach Bebclueibung der Art, wie bei Ge- 
winnung von Grundlagen vorgegangen wird, folgt eine Ausonandersetzung 
der Beziehungen unserer Wahrnehmungen zur Außen- und Innmwelt, wobei 
insbesondere physiologische und psychologische Verhältnisse zur Sprache 
kommen. Hierauf werden die Hauptgnmdlagen vom Standpunkte der Er- 
fahrung und der Metaphysik einer genaueren Zergliederung und Untersuchung 
unterzogen Insbesondere werden die Begriffe der Zeitiichkeit, iiaumlichkeit, 
SubstanzialitSt und ürsBchlidikeit behandelt, und im Anst^ihid an diese 
wird das Wesen von Zeit, Raum, Substanz und Uisache dargelegt. Den 
Schluß bildet die Behandlung derjenigen Grundlagen, die der Welterhaltong 
und Weltentwirklung dienen, sowie der Grundlagen, aus denen Erklärunsren 
der Natur- und Lebenser<;eheinungen fließen. Trotz strenger Wissenschaftlichkeit 
ist das Buch gemeinverständlich geschrieben, aUe philosophischen Aubeinander- 
Setzungen rind durch Beispiele erUutert, und flberall, wo eingeheaideres 
Wissmi erforderlich war, bt dieses aur Mitteilung gdangi GroiBer Wert 
ist auf beste Sprache gt^legt, der Stil lehnt sich an den eiurs lebhaften 
Vortrages an. In der Tat bat der Verfasser über den Gegenstand mehrers 
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Jahre hindurch ao der Berliner Universität Vorlesungen gehalten. Das Buch 

ist fftr die weitesten Krpise })estimmt. wenngleich es sehr vieles Eigen- 
gegebene enthält. Es soll dem (vebildeten eine tiefere Einsicht in das Wesen 
der Wissenschaften und in den Wert der Wissenschaften verschaffen. 
Berlin. B. Weinstein. 

A. E, H. liOve, Prof('?!=or an der Universität Oxford, Lehrbuch der 
JBlastizität. Deutsche autorisierte Ausgabe unter Mitwirkung des Verfassers 
besorgt von Dr. A. Timpe in Danzig-Langtuhr. Mit zahlreichen Teztfiguren. 
[XVI u. 665 S.] gr. 8. Leipzig 1906, B. G. Tenbner. 

Der LoTesche „Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity** 
hat rieh der piftzis«n und klaren DanteUungsweise und des erschöpfenden 
Inhalts wegen auch in deutschen Mathematiker-, Physiker« und Ingenieur- 
kreisen wohl eingebürgert. Eine deutsche Übersetzung der eben jetzt 
ersehienpnpn zweiten Auflage des englischen Works dürftp daher von 
vornht^rpiTi iiuf die Sympathien vieler rechnen, um so ninlir jils wir, von 
den inzwischen veralt&teu klassischen Darstellungen der Klastizitätstheorie 
abgesehen, bisher kein nmfiusendes Lehrimeh der ElastizitiLt in Deutsdi« 
land besitzen. Der Charakter des Baches ist derselbe geblieben, wie ihn 
der Verfasser in dem Vorwort sur 1. Auflage gekenn/oichnot hat: ein voll- 
standiger .Wiriß des gegenwilrtipen Standes der Elastizitiitstheorie, der in 
gleicher Weise auf die Behandlung der auftretenden innthpmatischen 
Probleme wie auf die unmittelbar für die praktischen Anwendungen frucht- 
baren Uotersachnngen eingeht. Dabei sind weitschweifige ansljtische Ent* 
wicUttngtn und AusfUhnmgen von ansschliefilich abstrakt-mathematisohem 
Literesse, in denen sich die Eiastiker der italienischen Schule zuweilen ver- 
lieren, ebensosehr vennieden wie technische Einzelheiten. Was dip Auhnfe 
des Buches anhctrifft. so sind durch den im letzten De/enuium gewaltig 
angeschwollenen Btotf Pinschneidende Änderungen gegenüber der ersten Auf- 
lage nötig gewesen. Überall sinjl, soweit irgend möglich, noch die neuesten 
einschlägigen Arbatem mit berflcbnchtigt, wie auch aus der FtUle von 
Literaturnachweisen herrorgeht. — Die deutsche Ausgabe erstrebt in der 
Ausdrucksweise und speziell in der Terminologie eine möglichst getreue 
Wiedergabe der Eigenart des Originals. 

Danzig-Langfuhr. A. Txmpb. 

Vr. B«idt, Anleitaiig smn mathematlsoh«!! XFnteni<iht au httberan 

Schulen. Zweite Auflage. Revidiert und mit Anmerkungen versehen von 
Heinrich Schotten. G. Grote'sche Verlagsbuchhandlung. Berlin 1906. 

Die neue Auflage ersplipint in einpm glttcklichr'ren Zeitpunkte als ilie 
vor 20 Jahren veröffentlichte erste Auflage; denn die Gegenwart ist mit 
ihren ßeformbestrebungen auf dem Gebiete des mathematischen und natur- 
wisssnichafllichen üntenriehts Werken Ton dar Sichtung des vorliegenden 
zweifellos sehr gflnstag. Bo darf man wobl mit Bestimmtheit hoffen, daB 
die von Herrn Schotten revidierte nnd mit teils ei|^nsenden, teilt dm 
lieutifieri Auffassunfren Rechnung ti-ngenden AnnierkuTic^'n versehene zweit« 
Auflage in einem viel kürzeren Zeiträume einen Neudruck oder eine Nen- 
bearbeitung ertorderiich machen wird. 
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S. BftelienoliaiL 

AhreuH, R., Die Aasgleichungnrealiiraiig BMh dar MeAhode der Ueiutan Qoftdrftt« 

und ihr« spezielle Anwendung auf die GeodKiie, nebst einem Anhang tob Bei- 
spielen. IV, 102 S. mit 13 Figuren. Leipzig 1906. .H 2.— 

BrAghiann^ W., über eine reell irrediuuble Gruppe von B6w^:ang8trMi8formationeii. 
db S. Greifswald 1906. 

CoHler, J., über eine Gmppe von 96 KdlUnealioiMti und Korrelakioiieo. 89 S. 
m. 2 Taf Straßbnrg 1906. 

Ebner, F., Leittailen der techuisch wichtigen Kurven. VIII, 197 S. mit 93 Fi- 
guren. Leipzig 1906. M 4. — . 

BnriqpM) F.) Problmm dcUa «mumw 698 p. Bologn», L. 10.—. 

M«M, A., Stetige Abl)ildung eiiier liai« raf ein QoAdraft. Pitaert. 45 8. ibü 
6 Tafeln. Zürich 1906. 

Jouffret) E., Melüuges de geom^trie 4 qnatre dimensions. Paris 1906. Frs. 7.öO. 

Klefer 9 €• L*» über Strahknkongmeiiseii zweiter KImm, fBnfter und niedri^ger 
Ordnung. 40 S. Straßburg 1905. 

Koerber, F., Transformator für sphärische Koordinaten. Berlin V.m. .H 1.50. 

Lebesgue, H.) Lev'ons sur les series trigonom^triques. Paris 1906. Frs. 8.50. 

einer Theorie der elelctrisehen ond optiidieB ErtoheiBiuigeii 
in bewegten Körperu. Unveränderter Abdxnek der 1885 eradneneaMi 1. Aoflag^u 
III, 139 S. Leipzig 1906 j( :i20. 

Mejrer, F«y Beweis eines von Euler entdeckten Sataes betreffend die Bestimmung 
von Frinnahlen. 89 8. Sbraftborg 1905. M 1.50. 

PecloftnBy L. de, N.-H. Abel. Sa vie et «on ceuvre. Paris 1906. Frs. 5.—. 

Petrovitsch, M., La nK'canique des ph^nomtoea f<miUie rar le« Aoek^pei. CeUeetioa 
Scientia. Paris 1906. Frs. 2.—. 

Fiel, C, Ober die Kegelflchnitte, weldie dnreh 8 Pnnlcte und 8 Tangenten oder 
durch 2 Punkte und 3 Tangenten bestimmt aind, und die Kegetfchnittejeleme. 

^. ^trnßburp 1905. .H 2.—. 
Fincherle^ 8.^ Lezioni di algebra complementare dettate nella R. Univeraita di 

Bologne. AnsUei algebrien. 866 8. Bologn» 1906. 
Botey B«, Die Anome der pvojektiTen Geomelris linenrer Hennigftltiglreil««. 

r)8 S. Straßburg l'tnfi 
Sachse, J. J., Zur uiechauiHchen Drittelung eines Winkels und die plauimetrische 
Bestimmung eines Grades der Kreislinie. 39 S. mit 2 Tafeln. Heiligenstadt 1906. 
JC 8.—. 

8chvraritlo8o, lt., Thcr eine geometrische Beziehung ib-r F'resnelachen WeUenflftehe 

zum dreiachsigen Eilipsoid Di<^i?ert. 56 S. Rostock 1906 
Senftncr, G., Ein mecbaniscLeH Problem aiis der Variatiou?irechnung. Dissert. 

88 8. Bofltoekl906. 

SerrniK, C, Cours de geometrio analyttqne de la Facoltd des adenoea. 8 ToL 4*. 

Antopmjihie C^nnä 1906 Fri 13. — . 
Stelugräber. H'., Über partielle Oitfereutialgleichuugen erster Ordnuug im H^. 

Difsert. 46 S. Oreifinnid 1906. 
YlTantI, 0., Elemcnti della teotia delle foniioni poUedrieh^ e modulari. Vin, 

488 S. Milane 1906. 

■Wendy 0.) Cajie^sche Lösung matiiematischer Elemeniarauigabeu. 42 S. 

Chenmits 1906. M 1.80. 
Sehnte , Eigenschafken des Erffnunungssehwerpenktee ebener Eorren. 18 8. 

Arnstadt 1906. JC 1.80. 
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3. ZoltsoluifteiiBohau. 

{Von dem Inhalt der Zeitschnfteu werden nur die Aafaät7f> orwUhiit, welche dem 
Gebiete der mathematischeu Wisaenschaften :iii;^'cliören.) 

Joiimal fflr die reine und angewandte Matbeniatik. Band Heft IV. 

Knoblauch, I)ie Bieguugs-Invarianten und Kovarianten von gegebener Ord- 
nung. Bauer, Über die arithmetische Beibe. Bobl, über die DUferMitialgleicbQng 

der Störungstheorie. 

2«it8ehrift für Mathematik nud Physik. 53. BhüH 4. Heft. 

Riebesel 1, Über die Kommatation des Stromes in Gleichstromgeneratoren. 
Horn, Weitere Beitrftge ror Theorie ber kleinen Schwingungen. Delaunay, 
Graphische Berechnung der elliptischen Funktionen, mit einigen Anwendungen. 
Rifike, Hefloxion de la luiuiere siir l'cau ebranlt'e. Biermaiiu, Über die ilii litf- tc 
Lagerung gleicher Kreise in einem Kreise. Gans, Das Potential einer leitenden 
Kn»iaeebeibe. Kleuien Mitleilimgen. BQdienchan. 

Zeltaehrlft für mttliematteAeii ond natnrwlBBeiisehartlleheii Unterricht. 

87. Jahrgang. 6. Heft. 
PI äff. Geometrische örter als übungsstofF für die Prima. Tafelm acher, 
Über einen geometrischen Ort nnd eine neue Art von Dreieckskoordinat^n. 
Sehreinei, über die ^Schwingungen eines Stabes mit bifilarer Aufhängung. 
Bogel, Direkte Bestimmung der gemeinsamen Tangenten sweier Kegelschnitte 
mit einem gemeinsamen Brennpunkt. Anfgabenr^ertorinm. Literarisohe Berichte. 
Pädagogische Zeitung. 

Zeitschrift für mathewatibcheu nud uttturwit«i»eu8chaftiieheu luterrieht. 
ST. Jahrgang. 6. Heft. 
Reformrorscblägc für den mathematiRchen und naturwissenschaftliclien Unter- 
rieht. Entworfen von der Untcrrichtekoiiimission der Gesellschaft Deutscher Natur- 
forscher und Ärzte. Zweiter Teil. Vorschläge aberreicht dor 78. Natorforscher- 
Tereammhing in Stnttgart 1906. 

Bibliothen Xatheaiatlwu S. Folge. 7. Band. 1. Heft. 

EnestrOm, Die Geschichte der Mathematik als Bestandteil der Geschichte 
der Wissenschaflcn Vogt, Haben die alten In(h>r .len I'vthagoröischen Lehrsatz 
und das Irrationale gekannt? Eueström, Hat Tartnglia seine ]>ö!4nng der kubischen 
Oleichnng Ton Del Ferro entlehnt? Bosmans, Le ,.De arte magna" de Gnillanme 
Goeselin. Loria, Per la preistoria dclla teorin delle trasfonna'/.i'ini di contatto. 
Landau, Euler und die Funktionalgleii hang der II je mann sehen Zetafunktion. 
EnestrOm, Bosmans, Kleine Bemerkungen znr zweiten Auflage von Cantora Vor> 
Iflsvagen ftber Oeaebiobte der Mathematik, Anfragen. 

XrarellM lMii«le» de Math^matliiiieB. 4. S^rie. Tome VL Avril 1906. 

Fönten^, Sur nne surface du troisi^me ordre qui est Tanalogie du cercle des 

neuf pornts. Brlf^Tirfl, ?ur la g»'nmetrie de direction. Chapflon, S-ir !a 
surface lieu des ceutres de courbure des coorbes d'une surface passaut par uu puuit 
4e eette sorface. Bibliographie. QnestioBs. 

Kovrellea Annale» de Mnth^mntlqneB. 4* Serie. Tome VI. Hai 1906. 

Dunoyer, Sur lee eonrbes de ponisoite d'nneercle. G(^rardin, Contribution ü 
l etude de ri'fjuation 1 9 • 8 • 4 • • ? -f ^ — Mannheim, Di'monstriition de la 
«onstruction trouvce par Hamilton pour determiuer le poiut oü le cercle des neuf 
points d*iui Iriangle toncbe le oerde inscrii Mannbeim, Note a propos de le 
4|neatioii 1960. Laurent, Sur les sabstitotions linAurea qni lussent nne forme 

+ X 

quadrati.iue invariante. Ouittou, Demonstratio u de la formule / « "* iix = y'3t. 
Solutions de questions propos^. ~* 



Digitized by Google 



Idtenriteliea. 



Ä«uv«'ll<'s Aiiiialfs dl- .VIaUtt'iiiiiti<|iiPs. 4"" S^rie. Tome Tf .Tuin lOOtV 

Pernot et Mois^uu, Etüde dett point« 4 riniiui d'une cuurbe alj^ebrique. 
Lftnrent, Sur nn tMcximb de ChMles et d'Abel. dn Plee eis, Concoma d*ediiiinioD 
l'Ecole Pelyteelmiqiie en 1906. Bibliogiapliie. Coneqpoiuleaee. 

KmYellee AaBiaee de Math^DiatiqueB. 4*"* Serie. Tome VI. Joillat 1906. 

M«5ra y, Constnictinn de la aurfacc du second ordre determiiiee par neuf points 
QU ueuf plans tangents. Pad^, Sur la propriete de coucavit« de Pherpolbodie de 
Poiniot. Lfttt^a, Sur lea eonrbes invanantee par polairea reciproqucs. Cdaoonis 
d'ftdmiiaioii ä l'ficole Polytecbnique en 1906. 

L'Ensei^enient Math<^inatlqa('. Till. Annt^c. No. 4. 

Anilr;iile, Lt s fiinctiouB angolan'L>>^ daiiH la oinetrie de Tajustage Stuy- 
vaert, C'onsöquences diverees d'une formale d algebre; leurs interpretations geo- 
mötriques. Bertrand, D^monttaration de Ift formale de Coriolis. Enquet« aar la 
mdthode de travail des math^maticiena; lea rtfsnlteta. lE^laiigea oorreapondaiuie. 
Chroniqne. Notes et docuntenU. 
L'Ensefmement Math^matfqno. VflT* Ann»^e. Nr. f>. 

Appell, L'enseignement scieotilique ä Pünivereit^ de Paris. Aubry, Etüde 
äl^meutaire de» fonctions byperboliques. Cahen, Exerople simple d'nne fontion 
continiie n'ayant paa de d4ny^. Alliaume, Demonstration synth^que de denx 
th^remc^ df CarnoT. Godeaux, Sur la groiiK'trofn'aphie des courlits planes. 
Richard, ii^xposition de la methode de Laplace poui determiner lea orbites des 
planstes et des comätea. Fehr, Gabriel Oltramare, 1816—1906. Loria, Enqndte 
aiur 1» methode de travMl des inath^matieieiia; 4 propoa dea qoeations 6 i 9. Melangea. 

Annals of MatheMatiea. Seeond Seriea. Toi. 7. Nr. 4. 

CurtiHS, A proof of the theorem concernin<: artificial singularitieg. Bacher, 
ATiother proof of tbp tbeorem concemiup artiticial sinßularities. Ma<on, l'unres 
of minimum luomeut of inertia witb re^pect to a poiut. White, iriaagle« aud 
qnadrilatmda inacribed to a enbio and eireumacribed to a conie. Hedriek, On 
a Ametion which occurs in the law of tfae mean. 

F!rocceding8 of the Loiidou Mathematieal Sociotr. Series 2 Vol. 4 Part 2 
Roger», ^>n tbe representutioT) of rertain ssymptotic series as conver^eut 
continuons fractioiiä. — iiatemau, ibe tbeury of integral equatiouts. — Baker, 
Ob the monogeneitj of a fbnction defined by an algebraio eqoatton. — Brill, 
On the exprcBBion of the so-ralfed biquat^niions and triq^iatertiions witli the aid 
of qiiatcrnarv" matrices. — Baker, Remark of the Eisenstein-Sylvester extension 
of Fermat » theorem. — Hobson, Un abüolutely cunvergenL improper double inle- 
gxala. — DixoB and Stuart, On the reduetion of the tematy quiiitie and aepttmic 
to ttieir eanonical fonnR. 

ProceedingH of the London Matheniaticul Society. Series 2. Vol 4 Part S. 

Dixon and Stuart, "n tbe reduction of the temary quintie and septimic 
to tbeir canouical fonns. iiogers, Un function sum theorema connected witb the 

aeriea Lamb, On SommerfeldV dil&acüon pxoblem; and on reflection 

by a parabolic mirror. Brom wich, Inveatigationa on aeriea of «mal harnumiea. 

Dixon, The eanonical forms of the temary aextic «nd quatemiiy qvactic. 

£1 Ii Ott, On perpetuants and contra-perpetuants. 

Proceedlnirt« of the Royal Society of Kdinborgb. Vol. XXVI. No. III. 

Peddiü, Un vibrating Systeme which are not subject to the Boltzmann- 
Maxwell Law. White aad Wataon, Some experimental reanlta in oonnection 
with the bydrodynamical theory of aeiches. Oliver, The relation between normal 
take-np or contraction and degree of twist in twisted thieada. 
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BnlletlB of the AMerleftii Malkemtlcal Society. Toi. XII. Nr. lo. 

Johnson. Note on the transcendents S» and s„ == Sn — 1- Curtiss, On ccrtain 
proportics of Wronskiaiif? and related matrices. Shnw, Signißcance of the term 
hyi>ercouiplex uumber. White, Uow should the College teach aualvtic geouietry .'' 

SlAQght, Fonr books on tfae calcolva. Kot«g. 

TraiMetloBt of tko Amerlean Matlienatt««! Soeiclj« Vol. 7. Nr. S. 

Mason, On the houndary valueproblensof Uoewordinary diflbreiitaileqiMtiOM 

of seeond order. Ha «k oll, The rpfsohition of any colliueütinn into per8i>ective 
leflections. Dick^on, Lioear algebrtis in whicb divi^^ion ia alwaye uuiquely 
powible. Wright, CorreHpondence« uid tbe ibeory oi gruupa. Kasner, The 
trajcctories of dynaiuic«. Morris, On the automorphic fonotiOO« of tbe gXOUp 
(^«^i ht ^1 )^i>'haxd80]it Improper multiple integraUt. 

AbmII dl .Watoiiiutica piirn ed npplicata. Serie III. Tomo XIII. Fascicolo 1—2. 

Lattis, Sur le« equatioQ8 tonctiounelles qui definissent une courbe ou une 
snrface iumiante par une txansfomiation. Tognoli, Sülle forme differenziali a 
Tariabili aleuie dipendenti altra indipendenti. 

Atti delto Accademla Gioenla de Selenso Hatanill In Cstaiila* Anno IiXSJU. 

1905. Serie Quarta. Volume XVIII. 
Fubini: alcunr niiovi« applicazioni fhn roetodi di Picard e di Ricinann 
alla teoria delle equazioui alle derivate par/.iali. — Peniiuechieiti: Intoruo a 
ptoblemi di meecaiitcft lidncibili a qnadiatnie. — D*Amico: Sulla irarietA qnar- 
tica eon tre ^ani lempliei dello apaaio a qoattro dimenaioni. 

Keadlcontl dcl Clrcolo Hat<'iiiutic<» dl Palermo. Tomu XXI. Fase. IH. 1900. 

Boggin. Hisoluzione ilel probletua dt-i valori al contomo per alrime clasBC 
di equazioni alle derivate parziali. Agugiia, Sulla tiuperticie luugo dei contatti 
staaionari delle tuperficie di an fascio eon quelle di un aitiema lineare oo*. Appell, 
Remarque relative ä un memoire de M. Lucio Silla ^*8opra alcnne quistioni di 
Btatica". Orlando. SulT intcgrar.ione delLi in rtn parallolepipedo rettanj^olo. 
Orlando, Ln' applicaziono analitica di uu teorema di Fourier. Ciani, ^opra la 
eonfigorasione del pentaedro. Orlando, Sull* intagrarione della J'^ in un eampo 
chiubo e convesso. Study, Sugli enti analitici. Peano, Super teorema di 
Cantor-TkMnatfin. Raiius, Rajijiort »or le prix Bolyai, pr^8ent<§ ä TAcadi^^mie 
Uongroibe des sciences. Guccia, Sopra una nuora egpressione dell' ordine e 
della olaaae di una cnrva gobba algebriea. 



4. Kataloge. 
(Yacat.) 



5. B«i d«r Rodaktion eingogansme Solixiftoii. 

[Titel« Preis ww, der eingesandten Schriften werden hier r^lmiftig veiOlfMitlidit 
Beeprechungen geeigneter Bücher bleiben vorbehalten. Eine Rfioksendnng der 

cingegaugüuou Schriften kann niclit erfolgen.] 

A« Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. Mit 177 Figuren. Qdechensohe 

Yerlagshandlung, Leipzig 19ü6. 
E. Btaflehke, Vorlesungen Aber niaibematiBidie Statistik. (Die Lehre von den 

statistischen MaflnUen.) Mit 17 Textfiguren und 6 Tafeln. B. G. Teubner, 

T,»Mpzig 1906. 

T. J. i'A* Bromwich, (^uadratic forms and their claasification by means of in- 
variant facto». VIII, 100 S. Cambridge TTnivexaity Press. 1906. 
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B* Czuber^ Vorlesungen fiber Differentiftl» tind Integralrechnung. In 2 Bänden. 
2. Authige. n. Band. Mit 87 Figuren im Text. B. G. Teobner, Leipog IM». 

geb. .4 12.—. 

P. Uinde, Lehrbuch, der Optik. Mit 110 Abbildungen. Zweite erweiterte Auf- 
lage. XVI, 088 S. S. Hirzel, Leipzig 1906. 

H« Durftge, Elemente r Tirnnrif tlfr Funktionen einer koir]ilcxf>n veiündrrlirhen 
Größe. In 5. Auflage neu bearbeitet von L. Maurer. Mit il Figuren im Text. 
B. G. Teubner, Leipzig 1906. geh. JC 9.—, geb. J( 10.—. 

Eneyklopildie d(>r matkematlHcheii Wissenschaften. Band III 2. Heft S. 
[Inhalt: H. G. Zeuthen, Abzahlende Methoden. L Berzolari, All^'ctneine 
Theorie der höhereu ebenen algebraischen Kurven.] B. G. Teubner, Leipzig 1906. 
6.60. 

£■ Cleyger, Lehrbuch der darstellenden Geometrie für den Gebrauch an tech- 
nischen Hochf.( hnlri] , mittleren gewerblichen und technischen Lehranstalten, 
KuBstgewerbeschulen , FortbildongMcbulen usw. und für das i^^elbststudium. 
L Teil. Mit xahlrdohen angewandten Beispielen und 990 Figtiren. Göschoisehe 
Verlagshandlung, Leipzig 1006. 

A. Gleicht-u, Leitfaden der pralctisobeii Optik. Mit IM AbbUdoiigeB. 8. Hinei, 
Leipzig 1906. 

C Horn, Yeiuichnit der an den höhecen I«ehmnetelten Pkvnfiene ejngefOhitea 

Schulbücher. 2. Ausgabe. 13. G. Teubner, Leipsig 1906. geh. 2 ~, geb. JC 2.60, 
F. Junker ) Repctitorium und Aufgabensammlung zur Intrtr'alrechnung. 2 ver- 
besserte Auf Inge. Mit &0 Figuren im Text. Samiuluug Göschen Nr. 147. 

0. J. Gdschen, Leipzig 1 906. 

A« Kiennst, Über die Darstellung der analytischen Funktiovien daroh Beihen, die 
nach Potenzen cino» Polynoms fortschwrircn und Polynome eines Biederen 
Grades zu Koeftizienten haben. Diasertation. Zürich 1906. 

H* KUÜer, Ober Fnnlctioiien von meluen»i komplexen yertadearlidien. Dieeer- 
tation. Gottingen 190G. 

W. Lehnen, Teilung eines jrilrii t'f'-^pbpnen Winkels in den Primzahlen 3, 5, 7, 
11, 13, usw. entsprechende gleiche Teile. 8 S. B. G. Teubner, Leipzig 1906. 

H. A.LorentX) Versneh einer Theorie der elektrieohen nnd optischen ErscheiamigeB 
in bewegten Körpern. B. G. Teubner, Leii>zig 1906. 

F. Mathi^. K;irl Friedrich Gauß. 32 S. Wilhelm Weicher, Leip/Jg 1906. 

F. J. MUilerj Abbildung eines SpbAroidstreifens auf die Ebene. 27 ä. Wöra- 
burg 1906. 

5. Oppenheim^ Das astronomi^i he Weltbild im Wandel der Zdt. Mit S4 Ab- 
bildungen im Text. B. G. Touljncr, T - ipzi- 1906. 

6. Petit Bloi8, Tafeln unbestimmter Integrale B. G. Teubner, Leipzig 1906. 
F. Pletsker, Lehrgang der Eleinentar«U»tht*matik in twei Stafen. I. Tdl. Lehi^rang 

der Unterstufe. Mit 207 Textfiguxen. B. 0. Teubner, Leipsig 1906. g«b. .tf 3.20. 
K. Rellins, Der dynamologi.'^che Lehrgang. Versuch einer geschlossenen Naturkunde. 

Mit 36 Textabbildungen. X, 132 S. B. G. Teubner, Leipzig 1906. JC S.60. 
If • SelmbeTty Ansleee aus meiner ünteniehts» und Vorlesunggpraxis. Dritter Baad. 

Mit 18 Figuren. Göschensche Verlagshandlung, Leipzig 1906. 
Serret-Scheffer», Lehrliuch der Difforentnil- und Integralrechnung. In 8 Bänden. 

1. Band: Differentialrechnung. 3. Auflage, uuubearbeitet von G. Scheffers. 
Mit 70 Figuren im Text. B. G. Teubner, Leipzig 1906. geh. JC 12.^, geb. JC 18.->, 

H* Thieme, Leitfaden der Mulhcuiatik für Real an stalten. Erster Teil: Die Unter- 
stufe. Mit 122 Figuren. Dritte Auflage. 12« S. (}. Frevtag, Leipzig 1?07. 
Yivanti; Elementi della teoria delle funziom poliedriche e moduhiti. VIU, 417 S. 
U. Hoepli, Mihkno 1906. 

W. H. Young and Grace Chisholm Youiig, The theox; of sets of pointi, XII, 
816 S. Cambridge UmTersity Presa, London 1906. 
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Die philosophischen Grundlagen der Wissenschaften. 

\ oiiesuugeu gehulteu au der Lmversität Beiliu vou 

Professor Dr. B. Weinstein. 

(XIV u. 643 S.J 8. 1906. In Leinwand geb. n. .H. 0 — 

Das Hufh ciitliült eine AuKoiiian ' lihiT die Gnindla;'' ' ;it"teu, v 

\h '1?»» Naturwisseii«'-'' ! ft, I /m i,!, , ,, i i< r Inhalt tler (»ruu . i.: . • m l 

.tera der Grui, l)arauf folgt eine Darlegung der p.-^ 

ie fitr die Ermittelung der GrundlHgen raaÜgehend sind. Nach Beschreibung der Art, M'ie bei 
von (Iriindlagcn vorgegangen wird, folgt eine Ansoiniindcr ■ ' der 'Beziehungen * 
i . . ahnK'M'iini^ren zur Außen- und Innenwelt, wobei insbcsondöro {n. . gische ii'i ' • v- i... 
fthe Verl) zur Spmche kommen. Hierauf werden <lie Haaptgrundla<;(.Mi vom > 

Erfahrung und der Metaphysik einer genaueren Zergliederung und Untersuchung unterz' 
sbesondero werden " _rn1Ve der Zeitlichl ' ' ' umlichkeit, S ' • • i,nfj (t^ 

idelt, und im Ah :. .u an diese wird il.. -en von Zeit, ... und l , 

.. Den Schluß bildet die Behandlung derjenigen Grundlagen, die der Wolterhaltung unil 
ifcwicklang dienen, »owje der Gruiullugen, aus denen ErkUlrungen der Natur- und Lebent«- 
fließen. Trotz strenger Wiasi • ' '"tlichkeit ist rl;i ' , • • ■ 

. .lO philosophiduhon Auseinanderst i. .. .. u sind durch i , . . ... . , 

'^nderee Wissen orforderlich war, ist diest-ä xur Mitteilung gelaugt. Großer Wert ist auf 
gelegt. Das Buch ist für die weitesten Kreise bestimmt. Es soll dem Gebildeten eine 
fero l.iii.-icut in das Wesen der Wissenschaften und in den Wert der \Vi»f:Qnschaften vcrmitt«>ln 
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Geschichte der Mathematik 

im 16. und 17. Jahrhundert 

VüU H. G. Zeuthen. 

Profeator »n dar UniverslUt Küpcohugcn 

Dcutscb vor> Raphael Meyer 

fVIU u. i..! .^.j ^j. 1903. guii 11. uH. 16. — , in Lt.u\wiu.i -^vi- 
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OSTASIENFAHRT. 

ERLEBNISSE UND BEOBACHTUNGEN 
HLXES NATURFORSCHERS TN CHINA, JAPAN UND ^F^'T nv 

VoN Dr. FRANZ ÖOFLEIN. 

DElt ZOOLOail AN DER L'KIVDcMl .M MlNLiil'.> l SU U. CU.\SI1K\' A luH IJLK K. UAikU. /i>i/LUUi»CUK.N Üt AAI>&A>Utl : <■■ 

Mit zahlrdchcn Abbildungen im Text und auf 8 Tafeln, sowie mit 4 Karten. 
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.■5.J gr. 8. 1906. In !-■ iiiu.iii.l ^ri- 



Dies Buch ist kein Reisewerk im gcwölinlichen Sinne. Es ^bt nicht in feuiUeto^ 

iii-ti<;rher Weise flüchtige Eindrüclce wieder, sondrm es Ist •' 
Forschung. Verfasser verbindet mit <!•• r - 'i:irf beobachlenti' n 
die allgemeinen Interessen des KulturL rs. In selten ;ii 

• r ein glänzendes Bild von dem farbenfrohen Leben des fernen Ostens, dessen Menschen, 
I iere und Pflanzen er in die verschiedenen ÄttQeruogcn ihres Seins verfolgt. 



J-.; i- i'ii Iii. 



I.,., 



■ ilnl st 1 .'. ;i, .i„i 



er in sonst von gar nicht besuchten u zu b' 

hatte. Diese Darstellungen sind verknüpft mit der Schilderung der Tiefseefc 

V' ^ und mit seinen sehr • ' ^cbcn vi 

uiii; iLiiiiilcn in Oylon. Eine .1- -... .1 j • :'cn i - 1< . : >. :. 

sind bald dem Volksleben, bald der Tier- •. jL-ncr Gebiete 

Mehrere K:irten erleichtern die Orientierung. So wird in diesem Werk der Naturl 

in gleicher Weise vric der ' -nr Rechnung fmdcn, nnd dtt- Lm' 
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Die Beziehungen der Hengenlelire zur Oeometrie 

und Fnnktionentlieorie/) 

Von A. 3cHOE2fFUE8 in EdDigsberg i. Fr. 

Das geometrische Äquivalent zweier in einem endlichen Interrall 
eindeutiger und stetiji^er Funktionen und y ^ <p{t) pflegt man 

JtUgenieiii als stetige Kurve zu bezeichnen. Freilich hat dieser Kurren- 
begriti' seinen naiven geometrischen Inhalt längst eingebüßt: wissen 
wir doch, daß eine solche Karre die sümtlicken Punkte eines Flächen- 
Stücks stetiV durchlaufen kann. Auch die Beschränkung auf das ftb- 
teilungsweise Monotone, mit der man sonst Unannehmhchkeiten ans« 
zuschließen pflegt, versagt, wenn man den elementaren Kurvenbegriff 
treffen will. Wer abteilnngswoise stetige monotone Funktionen f{() 
nnd ip{t) als Vertreter dieses Knrrenbegriffs ansieht, muß auch jegliobe 
^labi sich beliebig kreuzender Strecken als einfachen Weg zulaaeen. 
Niemand wird den Nutten der ArithmetiaieruDg fttr die Geometrie yer- 
kennen. Aber geometriscbe nnd analytische Betrachtungsweise sind 
]gleicbbereebtigte Biehtnngen des mathematischen Erkennena, nnd es 
bedeutet einen Verzicht auf die Tolünhaltliche Erfassung matbematiacher 
Wahrheiten, wenn man sieb mit einseitig arithmetiacber Sprechweise 
begnflgt. Ist doch auch die Strenge der Methode Ar die Geometrie 
ebensogut erreichbar wie für die Analysis nnd hat doch auch die 
arithmetische Spreobweiae nicht immer davor geacbfiizt, daß aicb mit 
ihr eine ungekl&rte geometrische Denkweiae Terband. 

Die geometrischen Eigenschaften des Kurrenbegrilb, Ton denen 
hier die Rede sein soll, sind gesUMieher Art Es sind diejenigen, die 
für die Begriffe der Analifsis sitits grundlegend sind. Dabei ateUe ich 
mich anf den Boden degenigen Programme, dem Hurwitz in seinem 

1) Die aasfflhrlicbe Darleg uug dieser Beziehuagen soll alsbald als zweiter 
Teil meiDes Berichtes Aber Heogenlehie in diesem Jshiesberidit erscbeinem. Anfier 
der im Eolgenden genannten Literatur vgl. man auch meme BeitrBge bot Theorie 
der Punktmengen, Math. Ann. Dd. 68, S. 195, Bd. r.'J, S. Ii9 u. Bd. 62, 8. 986. 
JuhiMbtrtQlit d. Oaattohvn liatb«iB.-Vei«iiiigiiag. XV. Umt% IM. 88 
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Zflricber Yortrag Ausdruck gegeben bat^) Danach soll die Analysis 

Situs die Punkimengen so in Klassen teilen, daß diese Klassen und 
die sie definierenden Begriffe den umkehrbar eindeutigen uud stetigen 
Transformat innen «j^efrenüber invariant sind. 

Die umkehrbar eindeutigen und stetigen Transformationen der 
Ebene bilden eine Gruj>pe die im Geifensatz zur (iru))pe der Be- 
wegungen nicht abgeschlossen ist. Von den Begriffen, die ihr ^regen- 
flber invariant sind, sind drei als grundlegend zu betrachten. Erstens 
der GrctuptifiU und mit ihm die liegritfo abgc>rldos.si und ]>er/tlä, 
zweitens doi- Zwiammaihnng j und drittens die Dimension. Mit ihnen 
erweisen sich dann auch die die ganze Theorie der Punktmengen be- 
herrschenden ünterscheiduii^en nirgends dicJU und üheruU dicht als 
invariant. 

Der Nachweis ihrer Invarianz bietet im allgemeinen keinerlei be- 
sondere Schwierigkeit, Nur flir den Dimensionsbegriff hat sich erst 
ullmühlieh einr einfache Be^A eismethode auffinden lassen,') Sie l»eruht 
auf dem grundlegenden Gegensatz zwischen abzahlbar und nicht ab- 
zablliar. Falls nämlich ein Quadrat nnf ein Stück einer Geraden um- 
kehrbar eindeutig und stetig abbildbar wäre, müßte jeder deui <^>uadrat 
angehütigen Strecke ein Litervall der Geraden entsprechen: zwei ein- 
ander parallelen Strecken des ^jaudrats alsD Intervalle ohne geniein^anie 
Punkte. Solcher Intervalle gibt es alier auf der Geraden nur cm'- ab- 
zählbare Menge, während die bezüglichen Strecken des (.Quadrats die 
3i>ichtigkeit des Kontinuums be«?itzen.'*) 

Liege nun eine abgeschl^ s cne Menge % vor, die in der Kb* nc 
zwei Gebiete o und bestimmt, deren jedes zusammenhängeuti ist 
Wird die Menge % ab beliebig gegeben vorausgesetzt, so hat man zu 
hex rifipn, dnß es eine wolildefinit rte Teilmenge ^' von X gibt, die übrigen? 
auch mit % identisch sein kann, die abge^chlo'^'^en , zuHammenhrintr»'nd 
und nirgends dicht ist, so daß überdies jeder ilircr J*unkte gemein- 
samer <irenzpunkt zweier ebenfalls zusammenhängender Gebiete ^' 
und ^' ist. Diese Gebiete biauchon mit i^^ und 51 nicht identisch 
xa sein. Die so definierte Menge bezeichne ich als ^fesdUosstme Kurve. 

S) Yerbuidliingeii de« enton intoniationalen MathonatikwkoiigrMics 

H, 102. 

Vp-l J. Lüroth, Erlanger Berichte, lid. 10 (1878) S. 190, E. Netto, lonrn 
f. Matli \U\. Ht] (1878>. P. *263. J Thomae, N»«hr. d. GMt Ges. d, Wi^8. iSTs, 
S. 466, G. Cautor, ebenda 1«79, S. 127, E. Jürgens, Aügemeine SäUe über 
Sjvteme von <w«i «indeuüg«& «sd «tetagen reellen Fuaktioiien von swei zeeUes 
Ter&nderlicheB, Leipzig, 1879, 

4) Dieser QedMike findet lieli inent bei L. Mi Uli« Bit. di mal Bd. ^ (18M^ 
p. 109. 
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Auch dieser Begriff ist der Gruppe gegenüber invariant. Das 
Gleiche gilt dann auch von jeglicher durch eine abgeschlossene Menge 
bewirkten Gebietsteilung. Die Zahl der Gebiete kann übrigens un- 
endlich groß werden und die Riemann sehe Zusammenhangszahl jedes 
einzelnen Gebietes, die ebenfalls invariant ist, kann bis zu transfiniter 
Ordnnng anwachsen. AJle diese Möglichkeiten finden sich bekanntlich 
bei denjenigen Gebietsteilimgen, die in der Theorie der antomoiphen 
Funktion^ anfketen, auf daa natOrlichste reahsiert. 

Die gescbloasene Kurve braucht im aoalytiscben Sinne keineevege 

stetig ZQ sein. Verbindet man einen Punkt x^y^ der Funktion y sin — 

«I? 

(Fig. 1)*) mit dem Punkt + ! der y Achse durch einen Strecken- 
zug I, 80 wird diejenige abgeschlusöene i\Ienge %f die aus diesem 
Streckenzug, der y-Achse zwischen — 1 und -f 1 

und den Punkten der Funktion sin- f&r 0 < jc;^ j;« 

besteht, die Ebene ebenfiUls in ein Äußeres und 
ein Inneres zerlegen. 

Es fragt sieb nun, in welchen geometrischen 
Eigenschaften die analytisehe Stetigkeit der ge> 
sohlosaenen Eurre ihren Ausdruck findet. Da 
wir nach solchen Merkmalen au suchen haben, die der Gruppe i& 
gegenlllwr inYariant sind, so mufl die Eurve umkehrbar eindent^s 
und stetiges Abbfld des Kreises oder des Quadrates sein. Dessen 
Stetigkeitseigensehaft drttekt sieh aber in der bekannten Tatsadie aus, 
die zuerst Ton Pasch zum Range eines Axioms erhoben wurde^), und 
die besagt, daB ein biflerer und ein innerer Punkt des Quadrats durch 
eine Strecke yerbindbar sind, die einen und genau einen Punkt dee 
ümfangs enthält Beachten Sie ferner, daß jeder Punkt des Quadrats 
die Rolle des Schnittpunktes spielen darf. Wir postulieren daher für 
unser eineindeutiges und stetiges Abbild die Bedingung, daß man 
jeden Punkt von ^ und ?l durch einen Streckenzug verbinden kann^ 
der nur einen seiner Funkte enthält, und dali au( h jeder jeiiicr Punkte 
dieser Schnittpunkt sein darf. Die Beschränkung auf Strecken/.üge 
entspricht einer methodischen Portierung. UbrigeuH kanu der Strecken - 
zug aus unendlich vielen Strecken bestehen, docli dürfen sie alle nu; 
einen (irenzpunkt besit/.i'ti, nämlitli den Kurvenpunkt. Es ist sogar 
erlaubt, daß der Strecken/.ug den Oren/punkt. den er erreichen soll, 
nach dem Vorbild einer Spirale unendlich oft umzieht. Man kann 

*) Die Figur ist nur ichematiscb gezeichoet. 
6) Neuere Geometrie, Leipsig 1889, 8. Sl. 

88* 
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ein si'limalop Dreieck sich so dehnen uuJ winden lassen, daß es in 
ein Poljgou übergeht, dessen Spitze einen gecjebeiien Punkt unendlich 
oft umkreist. Seine Mittellinie geht diiuu i;i den bezüglichen ejiiraligeu 
Weg über. Sie erkennen die Ähnlichkeit mit derjenigen Figur, die man 
als Fundamentalbereich einer loxodromiscLen Substitution wählen kann. 

Die so gekennzeichneten Kurvenpunkte bezeichne ich als cnrirJibar. 
Wie nTttig, erweist sich die Erreichbarkeit der Gruppe © gegenüber 
als nuariant. 

Welche Punkte der Grenze eines Gebietes erreichbar sind, dürfte 
übrigens nicht ohne weiteres endent sein. Errichtet man auf dem 

Seiten eines Quadrate von der L&oge 1 in jedem rationalen Punkt ^ 

nach innen und außen Lote der Länge so sind immer noch alle Punkte 

des Quadrats und der bezüglichen Lote von innen resp. an Ben erreichbar 

(Fi<^. 2)*^ Obwohl Sie also das Quadrat überall 
dicht mit Stacheln )>esetzen, werden Sie den Über- 
gang aus dem Innern m das Außere im SiTinr" von 
Pasch nicht verhindern. Der ^Ve<r, der zu einem 
Quadratpunkt führt, wird allerdings unendlich oft 
nach links und rechts hin- und herzüngeln, ehe er 



J 1 ' 


1"': 


"l 1 1 


-i-i. 1 1 



den Qoadratpunkt erreicht. Er kann dies sogar auch 
dann noch, wenn Sie von jedem Punkt ^ in geeigneter Weise je 

zwei einen Winkel einacUießende Stacheln und damit sogar auch be- 
liebig v.ele ausgehen lassen. 

Die ErreichlNurkeit kommt in einer wichtigen Eigenschaft der- 
jenigen Poljgone cum Ausdruck^ die eine Gebietsgrenze approximieren. 
Wie nimlich die Oebietsgrenze % eines Gebietes ^ auch beschaffen 
sei, so kann man stets ein Polygon ^ finden, das sie im mittleren 
Abstand c approximierL Damit ist gemeint, daß der Abstand eines 
jeden Punktee p des Polygons von der Menge % zwischen Y^s nnd 

liegt. Mit abnehmendem s kouTergieren diese Polygone gegen 
die Menge %. Im allgemeinen wird dies nicht gleichmäßig gesdidieiL 
Ghtehmiißif/ heifit die Eonvagenz, wenn erstens zu jedem t ein 
Polygon ^ existiert^ so daß auch jeder Punkt t der Menge % Ton f 
höchstens um e entfernt ist, und wenn dies zweitens auch f&r jedes 
Teilgebiet 3' von 9, zu dessen Grenze t gehört, und den es durchs 
ziehenden TeU von $ erfüllt ist Ist eine derartige approximierende 
Poljgonfolge Yorhanden, dann und nur dann sind alle Punkte der 

*) In der Figur lind die Lote Dor in den Fonkten , erriehtst 
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Menge % ftir äsm Gebiet 3 sowie auch fttr jedea Teflgebiet tob % zu 
deBsen Grense sie gebdien erreichbar.*) Hier ist die BrOcke, die von 
dem geometrischen Begriff der Erreichbarkeit zn dem der analytiBchen 
Stetigkeit binltberfllbrt. 

Ich kehre su unserer Kurve raiück, die eineindentiges imd stetiges 
Abbild des Kreises ist. Die Erreichbarkeit wurde oben für jeden ihrer 
Punkte sowohl f&r das Gebiet 3 wie fOr f( gefordert Dies ist notwendige 
weil das eine keineswegs dne Folge des andern ist. So ist in dem 
Betspiel, das sich an die Funktion siu ^ kuüpft, jeder Punkt der ge- 

scliloseenen Kurve % von 91 aus erreichbar, von fvus sind jedocii 
die Punkte der »/-Achse zwisclicu -- 1 und + 1 nicht erreiolibar. Wir 
können daher die dem Kruisabbild auferlepften Bedin^^nmgcn nicht weiter 
einschränken, wenn wir die für die AbbiUlunr;; churakteristif^chen Eigen- 
schaften erhalten woHen, In der Tut sind sie aber auch ausreichend. 
Eine Punktmenge X ist dann und nur dann umkehrbar eindeutiges 
und stetiges Abbild des Kreises, wenn sie erstens eine Teilung der 
Ebene in zwei Gebiete 3 und 51 bewirkt, und wenn zweitens jeder 
ihrer Punkte sowohl für ^ wie für 3 erreichbar ist. Daß jeder ihrer 
Punkte gemeinsamer Grenzpunkt von % und 3 ist, folgt dann von 
selbst. Hierin ist der Jordansche Kurrensatz und seine Umkehnmg 
enthalten. Überdies erfährt der Jordansche Satz durch die Erreich- 
barkeitseigenschaft eine notwendige Erweiterung.') 

Die so detinierte Kurve bezeichne ich mit Hurwitz als einfache 
geschlossene Kurve. Wie mannigfach und beinahe paradox ihre ge- 
staltlichen Verhältnisse sein können, zeigt ein Beispiel, das in der 
Theorie der automorphen Funktionen auftritt. Geht man von n sich 
zyklisch berührenden Kreisen aus, and wählt die Spiegehmgon an 
ihnen als erzeugende Substitutionen, so bilden die sämtlichen Kreis- 
hogen-n-ecke, die sich aus ihnen durch fortgesetzte Spiegelung er- 
geben, zwei durch eine (jeschlobsene Kurve geschiedene Netze. Diese 
Kurve, auf deren allgemeines Auftreten Klein^) zuerst hinwies, ist in 
dem vorliegenden Fall eine einfacJie Kurve. Jeder ihrer Punkte ist 
also ffir beide Netze erreichbar. Einen zu ihm führenden Weg er* 
halt man insbesondere immer so, daß man irgend welche, z. B. homo* 

e) Einen Beweis dieses SaiMS weide iqh an anderer Stdle ferOffenftlichen. 

7) Einen Beweis der Umkehning des Jordanseben Kurvensatzes gab für einen 
gpeziellen Fall anch D. Hilbert, Math. Ann. lh\ b6, S. 393, für den allgemeinen 
Fall auch F. Rieß, Math. Ann. Bd. 69, S. 409, und F. Osgood, Bull, of the 
Ajmeric. matli. Soc. (2) Bd. 9 (1903), p. 238. 

8) TgL eine ULttoUung von PoiBcsr^ in den Compt. zend. de TAc. des sc. 
Paris. Bd. »8 (1881) p. 1484. 
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löge Pmikte deqemgea Ereisbogeu-^Eeke dareh Strecken oder Sfarecken- 
xfige Terbindet, die lich gegen ihn als Grenzpnnkt Texdicbien^ also 
der nnendlidien Folge von Sabititationen entepreeben, die den Grenz- 
pnnkt definieren. Dieae Enrre ist Ton Poinoare und besondera Ton 
Fricke vSBhm imteraucbt worden.*) Hier intereeaieren beeonders ihre 
geBfadÜichen VeriiSltniBse. Diese schienen snerst so puadox, daA 
Poincar^y als er die Enrve behandelte, den Zusatz machte, ly&ils man 
flberhanpt Ton einer Enrve sprechen kann^. Andererseits aber bilden 
sie ein ansgeseichnetes Beispiel ftr die oben erw&hniten Typen erreich- 
barer Pmikte. Die Eurre besitzt nimlich eine abzShlbare flbersll 
dichte Menge solcher Punkte, die Fiipnnkte loxodxomisoher Sab- 
stitutionen sind. Ihr geometrischer Charakter besteht deshalb darin, 
daß sich die Ennre wie eine Spirale tmendiich oft nm sie hemm- 
windet^ nnd m jedem dieser Punkte fShrt ein ganses Bflschel spiraliger 
W^e. Denkt man sich diese Emre als Abbild eines Qnadiats und 
beachtet, dafi wir dieses Qnadiut flberall dicht mit Stachelpaaren be- 
setzen können, die je einen endlichen Winkel einschließen, so werden Sie 
nnschwer die Vorstellmig aasbilden, dafi jede Gerade^ die swtsehen den 
Schenkeln dieser Winkel in einen Qnadratpunkt einmündet, in einen 
spiraligen Weg fibergeht Dafi dabei die spiraligen Endstficke unserer 
Wege immer enger werden, je mehr sie sich hänfen, liegt ant' der 
Hand. Die molekulare Methode der Mengenlehre hat also auch hier 
den Erfolg, das anschaunngsmSfiige Erfassen zu Tcrfeineni; und wenn 
die Tielgeschmähte Anschauung anch keine Quelle mathematischer Be- 
weise ist, so kann ich mich doch auf Poinear^ bemfm, wenn ich 
sie als unentbehrliche Fahrerin auf dem Gebiet der geometrischen Er- 
findung bezeichne.*") 

Ich gehe zu dem einseitig eindeutigen und stetigen Abbild des 
Kreises oder der Strecke flb«r, also zu deijenigen Punktmenge, die 
durch irgend gwei im InteoraU . . . ^ eindeutige und stetige Funk- 
tionen f(t) und 9(Q dargestdlt wird. Welches sind die im Sinn der 
Analysis situs iuTsrianten Eigenschaften, die diesem allgemeinsten 
stetigen Kurrenbegriff zukommen, die sich also auch gegenfiber ein* 
seitig stetiger Transformation unverändert erhalten? Auch diese Frage 
glaube ich Ihnen heute beantworten zu können. Von den oben ge- 
nannten Eigenschaften, (rretupunki^ Zusammenhanff und Dimensiim 
bleiben nur die ersten beiden; muß doch auch jedes dersrtige Gebilde in 
einem stetigen Zuge durchlaufen werden können. Eine weitere ist die 

9) Vgl. Acta math. Bd. 3, S. 78, sowie bcsooderti Math. Ann. 44, S. 58S. 
10) H. Poinoat^, der Wert der Wiiaeniehaft, dentich von E. und H. Weber, 
Letpitg 1906, p. 81. 
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Erreichbarkeit, die allerdings nicht mehr alle Punkte betrifft Jeder Punkt, 
der Grenzpankt eines Gebietes ist, rnufl für dieses Gebiet allseitig^ d. h. 
sack für jeden Teil, zu dessen Grenze er gehörig erreichbar sein, über- 
dies muß diese Eireichbarkeit audi für jede zusammenhängende Teil- 
moige erfüllt sein, die sich als (ireuze nnendlicb vieler Gebiete emsteUeii 
barm. In der Tat erweist sich die Erreichbarkeit oder genauer die 
&x jedes Teilgebiet und jede Teilmenge geforderte Erreichbarkeit als das 
iresentliche geometrische Äquivalent der Stetigkeit. Andere invariante 
Eigenschaften kommen dieser Punktmenge nicht zu. Umgekehrt läßt 
sieh auch jede in einem endlichen Gebiet enthaltene Panktmeoge durch 
ein Paar stetiger Funktionen darstellen, UäiÜA sie perfekt und zusammen- 
hängend ist, und falls sie, sowie jede ilirer zusammenhängenden Teilmengen 
die Erreichbarkeitseigeuschaft im obigen Biun besitzt. Damit dürften 
■die notv^endigen und hinreichenden Eigenschaften der Punktmengen, die 
eindeutige und stetige Bilder der Strecke sein können, genannt sein 
und die Kleinsche Frage, was man unter einer wiUkürlichen stetigen 
Kurve zu verstehen hat^'), wäre damit im Sinn der Prazisionsmathe- 
matik und in dem von der Gruppe der umkehrbar eindeutigigi and 
stetigen Transformationen gebildeten Rahmen beantwortet.^*) 

Die unbegrenzte Fülle und Mannigfaltigkeit geometrischer Gestalten, 
die von diesem Kurrenb^priff umfaßt werden, läßt sich auch an> 
deutungsweise kaum kennzeichnen. Unendlich viele sich im selben 
Punkt berührende hLreise, deren Radien gegen Null konvergieren, fallen 
ebensowohl unter ihn, wie unser einseitig oder beiderseitig mit Stuclieln 
besetztes Quadrat. Da eine solche Kurve auch eine Fläche erfüllen 
kann, so genügt ihm auch jede Kombinution unendlich vieler Flächen- 
stücke und Kurven oder Kurvenbögen, i^leichgültig, welche Gebiets- 
teilung durch sie bewirkt wird, und welchen Zusammenhang auch jedes 
einzelne Flächenstück haben mag, Torausgesetzt nur, daß für alle 
Punkte, die Grenzpunkte eines dieser Gebiete sind, die Eireichbarkeite- 
bedingung im obigen Sinn erfüllt ist. 

Die analytische Erkliirang dieses Tatbestandes ruht auf den be- 
kannten Sätzen ftber die Konfergenz stetiger Funktionen. Sie hängt 
mit der Frage zusammen, ob und inwieweit auf diesem Gebiet die 
tratisfinife JnduJUion gestattet ist, inwieweit also eine Eigenschaft, die 
für jedes v güi^ auch für o besteht. Wt tm eine Folge Ton Funktionen 
f^{t), die im Intervall 1^ . . ^ stetig sind, gkidhmäßig gegen eine Qrenx- 
fnnktion fjf) konTergier<^ so ist auch fjf) eine stetige Funktion. Die 

11) Outaehtea sor erttea YertnluDg de» Lobat«ebew«^oFrei»ei, KMan, 1897, 8. 6. 
IS) Den Naehweis werde ich an andeier Stdle denmftchet geben. 
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Stetigkeit, oder vielmehr die gleichmäßige Stetigkeit tlbertzigt sieh 
■Ifio rem V auf Mengea von Funktionell, die in einem Interrall 
i^.^ii gleiehmaBig stetig sind, yerlieren daher diesen Genmtchankter 
niohty wenn man ihre Oienzfnnktionen sn ihnen hinsufilgt und sie 
damit sn abgeschlossenen Hengen ungestaltet. Sie ezkomen daran« 
die MSgliehkeit, auf die durch gletchmißig stetige Funktionen dar- 
gestellten allgemeinstm Kurrenmeugen die ganze Gantorsche Theorie 
der Pnnktmengen analytisch za flbertragen. Asooli") und Arsel^^) 
haben dies £ist in unmittelbarem AnsehluB an Oantor ftlr die ein- 
fachen Kurven der Form y^fi^) getan. Eünlich ist es in einer 
Pariser These von Fr^ehet für den nnd sogar den gescheheiL'') 
Da jedoch hier von den gestaltlichen Yenhaltnissen ausdrtleklich ab- 
geaehen wird, so haben diese Untersnehungen, genan genommen, nur 
einen analytisdien Inhalt. 

Wie aber steht es mit der Übertragung der gestaläidien Ver» 
hSltnisse von y auf a>? Liege eine stetige Kurve vor, die wnr der 
£in£ftchheit halber als (Jienze eines und desselben Gebietes wählen, wie 
B. 6. das innen mit Stacheln besetzte Quadrat (Fig. 2). Da alle seine 
Punkte von innen erreichbar sind, so kdnnen wir sie von innen gleiche 
maßig durch Polygone approximieren. Jedes dieser Pjlxgoae ist 
durch zwei umkehrbar eindeutige stetige Funktionen fjf) und ^«(1) 
darstellbar. Wegen der gleichmäSigen Konvergenz konvergieren f^(t) 
und tp^{t) gegen zwei ebenfalls stetige Funktionen f^{i) und fp^{i)j 
nämlich gegen diejenigen^ die unsere Kurve darstellen. Wahrend aber 
jedes Polygon I\ resp. jedes Funktionenpaar f^(i) und g)^{t) umkehr- 
bar eindeutiges Bild des Kreises ist, gibt es keinen Sata, der diese 
Eigensefasft auf f^{t) und <p^{t) zu übertragen gestattet Die tran»- 
finite Induktion versagt hier. 

Vielleicht erwarten Sie, die große Allgemeinheit unsers Kurven- 
be<riiü's könne uns durch Art und Verteilung der vielfachen Punkte 
näher gebracht werden. Duch wäre diese Hoffnung trügerisch. Alle 
Stacheln uuserj» QuaUratt s bestehen otlenbar aus Doppelpunkten. Um 
aber sofort den Gipfel der Möglichkeiten zu kennzeichnen, führe ich 
lliuen eine Kurve vor, bei der jeder ihret- Punkte virlfarhrr Ptirild 
v<m der Mächiigkeif des Kotitinuums ist. Man kann nuuilich alle 
Punkte eines WOrfeb eindeutig und stetig auf die Strecke abbilden^ 



13) Vgl. Memorie della U. Acc. dei Lincei, (3) Bd. 18 (1884) S. 621, aowie 
Bendiconti, dell. Ist Lombardo. ft?^ Bd. 21 (1888), 8. 226, 267, 294, S65. 

14) Rend. dell. K. Acc. dei Idiioei ('i"^ Rd. 51, (1889) ^. 342. 

16) Vgl. besondtirs iiend. dei. Circ. mal. di Palenuo Bd. 22 i^li)06). 
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lind wie die Peanosebe Kurve in einem Zuge duxehlaufen.^ Be* 
trachten Sie jetzt die FkDjektion dee KurrenpuxikteB in der a;y-Ebeiie; 
sie bildet du Abbild zweier stetiger Fnnktioiien — f(t) und y — 9(0r 
80 daB sich in jeden ihrer Punkte alle Punkte der sngehörigen #-Eo- 
Ordinate projizieren. Wir mfisaen also jeden Ptankt als TielfiMshmk 
Punkt der eben genannten Art betrachten. 

Es bat keinerlei besondere Schwierigkeit, die vorstehenden Be- 
trachtungen sinngemftß auf den Raum von drei oder mehr Dimen> 
sionen und deren Gebilde auszudehnen. Bwnhen sie doch nur auf 
solchen Sätzen und Methoden, die Aber die Ebene hinaus Geltung 
behalten, lumlieh auf der Analjrsis sitos d^ Polygone, auf den all- 
gemeinen Sätzen Aber Punktmengen, auf der Approximation einer ge> 
gebenen Punktmenge durch eine Poljgonfolge, endlieh auf dem Begriff 
der Erreichbarkeit aller Punkte einer Gebietsgmize und seiner Oleich- 
wertigkeit mit der gleichmäßigen Konvergenz dieser Polygonfolgen 
und mit der analytischen Stetigkeit. Alle diese Dinge lassen sich 
insbesondere auf den Baum und auf Polyeder beliebigen Zusammen- 
hangs unschwer Übertragen.^^ 

Weder Tangente, noch Bogenlänge^ noch FUehenauihl sind invaiiante 
Werte. Eine einfache Kurve ksnn eine unendliche Bogenlänge haben; 
es gibt sogar einiluihe Kurven, bei denen die Bogenlänge in jedem noch 
80 Meinen Intervall unendlich isi Was die Flädienzahl betiifft, so 
interessiert hier dne Frage^ die allgemeiner für den Inhalt einer jeden 
Punktmenge gestellt werden kann. Ist die Eigenschaft einer Punkt- 
menge, daß ihr Inhalt Null oder nicht Null is^ unserer Gruppe gegen* 
Uber invariant? Diese Frage, die kOrzlidk von anderer Seite bejaht 
wurde ^'), ist zu verneinen. 

Um dies in Evidenz zu setzen, gehe ich von einer linearen nirgends 
dichten perfekten Menge aus, die den Inhalt Null hai Wir konstmieran 
sie auf der Einheitsstrecke der i;- Achse in bekannter Weise, indem wir 
(Fig. 3) um deren Mitte ein Intervall der Länge dj legen, um die Mitte 
eines jeden der beiden fibrigen Stficke je ein Intervall der Länge d. 



16) Dies bemerkt bereits Peano, Math. Ann. Bd. 3G (1890), S. 159. Vgl. auch 
tneiaen Berieht in Bd. 8 dieses Jahreeberiehta, S. 126. 

17) Da die Stetigkeit tiner Fnnktion im Punkte y ftqoivaleiit mit der 

Stetigkeit für jede Menge (x>, y»] ist, die in xy ihren einzigen Grenzponkt be- 
sitzt, so reicht man attch im Raum mit der Betrachtung einfacher Fo!g-en und 
einfacher Stieckenzüge aus. Dm 2Cähcre enthält der demnächst crt^cheinende 
Bericht. 

18) Vgl. E. Boztolettif B«Dd. dell Aec. B. dei Uncel, (6) Bd. S (1904), 
8. 62. 



Digitized by Google 



566 



A. Sorovrfum: 



usw. Der Snmme aller dieser lutenralle mit denen sich die Einheits- 
fltrecke überall dicht bedeckt, geben wir die Länge 1; der Inhalt der 
ziigehöri(T(>n perfekten Menge ist also gleich Null. Jetzt machen wir 
das gleiche auf der y-Achse, und zwar auf einer Strecke der Lange 2, 
doch BO, daß wir den InterraUeiiy die wir überall dicht auf ihr 
anordnen, ebenfalls die lAngen geben. Weisen wir nun die 

Luterralle auf der Achse den entsprechenc^ 
Intervallen auf der a: -Achse so zu, daß ihre iden- 
tiedien Punkte einander entsprechen, so ist damit 
eine umkehrbar eindeutige und steti<ie Abbildung 
der Einheitsstrecke der j;- Achse auf eine Strecke 
doppelter Länge auf der y- Achse begründet 
Während aber die auf der :i-Ach8e enthaltene pel^ 
fekte Menge den Inhalt Null hat, ist der Inhalt 
der Bildmenge auf der j/- Achse gleich 1. 

Die 80 erwiesene Nichtinvarianz gibt eine ein- 
übe nnd unmittelbare Erklärung für das Auf- 
treten solcher einfachen Kurren, die wir dorch 
Oegood kennen gelernt haben, und denen eine Ton 
Null rerscMedene Flaehenzahl sakommt^ Wir 
gehen daxu Ton einer nirgends dichten und nirgends 
saiammenhängenden perfekte ebenen Menge % aus, und zeigm su* 
nächst, daB man eine ein£Ache geschlossene Eiiire konstruieren kann, 
die sie enthalt**) Dazu legen wir um die Menge X die sie im 
mittleren Abstand £ approximierende polygonale Figur II. Sie zerfallt 
in eine endliche Zahl Ton Polygonen 17,. Diese können wir zyklisch 
anordnen und können dann je zwei benachbarte durch einen Strecken- 
zug oder besser durch einen polygonalen Streifen der Breite £ so Ter- 
binden, daß keine zwei dieser Streifen einander kreuzen. Dadurch 
entsteht ein Rmggebiet 91, das von zwei einfkchen Polygonen $ ond 
O begrenzt ist^ und die gegebene Punktmenge einschließt EouTezgieri 
nun e gegen Null, so kouTergieren die Polygone $ und C gegen eine 
und dieselbe einfache Kurre. Da nämlich die Menge % nirgends 
zusammenhängend ist, so konrergiert die größte Breite der Polygone 




Flg. 



19} Transact. of. th. Americ. Math. Sodety, Bd. 4 (1903), S. 107. Dtt Hin- 
weis auf die UdgUehkeit tolcher Eorven findet sich snTOr schon hu B. Leb eigne, 

in seiner Pariser These, Integrale, Longueur, Aire, Paria (1908) S. 17, Anm.; ab> 
gedruckt in Ann. di rnnt. '".) Bd. 7, S. L'.n. 

20) Vgl. L. Zorctti, .lourn. de tiuith. (6) Bd. 1 (1905) S. 12 sowie P. Ries/-. 
C. E. de l'Ac. de Fans, lid. Iii (^lUOö) p. C5Ü. Für eine spezielle Menge »eigt 
dies aiMsh Grace Ohieholro-Toung, Quart. Journ. of math. Bd. 37 (1906) 3. 87. 
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mit e notwendig gegen KtüL Damit fblgt es auch f&r das Bing- 
gi^et; seine Graue ist daber eine einftehe Kuire. 

FaDs nnn der Inhalt der Menge % nicht Null ist, so gilt dies umso- 
mehr Ton unserer Eurrs^ denn das Ringgebiet Ift enthilt die Polygone 
J7y als BestandteiL Wir können uns daher eüi&ehe Kurven dieser Art 
in Falle sehafibn; jede nirgends znsammenhSngende perfekte ^Menge^ 
deroi Inhalt nicht Null ist^ liefert beliebig viele. In der Tat ist anch 
fOr die Ton Osgood angegebene Kurve die Punktmenge, mit der sie 
aufgebaut ist, leicht nachweisbar. Die Osgoodsche Erseugongsweise 
schlieBt sieh bekanntlich enge an das Verfahren sn, das die Peanosche 
Kurve liefert Sie geht (Fig. 4.) ebenfalls von einer Dreimaldreiteilnng 
des Quadrates aus, ersetst aber die TeilungsUnien durch schmale Streifen 
und baut den ersten approximierenden Polygonzug aus den 9 Diagonalen 
und den die Streifen durchziehenden Verbindungsstrecken auf. Dies hat 
den Erfolg, dafi die bei der Peanoschen Kurve anf> 
tretenden Doppelpunkte versehwinden. Jede Diago- 
nale vrird nnn in analoger Weise durch einen ebenso- 
gestalteten Linienzug ersetzt usw. Wahrend aber 
beim Peanoschen Ver&hren die Linienzflge all- 
mihlich das ganze Quadrat erf&llen, konvergieren sie 
hier gegen einen einfedien Kurvenbogen. Sie sehen ng.«. 
zugldchy wie dieses Ver&hren sachlich mit dem 
obigen flbereinstimmt. Die 9 Quadrate der ersten Teilung spielen die' 
Bolle der Polygone 77^, die Strecken, die die QuerstreifiBn durchsetzen, 
entsprechen den Streckenzügen, die je zwei benachbarte Pulygone i7, 
Terbinden, und die einander bei fortgesetzter Teilung einschliefienden 
Quadrate konveigieren gegen eine nirgends zusammenhingende Menge 
%. Bei geeigneter Wahl der Streifenbreite erhalt sie einen von Null 
verschiedenen Inhalt 

Auch das hier geschilderte Vezfehren ist unmittelbar auf den Baum 
flbertragbar. Man kann auf diese Weise einfeche Baumkurven, wie 
auch einfeche Flacben beliebigen Zusammenhangs koostmieren, denen 
eine von Null rerschiedene Volumenzahi zukommt Für Baumkurven 
läfit sich übrigens aufier der Lüngenzahl und der Volumenzahl noch 
eine Fl&chenzahl in Betracht ziehen. Die polyedralen Figuren, die die 
Baumkurve approximieren, haben eine Oberflache, mittels deren sich 
bei abnehmendem e ein gewisser Grenzwert bilden laßt, der diese 
Flichenzahl liefert. Sie kann nicht allein endlich, sondern sogar 
auch unendlich groß ausfeilen; die einfeche Kurve, die den Würfel in 
der gleichen Weise durcbläufl^ wie die Osgoodsche Kurve das Quadrat^ 
hat eine unendliche OberflSchenzahL 
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Auf die Existenz und Bedeutung dieser Zahl hat zuerst Lebesgue 
hingewiesen.'^) Karren , f&r die sie Noll ist, und zu denen die rek- 
tifizierbaxen immer gehören, uennt er qnadrierbar. Mit ihrer Hilfe Jbat 
er die von der Differen/ierbarkeit unabhängige Definition der Bogen- 
länge sinngemäß auf den Oberflächeninhalt fil)ertragen. Er teilt die 
Oberfläche durch rektifizierbare Kurven in beliebig viele Teilgebiete^ 
denkt sich fUr jedes eine approximierende polyedrale Fläche und hat 
in dem Grenzwert der Summe ihrer Oberflächen die Flächenzahli die^ 
faUs sie endlich ist, die Fläche zu einer quadrierberen macht. 

Wir verdanken Lebeagne auch eine neue und natuigemaße 
Definition des Inhattsbegriffs einer beliebigen Punktmenge. Sein £t^ 
folg beruht auf dem Übergang vom Endlichen zum Abzalilbaren, seine 
EinftlhTung ist aziomatiseher Katar.**) Eine grundlegende Eigenschaft 
des elementaren Inhaltsbegrifls ist die, daB der Inhalt der Summe 
zweier Gebiete ohne gemeinsame Punkte gleich dem Inhalt ihrer Summe 
isi Hieran knüpft Lebesgue folgendennaBeo ao. Sei (5 der Inhali 
eines Rechtecks, % Irgend eine in ihm enthaltene abgeschlossene oder 
nichtabgesohlossene Menge und fBi deren Eomplementarmenge, so 
dafi also 

ist. alsdann nennt Lebesgue di<- Mengen X und W meßbar, wenn 
die zugrunde gelegte Inhaltsdeünition, die zunächst ollen bleibt, die 
Gleichung 

ergibt Die Forderung, daß die Summe der Inhalte von % und Wt 
gleich dem Inhalt der aus ihnen gebildeten Summe ist, ist damit un- 
mittelbar realisiert, und die Mefibarkeit wird eine Eigenschaft, die fSr 
Menge und Komplementirmenge immer zugleich erfüllt oder nicht er- 
fQllt ist Die Anwendung des Inhaltsbegriffes auf unendliche Mengen 
laßt aber Lebesgue die weitere Forderung hinzufügen, daß die Eigen- 
schaft, Inhalt der Summe gleich Summe der Inhalte, nicht bloß fUr 
eine endliche, sondern auch f&r abzShlbar unendlich Tiele Mengen ohne 
gemeinsame Punkte erfüllt sein soll. Dies bewirkt^ daß der Grenzwert 
des Inhalts einer Folge von Pnnkianengen, die gegen eine Qrenzmenge 
entweder wachsen oder abnehmen, immer gleich dem Inhalt der Grenz* 
menge ist Da die ganze Theorie der Konvergenz mit Folgen Ton ab- 
zahlbar unendlich vielen Gliedern operiert, und man es dabei immer 



21) Vgl. die Auiu. lö geuaiiiit© These Ann. di mat, S. 29». 

22) Vgl. das Citat in Anm. IS?, p. 236. 
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mit Mengen der genauuten Art zu tun hat, so'list damit die große 
Tragweite dieses Inhaltäbegriffs uumittelb;ir gekenuzeiclinet. 

Einen Inhaltsbegrifl", der dieser Forderung entspricht, hatte übrigens 
bereits BoreP') eingeführt. Er beruht darauf, daß man die gegebene 
Punktmenge von vornherein nicht in eine endliche, sondern in eine 
abzählbar unendliche Menge von Bereichen einschließt und den Grenz- 
wert der Summe dieser Bereiche ins Auge faßt, falls die Bereiche sich 
soweit als möglich verkleinern. Auf Grund dieser Definition ist 
zunächst jede abzahlbare Menge meßbar und vom Inhalt Null, sie 
nirgends dicht oder überall dicht liegen. Femer erweist sich auch 
jede abgeschlossene, insbesondere jede abgeschlossene nirgends dichte 
Menge als meßbar, und zwar stimmt ihr Inhalt mit dem fiberein, was 
Peano nnnd Jordan als ihren äußeren Inhalt bezeichneten. Die 
Meßbarkeitsfrage bleibt daher an sich nur für solche nicht abgeschlossene 
Mengen offen, bei denen sie selbst, sowie ihre Komplementärmenge 
von höherer als der ersten Mächtigkeit ist.'*) 

Die Meßbarkeit wird damit höchst wahrscheinlich eine Eigenschaft, 
die unserer Transformation^gruppe gegenüber invariant ist. Jedenfalls 
trifft dies für die abzahlbaren und die sämtlichen abgeschlossenen 
Mengen zu. 

Mit diesem Inhaltsbegriff hat Lebesgue den IfUeffralhetfriff in 
ebenso einfacher wie fruchtbarer Weise erweitert. Er definiert nam- 
lich das Integral einer Funktion f{x) im Intervall a . . b unmittelbar 
als den Inhalt der von ihren Ordinaten gebildeten Punktmenge, voraus- 
gesetzt daß diese meßbar ist.-^) Es gelingt ihm, alle bekannten Inte- 
gralsatze auf diesen verallgemeinerten Begriff zu flbertragen. Der Er- 
folg seiner Idee geht aber noch weiter, üm nur ein Beispiel anzu- 
fOhren, so besteht für diesen Integralbegriff der sogenannte Fundamental- 
satz der Integralrechnung ausnahmslos. Wird nämlich aus der differen- 
sierbaren Funktion f{x) durch Ableitung /"(x) erhalten und ist f{x) 
«ine Funktion beschränkter Schwankung, so ist f (x) im Lebesgueschen 
Sinn stets integrierbar und ihre Intf»<;rftlfunktion ist wieder /'(a;); ein Satz, 
der für den gewöhnlichen Integjail-t griff bekanntlich nicht zutrifft.**) 

•Iii) Vgl. I.t-rotis siir la tlu'orie den fonctimiH, l'aris 1898 S. 4ß ff. 

2i} Bei eiuer puoktweibe uustutigen Fuuktiuu, deren Unstetigkeitspunkte die 
M&chtigkeit c beiitsMin, Mlden diese, lowie die Stetigkeitapnokte swei solche Hcngt-n. 
Übrigens sind aack dieae, sowie alle Ponktmengen meßbar, die bei den aogenannten 
Funktionen enter und »weiter Khis^c im Sinne von R. Raire auftreten. Sie gehen 
sämtlich aas meßbaren Mengen durch transfinite IndoktioA hervor. 

25) a. a. 0. S. 250 

26) a. a. 0. S. 2G6. Vgl. auch E. Uuijo, MunuUh. i\ Math. lid. 16, S. 161. 
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Es wäre lockend, den EinKelaowendiingen des Kurven begriff vXbia 
nachzugehen nnd den Spielraum zn ennttteln, der ihm in jedem be* 
sonderen Falle bleibt. Allerdings könnte ich fertige Besnltate kaum 

mitteilen. Ich beschränke mich auf den Hinweis, daß die analytische 
Kurve, die früher meist aus Vorsicht — das Feld beherrschte, im 
all<?einoineu der eiiifachra rektifizierbaren Kurve gewichen ist. Diese 
ist uns durch notw^n liii' inid hiureiclieudo Bedingungen definiert; fit) 
und q;{i) müssen bekanntlich Fi nktiouen baschränkt«r Schwaukuns^ 
sein. Eine geschlossene rektifizierbare Kurve besinnnit auch stets eine 
meßbare Fläche und nach einem Satz von Lebesgue entsprechen so 
gar die Stellen, an denen eine Tangeute fehlt, immer einer Menge vom 
Inhalt Null.-'j lusbesondere operieren die Integralsätze, die zum Auf- 
bau der Cauchy-Riemaiiuächen Funktionentheorie dienen, mit der 
rektifizierbaren Kurve, und zwar mit derjenigen, die dnreh irffend 
zwei stetige Funktionen definiert ist.'*'') Bicherlicli haben diese Sätze 
für die allgemeinste rektifizierbare stetige Kurve als Integrationsweg 
Geltung, also beis})icls\veise auch für das überall dicht mit inneren 
Stacheln besetzte (Quadrat; man hat nur die Läuge dieser Stachtlu ent- 
8];)rechend einzuricliien. Da aber alle Stacheln bei der Integration 
zweimal durchlaufen werden, so wird hierdurch kein allgemeineres lle- 
sultat erzielt, als wenn mau den Inteo;rationsweg über das (Quadrat 
selbst erstreckt. Man solltp sich deshalb besser von vom herein auf 
den elementaren Hegrift' der ein fachen rektifizierbaren Kurve beschränken. 
Ist do< h auch die Möglichkeit nicht ganz abzuweisen, daß dureli die 
einseitig stetigen, insbesondere durch die al)t< ilungpweise monütoneu 
ij'unktionen ein anderer Kur\ enbegriflp nicht getroüeu werden soll. 

Soll ich noch die wichti'j'stf'n Kinwirivungen der Mengentheorie 
auf die Fuiiktionentlieoric schildern, so uarl ich zunächst an dem 
Nanieu .Mittag Letilcr nicht vorbeigehen. Sie wissen, wie vr in ge- 
nauem Anschluß an Cantors Analrse der Punktmengen Funktionen 
mit beliebig vorgeschriebenen siu^fulären Stellen und vorgeschriebenen 
Entwickelungsnflirdern bilden lehrte und damit die neuere funktionen- 
theoretische Fjit Wickelung begründen half. Auch der formale Gedanke, 
der die Hersteilung dieser Funktionen ermöglicht, und der heute bereits 
elementar erscheint, entstammt dem Boden der Mengenlehre. Er be- 
fliß bekanntlich, daß man auch auf Punktmengen, die auf einer Kurve 
oder einem l'lächenstück überall dicht liegen, das FHnxip der Vor- 
dichttmg der Singularitäten anwenden kann. 

27) LefOD nw rintdgntioii. Paiia IdOi, 8. 187. 

18) Tgl. z. Ii. die neueren Arbcitf'n von Heffter, Nachr. d. OOtt. GNm* d. Wim. 
8. 115, und Pringsheim, Ber. d. Müneh. Ak. d. Win. Bd.S5 (1895). 8.M. 
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Wir sehuiden es Weierstraß, daß wir rrelornt haben, zwischen 
dem Existenthrrcich niner au(ilutis</ien FunlxHoa und dem K'>nr*rgpjiz- 
hfreich eines amiliihschen Ai($<lrn(ksi zu unterscheiden. An den Geo- 
meter tritt zunächst dio Frasre heran, wie Existru/iu rf ich und Kou- 
vprt>enzbereich im allgeiiicin^^teu Fall aussehen k( Unen. Da es zu 
jedcin beliebig hpirjenzfen Gebiet analytische Funktionen gibt, die dies 
Gei)iet als Existenzbereich besitzen, so ist die Fraf^e nach dem Exis- 
tenzbereich identisch mit derjenigen nach d» r allgeun u'-feu horm einer 
Gebietsgrenze: übrigens Iiäugt nach neueren Unterßuchungen das Ver- 
halten der Funktion an den singnliiren Stellen von deren Verteilunirs 
art wesentlich ab.**) Eine erste Antwort hierauf wird bereits durch 
das ntor- Ben d i X son sehe Theorem erteilt, das jede abgeschlossene 
Punktuieuge in die 1^'orin 7? -f S setzt, wo Ii eine abzÜhlbare Menge 
isolierbarer Punkte und .S' eine perfekte Menge l>edeutet; es ist das- 
jenige Theorem, an dessen Hand Mittag Leffler zur Konstruktion 
immer höherer Funkfionsklassen aufzusteigen vermochte. Die Menge S 
kann aus lauter Punkten gebildet sein, wie es z. B. für tliejenige auto- 
morphe Funktion der Fall ist, deren Fundamentalbercich von einer 
endlichen Anzahl sich nicht schneidender Kreise begrenzt ist.^) Die 
perfekte Menge S kann aber auch Kurventeile in abzahlbarer oder 
nicht abzählbarer Menge enthalteo. Sie zerfallt dann selbst wieder in 
zwei Teile 7?, i- S^^ sodaß if, eine abzählbare Menge von KnxTenb^en 
ist, und die Menge S^, falls sie existiert, Abipaliungen einzelner 
Knrvenbögm nicht mehr zuläßt. Ein Beispiel einer solchen Menge S^ 
erhalten Sie, wenn Sie in den Punkten emer linearen nirgends dichten 
peifekten Menge Lote beliebiger Länge errichten. Auch diese Menge 
kann Grenze des Ezistenabereichs einer analytischen Funktion sein. 
Terrollständigt man sie zu einem geschlossenen Rand eines Gebietes, 
so kann man, wie Osgood kürzlich zeigt^ auch für sie die Randwert- 
aufgabe lösen man kann auf die sie approximierenden Polygone die 
Harnackschen Sätze übertragen, die SQgehöhge Green sehe Funktion 
bestimmen, und daher auch das Innere dieser Fläche konl'orm auf das 
Innere des Kreises abbilden. 

Die Frage nacli den gestaltlichen Eigenschaften des Konvergenz- 
bereichs eines analytischen Ausdrucks läßt eine so einfache Antw(»rt 
nicht m. Im Gegensatz zu den singulären Stellen einer analytischen 

21»; Vgl. D. PoTnpiJju, Compt. iiend. de Paris, Bd. 189 (l«04) S. 914 uud 
L. Zoretti, a. a.Ü. (Anm. 20.) S. 13 tf. 

ao) Vgl. K. Fricke, Matk. Am. U, S. 676. 

Sl) Vgl. meinen Beitrag II, Math. Ann. 69, S. 141. 

8S) TraDB. of tbe Am. Math. Soc. Bd. 1 (1900) p. SlO. 
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Funktion brauchen nSnüich diejenigen Stellen, an denen ein analytischer 
. Ausdrack aufhört zu konTergieren, kerne abgeschlossene Menge zti bilden. 
Dieser G^ensata kann bewirken, dafi der EonTergenabeieich eines 
^malytisdien Ansdmdcs aus blofien Ktirrenmengen bestehen kann und 
daB ilun eigentliche Gebietsteile überhaupt nicht ansugehdren brauchen. 

Liege annächst ein eigentliches Gebiet als Eonvetgenzbereich ror 
nnd eine unendliche Reihe analytischer Fnnktionen, die in ihm iUteraU 
konYergierty so bilden die Stellen ungleidunafiiger Eon?ergenz eine 
abgeschlossene Menge. Die Frage nach ihrer allgemeinsten Yerteilong 
ist kürzlich von Osgood beantwortet worden.^ Ihm zufolge zerf&lli 
das Gebiet 3 in eine endliche oder abzahlbare Menge yon Teilgebieten, 
in deren jedem die Beihe gleichmäßig konrergierf^ also eine analytische 
Funktion darstellt, wShrend die Punkte ungleichmäßiger Eonrergens 
Ton den Grenzpunkten dieser Gebiete gebildet werden. Ein ron Range 
gegebenes Beispisl beweist bekanntlich, daß die den einzelnen Gebieten 
entsprechenden Funktionen identisch sein kdunen.**) Allgemeinere 
Bedingungen, unter denen diese Identität statt hat^ hat kflrzlich Yitali 
augegeben. Die Identität kann auch dann noch Torhanden sein, 
wenn die Dlrennungslinien der Gebiete eine perfekte Menge vom Inhalt 
NuU büden. 

Hiermit ist aber die Frage nach der allgemeinsten Form und 
Beschaffenheit des EonTergeuzbereichs dner unendlichen Reihe analy- 
tischer Funktionen nicht erschöpft. Abschließoide Resultate liegen 
freilich noch nicht Tor; nur einzelne einüftche Beispiele sind näher 
handelt worden. Wir danken die Eenntnis der mannigfachen Möglich* 
keiten, die hier auftreten hoxmen, einem ebenso einlachen, wie weii- 
tragenden Gedanken Boreis.**) £r knüpft an die Anadrflcke der Form 

^jl^' 8onst ein außerordentlich gefttgiges Werkzeug 

für die Erledigung subtilerer analytischer Probleme bilden, Beknnnt- 
lich wurden diese Summen zuerst methodisch von Poincare^') und 
Goursat**) in der Weise benutzt, daß sie die Stellen auf einer 

33) Anoals of Hatlt (2) Bd. 3 (1901) S. 25. 

34) C. Hunge zeij^te zuerst, daß ein aniilytisi hcr Ausdruck, der in einem Ge- 
biet eine analytische t uuktion daratellt, nicht gleichmäßig zu koavergieren braaoke; 
Acta nmih. Hd 6, S. 210. 

HS) Äiti di Torino, Bd. 89 (1904) S. 22. 

86) Vgl. besoodexB Le^ons aar 1* throne de« foncüoiifl, Farn 1888, 8. 88 nnd 
Le^ns sar les fonctions meromorphee, Paria 1908, 8. H4. 

37) Acta Sog. sc. Fenn. Heisingtors, Bd. 12 (1883) 8. 341. 

:m Campt, rcnd. de Paria,. Bd. d4 (I8d2) p. 713, sowie BalL des «oieac mmth. 

(2) Bd. 11 (1887) S, 1Ü9. 
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konvexen peschlossenen Kurve, wie z. B. einem Polygon überall diclit 
Terteilten, und flaniit Fimktioneu mit beschränktem Exietenzbereich in 
expliziter horm zuerst herstellen lehrten. 

Nehmen wir jetzt die Stellen cc^ in einem Gebiet 3 überall dioht 
an. Da sie abzählbar sind, so ist ihr Inhalt gleich Null; d. h. wir 
können um jed^ Funkt einen Kreis mit dem Radius so legniy 
daß auch die Summe aller dieser Kreistlächen einen beliebig kleinen 
Wert 6 besitzt. Diese Kreisflächen zerlegen das Gebiet 3 in eine im 
allgem(Mnen nb/.iililbar unendliche Menge von Teilgebieten, deren Ge- 
samtfläche stets kleiner als die Summe aller Kreisflächen sein muß. 
Borel zeigt nnn, daß man die Koeüfizienten auf die mannig&ehste 

Weise so wählen kann, daß > jedenfalls immer dann konTOr- 

giert, wenn z nicht im Innern eines unserer Kreise liegt. Es wird 
daher in jedem Teilgebiet, dessen Flächenzahl den Wert 0 übersteigt, 
notwendig Konvergenzpunkte geben. Die Frage nach den im Gebiet 3 
enthaltenen Konyerrrenzstellen hängt daher augenscheinlich mit der 
Frage nach der Struktur der durch die Kreise bewirkten Gebieta- 
teilung zusammen y doch ist sie mit ihr keineswegs identisch. Jeder 
Grenzpunkt eines oder mehrerer dieser Gebiete ist sicher ein Konvergenz- 
punkt. Das Merkwürdige aber ist, daß sich diese Konvergenzpunkte 
auf das mannigfacliste zu Kurvenmengen von der Mächtigkeit des 
Kontinuums verbinden lassen. Unter ihnen gibt es sogar auch immer 
Gradenscharen jeglicher Richtung von der gleichen Mächtigkeit. Für 
sie alle konvergiert unser analytischer Ausdruck sogar gleichmäßig. 
Falls nun die Radien und die Größe <s gegen Null abnehmen, so 
wird der Konvergenzbereich sich immer mehr erweitem, immer neue 
Kurveumengen in sich aufnehmen, und sich den Stellen, in denen die 
Konvergenz aufhört, in.mer mehr annähern. Die Punkte bilden 
übrigens nur einen Teil von ihnen. 

Die TOrstehenden Schlasse bleiben naturgemäß in Kraft, wenn wir 
^e Stellen in irgend einer andern Weise Terteilen, z. B. so, daß sie 
nur anf gewissen Kurven überall dioht liegen, die eine Gebietsteilung 
bestimmen. Dann stellt unser Summenausdruck in jedem Teilgebiet 
je eine besondere analytische Funktion dar. Wir gelangen damit zn 
Beiq^elen eindeatiger analytischer Funktionen, deren Existenzbereiche 
keinen Punkt gemein haben, bei denen aber doch von der einen zur 

^9) Die Kontrergenz geht übrigens noch weiter; denn sie findet anch dann 
statt, wenn der Punkt z innerhalb einer endlioben 2ahl von KieiMn liegt« ohne 

mit einer f^telle ttt zusammen/.ufallen. 

J^klu'eabericbt d. DeutMbea Mathom.-V«r«iaigiuig. XV. Heft ü. 
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andern längt» einfacher Kuneo gleichmäßiger Konvergenz ein stetiger 
Wertübergang niöfj^lich ist. 

Unsere Sumiuenausdrücke haben übrigen» selbst in den l allen^ 
daß sie nirgends eiiir analytische l'unktion darstellen, no( }i and- re lür 
die analytischen Funktiuuen wesentliche Eigenschaften mit diesen ge- 
mein. Sie sind gliedweise dilitireuzierbar, wo nutüiiifh für die Bildung 
des Ditt'erentialquotienten nur solche Punktmengeii m Bttiacbt kommen^ 
ftir die sie konvergieren.*") Unter den Kurven gleichmäßiger Kon- 
vert?enz gibt es teruei immer solche, die reki iti/K rtutr sind, sodaß sie 
lang.•^ JiL'öiT aucii gliedweise integrierbar sind, ilieiaus hat iitjri l 
weiter gefolgert, daß sie nicht auf allen Kurven gleiciunäijigei Kuu- 
vergenz Null sein können, ohne daß die sämtlichen KöeflRzienten 
Null sind; eine Eigenschaft, die sie mit der Taylorschen Keihe teilen, 
die aber keineswegs allen unendlichen Heiheu zukommt, die eine ein- 
deutige aaitiytische i' unktiun darstellen. 

Die Taylorechc Reihe steht seit einiger Zeit wiederuni itn \'order- 
gruud des mathematischen Liieresses, und wenn es sich daruni iaiudelt, 
ihre feineren Eigenschaften in elementarer Weise in Evidenz zu setzen, 
SU kann nichts mit unseren Summeiiausdrücken konkurrieren. W iihlt 
man die f:, so, daß sie sieh aul" der imaginären Achse spiegeibilülich 
gegen den Nullpunkt häufen, so ergol)en sich bei geeigneter Wahl der 
reelle Funktionen, die mit sämtlichen Ableitungen im Nullpunkt 
endlich und stetig sind, für die die zugehörigen Maclaurinschen Reihen 
sogar beständig konvergieren, und die doch die Funktion nicht darstellen 
kcinneu; denn für die durch un.sere Summen dargeatellte analytisch© 
Funktion ist der Nullpunkt ein singulärer Punkt.^*) 

A\ iililt man die «, auf dem Einheitskreis, so ergeben sich 'i iiy lor.sche 
Reihen, die über ihn niclit fortsetzbar sind. Durch geeignete Wahl 
der a, und A, bat l'ringsheim insbesondere auch solche nicht tori- 
setzbare Reihen gebildet'^j, deren Möglichkeit unmittelbar aus einer 
Arbeit von Lerch**) folgt, und auf die zuerst F'redholm an der 
Hand des von ihm konstruierten Beispiels hinwies.") Diese Reihen 
sinil mit ihren sämtlichen Ableitungen m alleu Punkten der Peripherie 
des KonvergenzkreiBes endlieh und stetig. Lm dies zu erreichen, hat 



40) Die Definition der Stetigkeit und also auch des DdierentialquotienU;u um 
da« Kotrianunm nicht snr notwendigen Vorauneteoug; vgl Cftm. Jordan, Oonn 
dVnaljBe, Bd. 1, 8. 46 ff, sowie m«inMi Beiielit, a.a.O. 8. 116C 

41) Vgl. A. Pringsheim, Math. Ann. Bd. 42 S. 153. 

42) Die von Lerch angeworbenen Beispiele nirgends differenzierbaier FonktimMB 
sieben dien nach sieb; vgl. Joum. 1 Math Bd. 103 (ISgS) S. Sm. 

48) Vgl. G. Mittag Leftler im Acta math, 15 (1091;, S. 279. 
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man Eon&dist die StcUeu «, sSmilich anfierhatb des Kreues sn wSUen, 
sodaB Oire Qrenzpunkte die Peripherie überall dicht erflülen. Werden 

dann die Koeffizienten der Bedingung unterworfen, daß j — | < i Cr i 



ist, wo eine absolut konvergente ßeihe darstellt, so wird 




nicht allein für das Innere, eondem aaeh noch Ükr alle Ptankte der 
Kzeiflperipherie konvergieren. Ähnlich kann man auch die KonTergens 
aller abgeleiteten Reih«n erreichen. 

Die Enni^ nicht fortaetEbare Tajlorsche Reihen heraneteUen, hat 
fimlich etwas Ton ihrem Wert verloren, aeit wir wissen, daß es, wie 
man aich gewöhnlich anadrfiokt, nicht die fortaetabaren Reihen sind, 
die die Regel bilden, sondern die nicht fortsetabaren.^) Doch bedarf 
diese Ansdmelnweiss der Piizision. Beide Reihenmengeu besitsen lum- 
lich die fiitHänt llaehtigkeit, nnd zwar die des Kontinnnms. Zwischen 
fbxtsetabaren nnd nidit fortsetabaien Reihen und den ans irgeud sweien 
von ihnen gebildeten Bommen besteht nämlich eine ähnliche Beziehung, 
wie zwischen rational und irrational, oder zwischen stetiger nnd un- 
stetigsr Funktion und deren Summen. Kurz gesprodien gibt nämlich 
fortsetzbar plus fortsetzbar wieder fortsetzbar; fortsetzbar plus nicht 
fortsetzbar gibt nicht fortsetzbar, während die Summe zweier nicht 
fortsetzbarer Reihen sowohl eine fortsetzbare wie eine nicht fortsetzbare 
Reihe sein kann. Man schließt daraus zunächst, daß die nieht fort* 
setzbaren Reihen gleiche oder größere Mächtigkeit besitzen, wie die 
fortsstzbaren. Während aber die irrationalen 2^hlen wiridich größere 
Ifachtigkeit haben, als die rationalen, und die unstetigen Funktionen 
größere als die stetigen, ist hier ein analoger Schluß nicht möglich. 
Bine jedle Tajlorsche Reihe entsteht nämlich durch Belegung ihrer 
Koeffizientsn mit irgend welchen Zahlenwerten, d. h. durch Be- 
legung einer abzählbaren Menge mit dem Kontinuum. Ihre Mächtig- 
keit ist daher c* oder c. Andererseits kann man sich eine Menge 
fortsetzbarer Reihen der Mächtigkeit c schon dadurch verschaffen, daß 
man bei wner solchen Reihe einem Koeffizienten Zahlenwerte der 
Mächtigkeit c gibt. Daraus geht die Äquivalenz beider Mengen un- 
mittelbar hervor. 

Es ist ein Hauptverdienst der Mengenlehre, daß sie den Übergang 
vom EndUchen zum ünendlichen zu einer elementaren Denkweise um* 
gewandelt hat Sie hat uns gelehrt> mit der transfiniten Induktion wie 
mit einem selbstverständlichen Veifsfaren zu operieren. Die konstruk- 



44) So ipxaoh Bich suerst A.Pringsheim aus, Math. Ann. Bd. 44 (1894) S. 60. 
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tiTO Erzeugung des Transfiniten haA ein Neuland geschaffen, in dessett 
eiasdn^ Bardi^en wir una so eidier bewegen k5iuien, wie im Ebd- 
Eehen. Wir sclireckeii nioKt davor mrflck, Tom Kontumam sum 
Ultrakontiiiniim^^) fiberzugeben und ancb an solche Mengen die ordnende 
Hand zo l^en, bei denen Zablfolgen der zweiten H&chtigkeit die Elemente 
bilden. Die eingehenden Unteraaehimgen^ die Hanado rff**) kftrzlidi 
den geordneten Mengen dieser Art gewidmet hai^ werden nna hoffentlich 
in den Stand setzen, ancb den Begriff von Du Boia* infinitarer Pantachie 
in strenge Formen za kleiden nnd zu entscheiden, ob and warum etwa 
die sogenannte Grenze von Konvergenz und Divergenz einer Lücke dieser 
Pctntachie entspricht oder nicht/') Und wenn wir jetzt sogar den Raum 
von unendlich vielen Dimensionen betreten und in ihm Formen unend- 
lich vieler Variabeln betrachten"), und der kühne Flug des mathe- 
mati.sehen InteHekts bereits jegliche Phantasie hinter sich läßt, so 
danken wir aucii dies derjenigen Vervollkon;iiiuuag unserer Uenkweifie, 
die sich auf Grund Cautorscher Ideen vollzogen hat. 



Über Potenzreihen von mehreren YeränderUclieiL 

Von Paul StIckbl in Hannover. 

1. Bei Untersuchungen, in denen Potenzroihen von einer oder von 
mehreren Veränderlickeu auftreten, benutzt man oft die i'olgendea Un- 
gleichheiten. Wenn die Potenzreibe 

(*!»*»» •••t*«"et tt ii... •) 
flQr alle Wertaysteme j*!, j,, , . . , x^, bei denen 

iaty nnhedingt konvergiert und M das Maximum des absoluten Betrages 
der Poteozreibe fQr diejenigen Werisysteme a^, o^, . . ^« beseidiDet, 
bei denen 

(B) !«il-»-i>l«»H»-s, • 

Ah) Kh mng fyenüfjcti, hipr auf Vproneses Konstruktion des Linearkontinumn«, 
und auf die Göttinger Di»at:rtutiüii 1901 von K. UoruHteiu hinzuweisen} al^edxttckt 
in Math. Ann. Bd. 61, S. 117. Vgl. auch dxe folgende Auui. 

46) Leipz. Ber. Bd. ö8 (1906), 8. 106. 

47) Vgl. hieiaa auch meine Arbeit ans dieaem Jahnsber. Bd. 16» (1906) S. 8€. 

48) Vgl. besondf^rR D. Hilberth vierte MitteUtmg über Ibtegral^elehmigai, 
Nachz. d. Göttioger Qm. d. Wiia. 1906. 
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isif 80 hat man für alle Werte der ludices h^j It^, h^: 

Der Beweis ist von Caiichy mittels des imcli ihm benannten Tntegral- 
satzes, von VV eierst raß durch die Betrat'htun«^ von Mittelwerten ge- 
führt worden, die sich auf die Mannigf"alti<;keit (B) beziehen. 

Ick möchtf (de Aufmerksamkeit <inf dif Tutaachr Imkm, daß sich 
diese Cauchy- Weierstraßsclien Unfflci' hheiten ntrhi selten durch gewisse 
andere Ungleichheiten ersetze)' lassen , die einen primipidl einfaclwren 
Chorakier trafen, da si>' unmitidbar aus der mtbedingten Konvergenz dßr 
Fotetijsreihe für die Witistfsteme (B) foh/en. Ist nämlich d eine be- 
liebis^ kleine positive Größe, nnch kleiner ist als der absolute BetraLT 
eines ir<^eiidwie aus der Kejlie herausgegriffenen, nicht Ter-schwiniliMiui ti 
Gliedes, so pibt es stets eine ganze Zahl £[ von der Beschuftenheit, 
daß für alle iSysteme von Indices h^, h.,...., Ii deren Summe größer 
als H ißt, der nb«(>]ii[! [Jetrag der Re]li('n<i;[ii -ier kleiner als d wird, 
nnd wenn daher G ii ii iimßtcn VVert lunt r «It-n absoluten Betrügen 
derjenigen Reihenglieder bezeichnet, bei denen die Summe der Indices 
kleiner als H oder gleich H ausfällt, so besteben die für alle Indices- 
ejsteme Äj, h^,..., gültigen üugleicbheiten: 

(G) I e,,^,..>^ i ^ ö . r,-*»r,-^. . . r . 

Du in mindestens einer dieser Ungleichheiten das Gleichheitszeichen zu 
nehmen ist, so läßt sich die Größe G auch als die kleinste unter allen 
Größen K erklären, für die stets die Ungleichlieiten 

gelten. 

Hieraus folgt, daft das Maximum der absoluten Werte Jf nicht 
kleiner als G sein kann. Für bestandig konvergente Potensreilien Ton 
einer Veränderlichen x ergibt sich anf diese Weise sofort der bekannte 
Sats, daß das Maximum des absoluten Betrages M mit dem absoluten 
Betrage r Ton x wichsi^ und swar rascher als jede endliche Poiens Ton r. 

2. Es sollen zunächst Falle angefahrt werden, in denen man mit 
Vorteil von den Ungleichheiten (G) Gebranch macht. 

Canchj hat 1831 in dem Calad des UmUes gezeigl^ daß man der 
Differentialgleichung: 

(A, *«»0, l, 2,. .. ») 

deren rechte Seite eine für | a; | < r, l y | <5 unbedingt konvergente Potenz- 
reihe ist, bei der Anfangsbedingung x — 0, y ^ 0 stets durch eine 
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konvergente Poteuzreibe J^a^sf^ genügen kann. Sein Beweis, der in 

mml 

der Gestalt, auf die ihn Briot ond Bouquei (J. ^ polji cah. 36 
(1856), 8. 136) gebFMht liftbao, in die Lehrlificii^ fibergegangen ist, 
bemhi bekaontiicih darauf, dafi der vorgelegten ])ifferentialgieichang 
(1) eine Hilfsgleich ung an die Seite geateUt wird, auf dmn rechter 
Seite eine Majorante der gegebenen Potenzreihe steht, d. L eine 
Potenszeihe mit lauter positiTai Koeffizienten, die nicht kleiner, viel- 
mehr im allgemeinen grSfier sind als die entsprechenden Koeffizienten 
in der gegebenen Potonsreilie. Als M%jor8iite nimmt Gaachy die 
Fonktion v 



wo M wieder das Maxirnnm des absoluten Betrages der Potenzreihe 
fOr — r, j y j bezeichnet Der Hilfsgleichong: 

(2) H-^***^**"***^ 

(*, t — 0, 1, S, . . . «) 

genügt man bei der Anfangsbedingung ~ 0, Y^O durch das Integral: 



oo 

das sich in eine Poteuzreihe^^o;'" mit lauter positiven Koeffizienten 

m ~ 1 

entwickeln l&fit, die fllr 

(3) |Äj<r(l-e~«^^) 

konyergiert. Wird andererseits das gesachte Integral y Term5ge der 
DiffiBrentialgteichnng (1) formal nach dem Taylorschen Satze entwickelt, 

ßo ergibt sich eine Potenzreihe^a^^c'", deren Konvergenz mindestens 
für den Bereich (3) sich aus den Ungleichheiten 

ersohliefien laßt. 

M<m uberMeugt sieh sofori davon, daß das Bewmvafahrm Wort 
für Wort gulUg bleibt, wem nm die Mfio M 

also durch dm größten Wert unter den oibaoUden Beträgen der Seihen' 
giieder e^^x^g^ für — r, |y| •» «, ersetst, denn wegen der Ungleich- 
heiten (Cr) ist auch die Funktion 
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«ine Majorante^ Ihre Benutzung hat zwei Vorteile. Erstens ergibt 
sieh fOr cUm gesuehte Integral als KoBTeigembefeich mindeeteiiB dar 
Bereich: 

4er im allgemeinen gr&fter ist, als der Bereich (3); hieraos erhSlt 
man eine AufUamng üh«r ein Ton t* Picard geÄmdenes Paradoxon 
<Trait^ d'analjse, T. 11^ Paria 1893, 8. 313, TergL meine Kote 
O. R. 126 (1898), a 203). Zweitens wird es so möglich, den Szistena- 
beweis auch in elementaren VorlMungen zu bringen, h» denen man die 
Theorie der IkmkUonen komplexer Veränderlidter nidU keranMuken darf. 
Versucht man aber, den Ezistenzbeweis mit der Uafigabe darchzufOhreUi 
daß die Koeffizienten der Potenzreihe Ci^^ reeU sind und daß man anch 
bei den Veränderlichen ganz im reeUet» Gebiete bleibt, so macht es er- 
hebliche Schwierigkeiten zn zeigen, daß die Potenzreihe für das Hilfs- 
integral T in dem Gebiete (4) kouTergiert. Ans diesem Grunde habe 
ich noch eine weitere AbSnderung des Beweises TOigenommen, ich ver- 
wende nämlich als Idajoxaute den Anadmck: 

"•"•"-(-Ä-s 

denn die zugehörige HilisgieicUung 

(A, k^Ot i, 2,... •> 

besitzt bei der Anluigshedingnng « •« 0, Y*^Q das' Intsgral: 



das sich mittels des binomischem Satzes für die Eizponenten ± in 
sine ftlr 

Iconvergente Potensreihe entwickeln laßt; daß der Bereich (5) kleiner 
isi^ aU der Bereicb (4) schadet nichts, solange es nnr daxanf ankommt 
zu zeigen, daß die Reihe für y Ubeihanpt konveigent ist. Der so Ter* 
•ein&chte Beweis wird in die nichste Auflage der Integrslreehnung von 
Kiepert aufgenommen werden. 

Entsprechende Betrachtungen gelton auch für andere 
beweise. 
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3. Baß es nicht immer möglich ist, die üngleichhtifcrt (M) durdi die 
UngleicJtheiten (G) eu ersetzen, leigt das Beispiel des Weiersirt^ßsche» 
Doppdreihensattes, der sich so aussprechen laßt Gegeben seien die 
Potenzreihen 

*— « 

die sämtlich für \xl^R konvergieren mögen* Wenn die Summe 

ftir einen bestimmten Bereich 

|«|—r<Ä 

gleichmäßig konvergiert, so konvergieren die Bumiueu 

4P 

«»0 

nnd die Potenzreihe 

ist fttr <r konveigent und hat mr Snmme F(x).^) 

Aus der YoranssetBung der gleichmäßigen Eonvergena folfj^ näm- 
lich, daß, nach Annahme einer beliebig kleinen positiTen Ghroße mnt 
ganse Zahl N so bestimmt werden kann, daß für jede Zahl N^, die 
größer ist als JV, in dem Bereiche ^x\*^r die Un|^eichheit gilt: 



und hieraus erschließt man rermöge der Cauchj-WeierstraBscheB 
üngleichheiten» daß f&r jeden Wert von hi 



ist Das «8^ der Kern des Beweises, denn jetst ergibt sich sofort, ds^ 
die Summen honveigieren und ebenso, daß iBr < r die Potens- 

reihe ^^^x'' konvergent ist und den angegebenen Wert zur bumme Imt. 

1) Vielfach, flo t. B. bei Y ivanti-Gntznier, Theorie der einde utige n a»a- 
lytiachen Fwnkiionen^ Leipzig 1906, S. 83, wird verlangt, daß die Summe F^x) 
fBr jeden Bereich " r' =q gleichmäßig konvergiere, bei tifin q zwischen Null und 
einer positiven Größe <[ Ii aber >• r liegt, uud daraus der Doppelreib euitati 
für den Bereich \x\-^r bewiesen. Zum Beweise der Konvergenz für !xi<C^ 
genügt aber schon die im Texte angegebene geringere Voraussetzung. 
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Schon t/?Vs7.<? Beisj)iel läßt die woliirc Bedeutung der Cauehy^ 
Weierstraßschen Ungleivhhv 'den erkennen. Sie sind tutenätdirlidi, wen» 
€8 sieh darum handelt, Ungleichheiten der Form 



herzustellen^ icohci die Koeffizienteti der betruciiteien Potmzrrihr ncar 
genau dcßniir^ shul, sich nhnr der Unicrmtchnng in heziuj auf die Größe 
der ahsojvfm Iktrdfje enizivlini^) Wonii man nämlich weiß, daß der 
absolute Betrag der Funktion, zu deren Darsi«'lluiig die Potenzreihe 
dient, für a; = r klpiner ist als eine Grüße K, so darf raun diese 
Größe TT in (K^ i^eiiutzen. Die L'n^dciehheiten (M) oder (K ) spielen 
daher eiiif* ähnliclie Holle wie die singulären Stellen, detin der wahre 
Konverji^eiizradius einer Puteiizreihe läßt sich zwar nach dem bekannten 
Verfahren von Cauchy, das Hadamard wieder in Erinnerung «rehraeht 
hat, besfiriuneny wenn man Tiur die absoluten Beträge der Koeffizienten 
kennt, allem in der Praxis der Funktionentlieorie verwendet nnm meistens 
den Satz, daß die Poten/reihe l)is zum nächsten siiiirulären Punkte kon- 
vergiert untl darüber hinaus divergiert. In beiden Pälleu, bei ünp^Ieich- 
heiten der Form \ K) und dem wahren Konvergenzradius, ist es nn siel» 
mÖglieh, mit reellen Gn'tßen auszukommen, aber erst die Kinführung 
der komplexen (Jrößen hat die llilf^mittel an die Hand gegeben, die 
stur Ausbildung der Funktionentlieorie gelÜhrt haben. *^ 

1. Bei der Herleitung der Unglcichlieiten (G') wurde vorausgesetzt^ 
daß die Potenzreihe ^^(x,, x^, . . ., xj für den Bereich: 



einen Wert x mit dem absoluten Betrage r stattfindet, denn daraus 

ernchließt man, daß die absoluten Beträge der Keihenglieder eine end- 
liche obere Schranke 6f haben, und aus den Ungleichheiten 



1) Es ist gewiß kein Zufall, daß Weieratraß gerade bei dem Heweisö Beines 
Doppelxeibeneeties die ÜDgleichfaeiteo (M) herleitet (Werke, Bd. n, S. m). 

9) In der Einleitang zu seinem Artikel AJÜgemeine Theorie der analytiaehm 
Funktionen einer und mehrerer komplexrr Größen, EncykL d. math. Wissensch. II 2, 
7 — 8. zeigt F.W.Osgood, wie die beiden Aufg^aben der BestiramuTifif des Hestcn 
eiuer Pottinareihe und ihres wahren Konvergenzradius zur Einführung der kum- 
plexen Größen gefüiirt haben. Ich vermisse jedoch dabei die auidrflcklicbe Angübe, 
daft dieee Aufgaben, irenn die Yerttndwliehea und die Eoef&sienten dem redien 
Gebiete angehAren, an sich auch im reellen Oebtete gelOst werden können, soduft 
die EinflEIhrung der komplexen Qrfifien nicht notwendig, vobl aber sweckmftSig ist. 



(K) 



|«,|<ffr-» 




10.1 ^ör-' 
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folgt alfldann, daß die Potsnsreihe 2*hk^ ^ I ^ I ^ unbedingt und 

gleichmäßig konvergiert. A)nier8 stellt rs hei Potrnzreihrn mit ziert nud 
mehr Veränderlirhcn, ärnn ans der bloßen Koiiverf/fiiz einer Doppelreihe 
folgt heknmitlieli noch iiirlif, daß dir ahs^thiten Betnije der Reihenglieder 
eine endliehe obere Schranlr Jiahen, zu dirscm Schluß berechti{/t vielmehr 
erst die unbeditigte Konver;/enz.^ ) Es (/eht aber sehr iveit, wenn man bei 
Potenzreihen mit mehreren Veränderlichen Konvei-genz hei jeder hclie- 
hifien Umordnumi der Terme verlangt, und es entsteht die Frage, ob 
man nicht mit geringeren Voraussetzungen ausreicfd. Mit diesem Gegen- 
stände habe ich mich schon im Jahre 1899 beschäftigt, wovon eine 
Besprechung der Funktionentheorie von L. Bianchi in dem Jahrbuche 
fiber (Iii' Fortschritte der Mathematik, Band 29, S. 330 Zeugnis gibi^ 
l>hne damals befriedigende Ergebnisse zu erbmgen. Meine Bemerkung 
in dem Jahrbuche ist jedoch die Veranlassung gewesen, dafi neoerdixi^ 
Fritz Hartogs in zwei bemerkenswerten Arbeiten^) darauf eingegangen 
ist. .\ni]^eregt durch seine Untersuchung^ und dureli einen Briefwechsel 
mit ihm bin ich erneut auf die Frsige zurückgekommen. Bei dem 
Bericht über meine Untersuchungen beschränke ich mich der Einfaok* 
heit halber auf den Fall von zwei Veränderlichen. 

Wenn man auf die Weierstrafische Axt die Ungleichheiten (M) 
für eine Fotenzreihe: 

Herleitet, braucht man uur zu wissen, duü die iieihe iür das Gebiet 

(B) 1*1 -r, ls»|-» 

gleichmäßig konvergiert, d. h., daß der Kest der Reihe, nämlich die 
Differenz; 

in (B) für alle Zahlen L^, L^, die fiber einer gewissen Zahl L liegen, 



1) VergL A« Pringaheim, JSbHMNtore Theorie dar wmuUidtm Doppelreihen, 
Beiiohte Müneben 1897, } 2. 

2) Beiträge zur demoTitardn Tlieorie der Potenzreifaen und der eindentigea 
BnalytiHchen Funktionen zweier \'«'riiii(l<'rHchcn, Dissertation, Mürrti'^n 1903 Zur 
Theorie der analytisclu n Funktionen mehrerer unabhängiger Veraiuit^rlichen, ins- 
besoudere über die DarateUiuig derselben durch Eeihen, welche nach Potenzen 
einer Yerftaderliehen foztachreiten, Habüitetioniiebiifti Mfinehen abgednidck 
Matb. Ann. 9i (im), 8. l<-88. 
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absolut kleiner als eine gegebene^ beliebig kleine poflitiTe Zahl d aufl- 
iallt Qeltea aber die Ungleicbiibiieu 

flo folgt, daß die Beihe im Imum des Oebi^ (B) aUa fm 

(C) ki<r, y\<s 

nvhffftnfft und gleichmäßig konvergiert. Mit diesem Satze wird man 
freilich nicht viel aasrichten können, denn um zu beweisen, daß die 
Potensreihe &ir das Gebiet (B) gleichmäßig konvergiert, wird man im 
allgemeinen zuerst zeigen müssen, daß sie dafür unbedingt konvergieii. 
Nach dieser Vorbereitmig seien g^ben die Potenxreihen: 

(A, 1=0, 1.2,...») 

die sämtlich fttr das Gebiet: 

<B) jx.-r, tlfl-* 

gleichmäßig kooTergieren mögen. Die Summe: 

F{^.y)-2'^n{^. y) 

sei in diesem Bereiche ebenfalls gleic'hm;ilj il; konvergent, d. Ii. nach 
Annahme einer beliebig kleinen, positiv t u Z:ihl d iusse sich eine solche 
ganze Ziihl N bestimmen, daß für jede Zulii N^j die g^rößer als N is^ 
in dem Gebiete (B) die Ungleichheit gilt: 

Da die »Sumtue auf der linken Seite ebeafalls gleichmäßig kon- 
vergiert, 80 folgen hieraus die Ungleichheiten: 

aus demen man wiederom die KonTergcns der Sommern 
nnd die vmhedim^ Konvergenz der Potenzreihe 

(*,* = «, 1,2,...») 
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fÖr \t <Cr\y\<^s erschließt, d. h. eine iu (B) yleiciimüßig konvergente 
SiinuHf ton Pottnzreihen, die uuf ( H) fhenfaUs gleichmäßig honvergieretif 
darf man zu einer einzigen Poieuzrctiie vereinigen, utid diese Fotetissreüke 
konvergiert unbedingt im Innern von (ß). 

Aus diesem Doppclreiheusatze für Poteu /.reihen von zwei Ver- 
ändcrlichin läßt sich sofort eine wichtige Folgerung? ziehen. Man tnij^e 
die Doppelreihe ^{x, y) iryenduic in eine einfacJw lieihe 



umordnen, deren GUeder ujx, y) aus Termm e^«^^ der urspruns^iAm 
BeUte in endlifiJier oder auch tmendlkher Angaid hesidien. Wem die tt> 
erkaUenm Poknereihen %(x, y) in einem Bereift (B) sSm&itk gleich- 
mäßig honvergierm und für ihre Summe dasedhe gÜi, so darf man dies» 
Summe in die Bi^e y) smdiverwaMddn, aber man weiß jetet, dciß 
diese Seihe für jeden Bereich im Innern wm (B) unbedingt konvergiert. ^) 
Die Bedingung der gleiclimaßigen Konrergens für diePoteiiznUieiiu.(X;y) 
wird im besonderen «eher erfüllt seia, wenn die u„(x, y) ganse rationale 
Funktionen Ton x und y sind. 

In diesem Theoreme and Terscbiedeae Satze Ton Hartogs enk> 
halten, jedoch, was ich ansdrtlcklich herrorheb^ mödite, keineswega 
alle. Diesem ist es nämlich gelungen, sieh in zwei FÜIen ron dar 
YonuiBsetEung der gleichmäßigen Konvergenz zu befreien nnd die 
bloße Konvergenz als Yoranssetasaiig zu nehmen. Diese Fälle sind die 
folgenden: 

1. Konvergiert die Potentreihe ^{x, y) als Doppdrmhe in dem Simm 
von Fringsheim in dem Bereit 

(A) • '^1^'-, ^y\£s, 

so konvergiert sir unix'dingt innerhalb dieses Bereiche. 

2, Konvergiert die JLHagonalenreihef*: 



für y =^h und j x I ^ /% .so konvergiert die Fotenzreihe mih^ingt inner- 
halb des Gebietes jocl^r, 



1) Eines Beweis fOr diesen besonderen Fall des Satzes hatten zuerst 
Fritz HartogB und ich in gemeinsamer Arbeit gefunden. Er beruhte im 



Zn'Ai! führen; nur war uu8 der Zusammeubang mit der Ausdehnung de« Weier > 
Btr aß scheu Doppelreibensutzes aui' l'ütensureiheu tou mehreren Veränderlichen 
nieht som Bewotoein gekommen« auf den uns erst nachträglich wm Bemerkung 
von G. Faber «nfmerksam gemacht hat. 
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IcK mochte diesen Sätzen noch einen dritten hinxiifügen. Mach 
Hftrtogs (HabilitationeBchrilb S. 13, Anmerkung) gilt der Sati: 
Konvergiert die ,fZeilenreiJuf*: 

fär y^h jßeidmäfiig in betug auf die Krei^mie \x\^rf so konver- 
giert die Potemreihe unhedit^ in dem Gebiete <ry |y| <!^|- 

Hierin laßt eich die Bedingung der gleichmäßigen EonTergens 
durch die geringere ersetzen , daß die Zeil&treihe in dem angegebenen 
Gebiete hmvergiert und ihre Summe eine endUdie obere S^rtuike M hat. 
Bezeichnet man nftmlich den absohitm Betrag 7on b mit s, so folgt 
ans dieser yoraunetaang, daß für alle Werte Ton h die Ungleichheit 

* I 

gilty und mithin ist 

woraus die Behauptung sofort fblgi 

Die weiteren ÄDstrengaiigen würde man daher auf das Pk^oblem 
m richten haben, ob $ii^ die Voraussetzung der gleichmäßigen Konver' 
ging einer aus der Boppdreih: entstandenen einfachen Beihe für das 
Gdfict [B) durcJi geringere Voraussetzungen ersetzen läßt, etwa durd^ die 
Voraussetzung der Konvergenz zusammen mit der Existenz einer endlichen 
oberen Schranke für die absoluten Werte der Summe in diesem Bereiche. 

Daß die Voraussetzung der Konvergenz fflr sich ull''in nicht immer 
ausreicht, im-l sopir aucli diinu, wenu jedes der Glieder ujx, ij) aus 
einer mdUchm Anzahl von Termen Cf^^ji^if^ besteht, ergibt sidi uiiauttel- 
bar auü einem Beispiel, auf das mich Hartogs aufmerksam gemacht 
hat. Dieser konstruiert uätalich in seiner Dissertation S. 70 — 71 eine 
Doppelreihe, die, aulier für x *= 0 und y = 0, nirgend unbedingt kon- 
vergiert, deren Zcilenreihe aher für jedes endliche Wertsystem r, y 
konvergent ist und bei der überdipfj jede Zeile nur eine endliche Anzahl 
nicht verscb windender Terme enthält 
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On Mr. Müouni's Essay and Prof. Harzer'a Semark. 

In Order to compose his very interestiDg paper *Die exakten 
Wissenschaften im alten Japan" (Jahresbericht, Bd. XIV, p. 312 — 339), 
Prof. P. Harzer kindlj used my worl: „A hrief history of the Japanese 
mathematie«" (Nieuw Archief voor Wiskuado, tweede reeks, deel VII). 
So, according to mj work, Prof Har/.er took Matsumura for one of the 
famous forty -seven Akö ronins (Jahresbericht, Bd. XIV, p. 31'» and 
Bd. XV, p. 3H0). I will here correct the error in my work and I 
will say that Matsiimnra is tlie iather of the two of the forty-seven 
vassals, but is himscll not ono of the ronins, thoii^^h he and his twa 
soDte, ono adopted and the utlun true (as Mr. Mikami says in the 
Jahresbericht, Bd. XV, p. 258), served the sauie lord of Akö. 

Next. the nmuti Matsumura is not correct; it mnst be Muramatsa 
(Jahresbericht, Bd. XV, p. 255). This error catne fr un my careless 
adoption of Mr. Endö's vievr in his "Dai-Nihon SugakushT ur history 
of raathematirs in great .Inpan. The same must be said about the 
names üta and Utaka (J il i * bericht. Bd. XV, p. 255). 

Lastly, the naino Isoniura is also Hronir ('.Tahresbericht , Bd. XV, 
p. 258X thon<^h the two great authorities Mr Kndö f'm history) 
and Mr. Kawakita (in the Tokyo Sri<j;aku-BntsurigakkAvai Kiji, Vnl. III, 
p. 173) changed the Chinese ideograms representini^ the name Iwamnra 
into those designating as Isomura. The Kwatsuyö-sampö compiled by 
Otaka and the Sampo-ketsugishö by Iwamura are contained in my 
library. According to these books and oüier writings, I publiah the 
aboTO cojrrections. 

September 1, 1906. T. Hatashl 



Antwort auf die Ferienplauderei des fierm Thomae. 

Von G. FuEGE in Jena. 

Ich habe im zweiten Bande meiner Orundgesetste der Aritlunetik') auf 
den Seiten 80 bit 153 die bekamitesten Theorien der Imtionaliahlea 
kritisch l esprochen. Das war eine wenig erquickliche Arb^i Das Zer- 

st?1ren lu'tnt'diui ja imrnpr wonitrer als das Autbaupn nnd findet auch 
weniger Am iki nnung; denn ziiniu b-jt wönigstens erweckt man sich dadurch 
fast nur Gegner. Ich habe mich allen Ernstes bemüht, mich in fremde 
Ausdrucksweisen und Gedankengänge zu finden, einsehend, daß nur bei 

1) Jena, Pohle, 190B. 
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großer Gründlichkeit und dem Bestreben, auch den fremdesten Theorien 
Gerechtigkeit widerfahren zu lassen, eine solche Arbeit wertvoll sein kann. 
Es verlangte große Entsagung von mir, Wegen nachzugehen, die ich von 
Tornhcrein als Irrweg« erkannte, nur um im einzelnen nachzaweiMs, daB- 
sie Irrwege wären, ohne hoffen zu können, aus dieser Besehftftigung mit 
tremden Gedanken irgend etwas Wertvolles zu erlernen. Dennoch habe ich 
mich dieser Ail^'it unterzogen der Wissenschaft wegen, weil nur, nachdem 
die Wertlosigkeit aller Surrogate erkannt worden ist, das \ erlangen nach 
dem Echten aufkommen kann. Ich möchte nicht nur mir, sondern aucb 
der Winenseliaft wflnsohen, daß reeht viele mit ebensolcher Grflndlidikeit 
sieh in meine Schriften, in meine Gedankenglage eintnleben versncheiL 
möchten, mit ebensolchem Bestreben, ihnen gerecht zu werden. 

Ich bin überzeugt, mit meiner Kritik der Thomaeschen formalen 
Arithmetik diese für immer vernichtet zu haben, uod in dieser Überzeugung 
kann mich die Ferienplauderei des Herrn Thomae (diese Jahresber. XV S. 434) 
mur bestibrken. Seihst wenn Herr l%omae darin flherall recht hitte, Uiehe 
von meiner Kritik genug flbrig, um seine formale Tliinrie zu Fall zu 
bringen. Und wie verfahrt er in dieser Plauderei? Er witdcrhoU seine 
Behauptungen, ohne meine Gegengründe auch nur nnzutiihren Meine 
Unterscheidungen — z. B. von Figuren und Zeichen, von Spiel und 1 heorie 
des Spieb; — unterschlägt er und verdunkelt dadurch das wieder, was ich 
aufgehellt hatte. Heine 8&txe fOhrt er so an, daS der Leser nicht merken 
kann, wie ich siu gemeint oder welche Gründe ich Rlr sie gehabt habe.') 
Sehr einfach! Die Leser, die sich die Muhe geheo, die Thomaesche Ferien- 
plauflr-rpi mit meinen Ausführungen auf den Seiten \\Q bis 1M9 des zweiten 
Bandes meiner Grundgesetze zu vergleichen, werden, glaube ich, ünden, daß 
alles von Herrn Thomae gegen mich Vorgebrachte dort schon von mir 
widerlegt ist, mit Ausnahme vielleicht eines Punktes, auf den ich noch ge- 
nauer eingehen werde Da es in Kür/ - geschehen kann, will ich nur aus 
meinem Inhaltsverzeichnisse etwas anführen. Dort ist zu lesen S. IX: 

„§ 93. Im Rechenspiele gibt es weder Lehrsätze noch Beweise, noch 
Definitionen, wohl aber in der Theorie dieses Spieles." 

Damit ist ein Teil der Thomae^cbi-n Ausfiiirrungeu als Lufthieb ge- 
kennzeichnet. Man sollte manchmal fast denken, Herr Thomae habe da« 
von ihm Bekämpfte gar nicht gelesen. 

Ich weiß nicht, welchen Nutxen man sich von solcher Polemik ver- 
sprechen kann. Ob wohl außer Herrn Thomae selbst und Herrn Korselt*) 
überhaupt jemand an das Thomaesche Rechi ns])i''l glaubt? L h würde es 
weniger bedtiuern, dieser Sache so viel Zeit und Ivraft geopfert zu liaben, 
wenn Herr Thomae sich daiüber geäußert hätte, ob z. B. raeine Vermutung 
über Addition und Subtraktion im Rechenspiele richtig sei. Ich habe noch 
manche solche Fragen angeregt Ihre Beantwortung würde nrenigstens die 

1) Wie es scheint, hat Herr Thomae meine Sätze nicht verstanden. 

2) Man verctl seinen Aufsatz Über die (trundlagen der Mathematik (Jahres» 
bericht XIY). Mim t*\>'ht daraus, daß er an das Tbuinaesche Rechenspiel nur be-> 
dingungsweise giaubt. Er meint (S. .*5}<2), die Thomaeschen Spielregeln können 
nur als Anretrunjf für den Entwurf einer wirklich formalen Theorie angesehen 
werden. Nun ich warte ab, bi.s Herr Korselt eine solche ta Stande gebracht 
haben wird. Dann wird weiter darflber sn aprechen sein. 
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£ntwickluug etwas vorwärts bnu<ren, ini'l es konnte immerliiii eiu klemer 
Nntsen für die Wissenaoliaft harausspringeo. Aber Herr Tbomae wird woU 
wissen, wftrum er darfiber sdiweigi Sein HraptfeUer beeidifc ja darin, 

daß er immer aus seiner Rolle als Formal arithmetiker fallt und vieles aus 
der inhaltlielien in die formale Arithmetik lienibemimmt, was dort liinpaöt 
wie die Faust auts Auge, obne zu merkfii, d;iö die formale Arithmetik 
überflössig iät, wemi sie die inhaltliche voraussetzen muB. In der Tat 
bleibt Ton der formalen Aritlimetik, wenn man alles wegnimmt, was ans 
•der inbaltlichen stammt, fast nichts fibrig als einige unglaubhafte Beb«iip> 
tongen. Ben- Tliomae nennt die Zahlen ZlilIu ii und meint damit offenbar 
räumliche, stoffliche Dinge; aber er macht nie Emst damit, und wenn von 
andrer Seite Ernst damit gemacht wird, nimmt er es übel. Man verg-leiche 
dazu das, was er in seiner Ferienplauderei über das Wachsen der Drei 
sagt. Dieses Übel scheint bei ihm unheilbar zu sein. 

Was Herr Tbomae auf S. 486 Aber das Wort „identisch" sagt, ist 
für einen Verteidiger in einem Mordprosesse gut zu verwenden, der den 
Identitätsbewda des Staatsanwalts zu enttrftften hat Ich habe eine fltr 
diesen Fall passende Bede ausgearbeitet, verzichte aber auf deren Mitteilung 
in der Aauahine, daß die Tjtscr imstande sein werden, sich weit schönere 
Reden dieser Art selbst zu machen. Doch nicht nur juristisch, sogar 
poetisch bin kh. durdi Herrn Thomae angeregt worden. Als ich gelesen 
hatte, was er ftber das Abstrahieren sagt^ machte ich meinen Qefllhlai Luft 
in dem Verse: 

„Wohl tut des Abstrahierens Macht. 
Wenn es der iMenseh bezähmt, bewacht; 
Doch furchtbar wii'd die Üimmelskraft, 
Wenn sie der Fessel sich entraffi** 

•Ja, gefährlich ist das Thomaesche Abstrahieren doch wohl. Man neboM 
z. B. den Fall, der menschliche Verstand in seiner souveränen Schöpfer- 
kraft, dor Natur ihre rrp!;pt7e vorschreibend, bilde einen Begriff Weißpulr r 
vm\ ri( lit(! di< >en BegntV so ein, daß das kohlensaure Natron <la>.SLlbf 
Weilipulver ist wie der Arsenik. Man wird gut tun, mit dem Abstrahieren 
recht vorsichtig amsogeben. Vergessen wir darfiber aber die wohltitign 
Wirkungen nichtl 

Man abstrahiert von der Versciiiedenheit von Figur und Zeichen, und 
sofort sind Figuren Zeichen und Zeicht n Figuren. Man alistrihiert von 
dem, wodurch sich die Beziehung einer Fitjur zu ihrer Rolle im Öpi^l«' 
unterscheidet von der Beziehung eines Zeichens zu seiner Bedeutung, und 
flugs f&Ut beides zusammen. Man abstrahiert von der Verschiedenheit von 
Zeidiec und Bezeichaetem, und alsbald fließen sie in eins zusammen. Man 
abstrahiei*t von der Verschiedenheit von Regel und Lehrsatz, und siehe da: 
sif sind identisch. Man abstrahiert von «b r Verschiedfub» it von formaler 
und inhaltlicher Arithnn'tik, von Spiel und Wissensehaft, und kein Mensch 
kann sie mehr auseinander halten. Alles sehr wichtig und besonders für 
die formale Arithmetik des Herrn Thomae. Verrichtete das Abstrahieren 
nidit jene Wunder, könnte diese nicht eine Sekunde mehr leben. 

Doch nun nach dem Srherze auch ein wenig Emst! Wir sind wohl 
.darflber einig, daß die Zeitbestimmung zum PkAdikate gehört» daß ein 
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liegeastand zn einer Zeit «ine Eigenschaft haben kann, die er zu einer 
Mäem nicht hat. Ein Mensch kann m einer Zeit keine Kenntnis dea Bin^ 
maleins haben, xu einer andern Zeit kann er es kennen. Doch iet er der- 
selbe, und dazu bedarf es keiner Abstraktion. 

Nun schreibt Herr Thomae weiter: „Ahnlieli ahstrahiert der, <ler /üblen 
lernt, von der Verschiedenheit der Rpclieasteme, an denen er es lernt, setzt 
aia einander gleich. In dieser Möglichkeit uder Fähigkeit des mensch- 
Uchen Yeistandes, von der Versdiiedaiiheit gewisser Dinge za abstrahieren, 
sie einander gleich zn setien, glanbte ich die Fruchtbarkeit des Gleiehheits- 
aeichens su erkennen'^ . . . 

Also wirklich! Immer wieder dieselbe Hiilbbeit und S hwüchlicbkLit 
•de^i Denkens, dip nicht weiß, ob siw mit dem Worte ,,gl»^icb'' Identitiii be- 
zeichnen will oder was sonst. Nach dem, was er vorher gesagt, scheint 
Herr Thomae durch das Abstrahieren Id^titftt erzielen su wollen. Nim 
^t! Werden die Rechensteine dadurch identisch, so haben wir nunmehr 
BOT noch einen Bechenstein; das Zählen kommt nicht über „eiDS** hinaus. 
Wpr DintTP, die pt /ühlpn soll, nicht unterscheidtMi kann, der kann sie auch 
nicht ziilili'ii. Auch wer /.üblen lernt, muß die Uecbenstcine unterscheiden, 
z. Ii. an ihrer vei-schiedenen Entfornuag vom Tischrande. Die Kecbensteiue 
mUssen vsvsehieden sein, nnd diese Yrndiiedenheit mnfl auch erkannt 
werden. Br&ehte die Abstraktion alle Unterschiede aam Versohwindoi, so 
höbe sie die Möglichkeit des Zählens aut. Andreraeits, wenn das Wort 
^, gleich'* keine Identität bezeichnen soll, nun dann unterscheiden sich die 
gleichen Gegenstände also in einigen Eigenschaften, in anderen stimmen sie 
tLberein. Um das %u wissen, brauchen wir nicht erst von der Verschiedeo- 
lieit su abstrahieren. Da die Gegenstilnde nun doch einmal vcfradtieden 
sein müssen, kommt es wirklich oidit darauf an, ob sie ein bischen mehr 
oder i'in bischen weniger verschieden sind, wenn sie nur überhaupt unter- 
scheidbur sind. Sehen, leibliches wie i^tisti^ts, ist UnterschiMden. Din 
Thomaesche Abstriktinn ist ein Nichtunt.rs heideu, ein Nichts<heu; sie i.st 
nicht eine Kraft der Einsicht und der Klarheit, sondern eine Kraft der 
Verdankelang und der Ymrwirrung. Wenn mit dem Worte „gleich" nickt 
Identit&t, sondern nur eine Übereinstimmung in irgendeiner Hinsicht ge- 
meint ist, so muß angegeben werden oder aus dem Zusammenhange er- 
kennbar Sein, in welcher Ilin-iiht: <:jloich in der Farbe oder gleich un 
Duft usw. Das bloße Wort „gleu h" ist nichtssagend, wenn es nicht irgendwie 
genauer erklärt wird. Und wenn der menschliche Verstand beliebige Gegen- 
stände einander gleichsetzen kann, so ist mit dem Worte „gl^h" erat 
recht nichts gesagt; und was mit dem Gleichsetzen gemeint sei, bleibt 
dunkel. Mm bilde sich doch nicht ein, dnrdi Abstrahieren und Gleichsetzen 
eine größerp rb 'rt "ns1 immune' crr'nphen zu k5nt»pn. als in Wahriieit besteht. 
An den Dingen än Nm I mau dadurcli nichts. Das einzige, was man so er- 
reichen kann, ist Irrtum hinsichtlich der Dinge. Wenn d ts Gluicbheits/eichen 
in der Arithmetik eine so nebelhaft unfaBbare Hedeutung haben sollte, wftre 
es unbrauchbar. Bei den Denkern yon der Art des Herrn Thomae findet 
man, daß sie das eine wollen und auch das andere, das aber mit dem 
ersten nicht verträglich ist. Was w dlpn sie mit dem Abstrahioron erreichen? 
Sio wollen, ja sie wollen tiiientlicii die Id^ntitflt: denn was nützte ihnen 
«iue teilweise Ubereinstimmung, die sie auch ohne Abstraktion schon haben! 

JdiiMbtrfoli« d. D«tt«wlMlft lbtlMiai.-V«riaiuii;uQg. XV. K«ll If. iO 
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aber Emst macheu mit der IdeutitälV ueiu, das woileu sie doch nicht. 
Durch das Gleicbsetsen soUen die Dinge identiiadi werden — als ob sie sieli 
dariD ketoien — ; aber nntencbeidbiur, ja «ntcnoihddbar mHasen sie dock 

bleiben. Und — in der Ausdrucksweise des Heirn Thomas gesprochen — 
das äußere Zeichen dieses schwätlilichen Vorbaltons ist das Wort ,,gleioh.^ 
Warum muß ich denn immer dieselben Urüade wicderholtni V Vor 
nunmehr 22 Jahren habe ich in meinen Grundlagm der Ärühmiiik^) in 
den §§ 34 — 48 ansflUttUeh alles d&rgelegt, was fttr unsere Frage in Be- 
tracht kommt; insbesondere habe ich in § 48 den Grund angegeben, warum 
man durch Abstraktion die Zahl gewinnen wolle. Soll denn allo Mühe 
verppblicli sein, d'w ich mir gegebfn liaLt', so giüiullicli und so eindringlich 
und verstilndlich wit? möglich, Gründe und Gegengrüiide abwägend, diese 
Fragen m erörtern, soll alle Mühe vergeblich gewesen sein? Soll das alles 
in den Wind geschrieben sein? Damals vor 22 Jahren und auch später 
konnte selbst ein Wmentrafi einen wunderlichoi Oallimathias an Tage IQrdem, 
wenn er auf diese Dinge zu sprechen kam. Nnn aber ist es dodi eadUch 
an der Zeit^ sil^ die Sache gründlicher zu überlegen, ehe man etwas schreibt. 
Wenn man meine Gründe widerlegen kann, so tue man es; wenn nicht, so 
verschone man mich — doch ich will nicht un parlamentarisch werden. 
Es gibt, wie es scheint, Menschen, von denen logische Gründe abgleiten 
wie Wassertropfen rem einer O^acke. Anch gibt es wohl Meinungen, die 
obwohl wiederholt widerlegt*}, und obwohl nie ein ernstlicher Versach ge- 
macht ist, diese Widerlegung sa widerlegen, sich immer und immer wieder 
breit machen, als ob nicht« geschehen wäre. Ich hedaufro, kein parlamentarisch 
und liferririsch zulässiges Mittel m kennen, diese Meinungen so in ihre 
Schlupfwinkel zu scheuchen, daß sie nie wieder ans Tageslicht hervorzukommen 
wagen. 



ErUftrung. 

Von J. TuoMAE in Jena. 

Vor 22 Jahren hat mir Herr Frege im 6e8i»r&ch unsweideutig zn er- 
kennen gegeben, daß er mich fBr unfähig hält, seine tieferen Deduktionen 
zu begreifen. Jetzt verkündet er da.sselbe urbi et orbi. Man erfährt, da6 
ich ein srliuüchl icher Denker bin, der in Halbheit steckt, nnd Herr Fr*»p^ 
bedauert nur, nicht parlameuta.risch oder literari.sch zulässige Mittel zu haben, 
Meinungen wie die meinigen in ihre Schlupfwinkel su verjagen, da0 sie 
nicht mehr ans Tageslicht kommen. 

Eine solche Tat ist gewiß der Ausfluß von Gewissenhaftigkeit, die dazu 
zwingt, einen Tiaren nl^ «nicl.en zu kennzeichnen, um insbesondere die aka- 
demische Jugend vor ihm zu warnen, und man wird die Widerlegung 
meiner Ansicht über den so schwierigen Identitätsbegriff durch den Vergleich 
meiner Worte mit der Bede eines Advokaten in einem Mordprozesse als 
eine rein sachliche anerkennen dürfen. 

1) Breslau, Koebner, IHÜi. 

8) Man vergl. auch meine 8chrift Ober die ZahUn de* Hmn H. Sehvlbtri, Jena, 
Pohle, 1899. 
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leh. lialie nieht dis AbMcht in nne Polemik mit Herrn Frage ein- 

satreteu: aus folgenden Gründen. 

Eino solche Ause'mandorset/nng wird nach allen Seiten hin nnt^lo? 
Sein. Herrn Frege gelbst zu ülx'rzeugen wäre ein aussichtsloses Unternehmeu. 
£r geht, wie er selbst sagt, an diese Fragen mit einer im voraus fest- 
«tehemden nnfeldbareii Oewittieit heruL Dmr Steadpimkt der fomialea Axitii* 
metik iat falsch. Ob er sich wirUidi Mflhe geben würde, meine Hnnung 
sa würdigen, ist mir anch fraglieh. Er fragt in seinem Buche, meiner Er- 
innernng nach, mehrere ^fule ..was meinf wohl Tlioniae", Wir haben in 
der Zeit jener Publikation ireundschattiich miteinander verkehrt, sind wöcheut- 
üch mehrere Male zusammengekommen, aber er hat mich nicht ein einziges 
Mal geffragt, was ieh meine. War ihm diese Mflhe au groß? leh halte es für 
Itbetflflsaig, F^eges wegen h^eod etwas so sagen, auch feUt mir die Zeit daso. 

Aber auch für die andern Mathematiker wird die Sache kein großes 
Interesse haben. Der eine betreibt seine Arithmetik, indem er die Regeln 
über die Handhabung der Zahlen einfach anwendet und sich mit ihrer 
Widerspruchslosigkeit begnügt. Ein andrer glaubt nebenbei das „Ding an 
siek^ isr Zahlen m haben, und nmcht sieh darttber seine Gedanken. Aber 
die Handhabung der Zahlen oder des Zeichensystems der Zahlen ist bei 
beiden dieselbe, und jeder ist überzeugt das Richtige damit zu tun. Beim 
Beweise der Transzendenz der Zahl r ist es vf^lHg gleichgültig, auf welchem 
der verschiedenen Standpunkte der Analytiker steht. Deshalb ist das Interesse 
■au einer solchen Auseinandersetzung für den Arithmetiker ein geringes und 
nur der Logiker kommt in Betracht 

Zndem wflrde ich in «nem Kampf mit Herrn Frege im Nachteil snn, 
weil mir die Waffe der ünfehlburkeit fehlt. In dieser Besi^nng aber hat, 
nebenbei bemerkt, m<'ine Plauderei einen kleinen Erfolg zu verzeichnen. 
Yorher hat Frege die formale Arithmetik ein für allemal, also objektiv ab- 
getan. Je^t ist er nur noch überzeugt, sie vernichtet zu haben, er hat sie 
also nnr noch subjektiv abgetan. 

Es wSre eine besondere Erkllrong von mir anf den Auftatz des Herrn 
Frege lucht nOtig gewesen, wenn er darin nur sadilich vorgegangen wäre, 
ich meine, wenn er nur meinen Intellekt in Frage gestellt hfitte. Er be- 
B''hii!dirrt mich aber auch der Unterschlagung, bli habe unterschlagen, 
daü iierr Frege das Schachspiel m Spiel und Theorie spaltet. 

Bei der Abfassung meiner HumonÄke hatte ich allerdings diese Fregesche 
Stialtuttg nicht im QedSchtais, bemerkte sie erst bei der Korrektur, nahm 
aber trotz<]ein keine Veranlassung etwas hinzuzufflgen, um den kostbaren 
riflt/ der Berichte nicht zu ^chr in Anspruch zu nehmen. Das bat zur 
Folge, daß ich jetzt um etwa.s Raum ftlr diese Sache bitten muß. 

Im BiUardäpiel gibt es eine Kunst und eine Theorie des Spieles. Die 
Dheorie beschifügt sich mit den Gesetsen des Rfickstoßes von Kugehn an 
elastisdien Banden oder andern Kugeln, vom Einflufi des Sollens oder der 
Rotation auf diese Gesetse, und wie man mit dem Stoßstock eine bestimmte 
Rotation erreichen kann, usw. Dt r Spieler kfimmert sich wohl wenig um 
die Theorie, er betreibt das S])iel als eine Kunst, die er durch Übung er- 
laugt hat. Aber die Theorie ist da. 

Anders im SdiBchqpiel. Hier gibt es keine Theorie, wenn auch An« 
efttie daau da sind, eine mathematische Theorie aufitustell«!. Sie kommen 
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hiar nicht in Betracht. Das Wort Theorie ist da, abor was bedeutet e>. 
Wpnn in oineni fälltrpn) Scliaclilmchp pft^ht: ..Das Allpaier narnltit pflegt 
ftlr das praktische Spiel iriindts1tii-> ans/.nreirhpn. ]ni theoif-tist/lien Sinne 
bat sich die Frage nach dem Werte dieses Angnties noch nicht erledigea 
Uasen" waa ist da uoter ntbeoretiscb** Terstobeo? 

Das praktische Spiel ist ein gebundenes BpieL Entweder wird ans* 
drücklich festgelegt, wieviel Zeit jeder Spieler auf einen Zog verwenden 
ilarf. «mIit ('S wird .st.illschw<itr«'nd als Ans1andsTi"'*:jfl angenommen, «iaü ein 
bpieler eine angemessene Unk-nkzeit nicht tiberschreitf. Sonst könnte sieh 
jeder Spieler einer Niederlage dadurch entziehen, daÜ er am Zuge so lange 
nachdenkt, bis der Gegner die Geduld verliert, und das Spiel aufgibt. Di» 
Theorie aber ist das ungebundene, das freie Spiel Will jemand den Wert 
einer Zugfol^^'e theoretisi-h studieren, so spielt er, nimmt sich zu jedem Zug« 
so viel Brrlenk'/eit als fr will, nimmt auch einen ^ntaiM-ii Zng «o nft er 
will zurück, um ihn durch einen anscheinend bessern zu er.>!>et/en. Daß der 
Theoretiker über eine gewonnene Stellung ein Urteil fallt, unterscheidet ihn 
nicht vom Praktiker, nur dafi der letztere sich no<di (Üter darin irren wird 
als der erstone. Beweise werden in der Theorie ob oculos dadurch gefBhrt, 
daß ein Spiel so weit und so oft durchgeführt wird, bis der Beweis des 
bohau]it<'ten Satzes erbracht ist. Jedes Problem (Endspiel) kann al> Lvbr- 
sat/, ausgesprochen wenlen, der durch das Spiel erwies^on wird Ein Knd- 
spiel aber ist eine Stellung, die i^nobenbeij einen Gedanken ausdiückt. 

Dies Aber meine Untwsdilagung. — Ich sollte meinen, es ge nüge, dem 
Gegner Dummheit vorzuwerfen, warum auch noch ünterscblagimg. 

Diese Zeilen wurden geschrieben, nach Einsicht der w^tin vier Seiten 
der l're^'oschen Streitschrift. Ich bitte die Redaktion um f^t Währung von 
Platz für meine Erwiderung, ehe ich den Rest der Polemik kenne. Ich 
werde ja aut keinen Fall darauf eingehen, und brauche deshalb das Ende 
nicht abzuwarten. 

Wenn ich erkiftre, auf die Schrift Freges keine Entgegnung folgen au 
lassen, so behalte ich mir doch vor, falls ich no( Ii eine neue Auflage meiner 

elementaren Funktionentheorie erleben sollte, in deren Einleitung die Zalüen- 
frage i twas behandelt wird, auf den oder jenen Einwurf des Herrn Frege 
dort zurin kzu kommen. 

Jena, den 11. 2iovember 1906. 



MltteUungen und Nachrichten. 

Geeignete Mitteilungen wird der Heraus^rel er dtct« mit gr56tem Danke entgegen* 

ueLiiieii. 

1. Akademien. GeaeUBobaften. Vereinignngen. VersamnLlangen. 

Berliner Mathematisohe Gesellechaft. tiitzuti-/ atu ^[i{iir,„h den 
31. Ol'olr )■ 1906. Tagesordnung: Kassenbericht und Bericht der Revision'«- 
kommission. — Neuwahl «le.s Vuj Standes. — Meißner, Einige Bemerkungen 
zu Herrn M. Simons Bericht über die Entwicklung der Elementargeometrie 
im XIX. Jahrhundert. SUemg am JfiMiroeA, den 28, Kovember 1906. 
Tagesordnung. Beschlußfassung über die Schaffung einer Redaktionen 
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kozrunisBioQ. Antrag des Herrn 7. Müller betreffend Veraostaltungeii zu 
Eulers hondertsttui Geburtstage. Fleck, Über einen zahlentheoretisehen 
Saiz^ — Oünt«che, Rationale Tetraeder. 

HaHiematiMCAie Sektion der Btihlesisohen Geselliohaft fOr Tater^ 
ländieohe Kultur. Sitzmifj ani Dirnsiao, dm 20. Kt^vemher 1906. Tages« 
ordniint?: — Vogt, Windscliipfp Rnnmvfrwandtacbafben. — Kneser, Be- 

ruerkiuig über das isoperiiiietajjcbt? Probioiii. 

Mathematische Goscllsehaft in Göttingen. 1. Sitznng am 30. Okt. 1906. 
L. Praudtl bencbtet über die Kuü^tit^ierung einer Studitngtssellschaft für 
Motorluftschiftahrt in Berlin und E. Wiecbert über den gegenwärtigen 
Stand des Laft^icliiffprobleins. — 2, SUztmg am 6. Nov, 1906. C. H. Mttlter 
trttgt vor über die Anfänge der Eoathematiscben Elastizitätatbeorie. — 3. Sitzung 
am 13. Kop. 1906. P. E bren fest referiert über das Boltzniannscbe i/-Thcorem 
uud zeii:t an einpTn »»iiifacbon Beispi»^!. daß die d!icrPL:»>ii erhobenen Einw&ode 
einen iiiueren Widei-spruch in dvniselbeu nicht aut/,figen. 

Versammlung von Lehrern der Mathematik an schweizerischen 
Mittelschulen. Am 20. Oktober d. J. fand unter dem Vorsitz von 
Professor Fehr eine Versammlung der schvvi i/.eristhen Lehrer der Mathe- 
matik in Basel statt. Es wurden folgende Vortrüge gehalten: Otti, Über 
die Tierstelligen Logarithmentafeln und die Dezimalteilung des Winkels im 
Mittelschulunterrieht-, — Kollros, Über die reine Mathematik und die 
Approximation. Fernnr fand eini' Debatte übor die im mathematischen 
und naturwibseuscbatilicbt'U Uuturricht nötigen lielunatn statt. — Es wurde 
beschlossen, die nächste Sitzung im Herbst 1907 in Basel abzuhalten, 
gleichzeitig' mit der dann in Basel tagenden Versanunlang Deutscher 
Philologen und Schulmänner. — Professor Vehr wurde als Vorsitzender 
wiedeigewfthlt. 

San Francisco Section of the American Kathematical Society. 

Am 29. September d. J. fand in der Universität von Culifomien die 10. 
ordentliche Sitzung der San Francisco Sektion unter Vor it/ von Prof. 
R. E. Allardice statt. Die wissenschaftliche Tagesordnung lautete: 
Allardice, Additional noie on the multiple points of unicursal curves. 
— Blich fei dt, A tbeorem concemtng the Sylow sub-groups of simple 
gronps. Haskeil, Od the collineation ^roup belonudng to triangles 
quadruply in perspective. — - Hoskins, The etiect of viscosity on the 
propafration of froc \i';r;itions in an elustic solid. — M;nining, On the 
Order of priuiilive gruups. — Moritz, On the sjmbolic represeutation of 
quoticntial coelBcieuts of the second order. 

Fflr das kommende Jahr wurde Professor Wilcsynski xam Vor- 
sitzenden gewUlilt , und es wurd>> Ijescblossen , die nächste Sitzung am 
23. Februar 1907 in der Stanford Universität abzuhalten. 

British AMoeiation for the Advancement of Scienoe. Die 

7G. .Jahr* sversammlnnit der British Association for the Advancement of 
scienr« fand vom bis 7 August d .T. 7n York in England statt. Den 
Vorsitz der Abteilung für Mathematik und Pbysik führte (iriffiths. 
Von mathematischem Interesse waren folgende Mitteilungen: Henrici^ 
On the notatiott asd nse of Teotors. — Hills and Larmor, On the 
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irregulär motioii of the earth's pole. — Dison, Expnanons in prodncto 
of oedllatoiy fnnctions. — Hudson, On the motunt of a particle in a 

cycloTie. — riinningham, On hrppreren nurabers. — Forsyth, Od the 
Lagrango equation. — Mac Mahon, Two new syrametrie functions. — - 
Hilton, Finite groaps. — Bromwich, On multiple series. — Bicbard- 
son, Hany ▼eliied fonctioiu of renl vuinUea. — Lodge, On inollMdi of 
eompnting BeMel fnnctions for Inrge valnes of the argnment. Betrefik 
der nächsten JahresTerBSrnmlaagen wurde beschlossen, 1007 in Leicester, 
1908 in Dublin zu tagen und 1009 -"i^m dritten Male Canada zu besoehen, 
wo die Sitzungen in Winnipeg stattfinden sollen. 



8. PNiBanllsabeii und gekrünto FnlasolirllteiL 

(Taeat) 



3 . H 0 ch s c h u 1 n a chri chte n . 

Bayerische liehramtBpriilung in Mathematik und Physik, Oktober 
1006. Zum ersten Abschuitt (Zwischeoexanien) hatten «ich 94 Kandidaten 
angemeldet, Ton denen aber 22 tot und während der schnfCIichen Prüfung, 
die 29 Stiuiden Klansuinrbeit beansprucht, zurücktraten. Von den 72 ins 
mündli< lie Examen Getretenen erlangten 3 die Note I, 35 die Note II, 29 dip 
liote III, 5 bpstandon iiifht. — Zur zweiten (Schluß-) Prüfung waren 
6t Kandidaten geratjldet; aber 1 war vor dem Termin gestorben ^ 8 waren 
iurückg»'tretüu, sodaß auch ihre eingereichten wissenschaftlichen Arbeiten 
ungültig geworden sind, 5 wurden sehon wegen ungenügender Arbeit surilck- 
gewiesen. Die übrig gebliebenen 47 Kandidaten erzielten um so bessere 
Kesultate: 7 die Note I, 28 eine II, 10 eine III, 2 bestanden nicht. Nur 
ein Teil der 45 Lehramt^-praktikanton kann und will an den an liaN-erischen 
GymnaMen bis jetzt eingt'tülirten mathematisch- pädagogischen Seminaren 
Aufnahme finden. — Übrigen» i»l zu bemerken, daß die hier aufgeführten 
Zahlen statistisch insofern etwas zu hoeb sind, als sie auch einige wenige 
Kandidaten aus frflheren Jahrgängen umfassen, die Sur Aufbesserung ihrer 
Noten das Eiamen wiederholt haben. 

Universität Neapol. Professor P. Del Peszo (hfihere und Differential- 
Oeometricl und ProfVssin* D. Montfsano fprojektlTe und synthetische 

Geometrie» halten ihre Lohrstühle ausgetauscht. 

Promotionon amerikanischer Mathematiker in Europa. Während 
der letzten sechs Semei>ltjr tnuilen folgende Promotionen amerikauisicher 
Mathematiker in Europa statt: J. W. Bradshaw (Straßburg, 1904), Über 
die Fl&ohendichtigkeit der Elektrizitftt auf unendlich langen Zylindern. — 
J. L. Coolidge (Bonn, irtOl"). The dual projective geometry of elliptic 
and .'<i»h''i iiul Space. — F. J. Dohmen (Greitswald, 10O4), Darstellung 
der Berührungstran >fnrmationon in Konnexkoordinaton. — D. C. Gillespie 
(Güttingen, 190ß\ Anwendungen des ünabhängigkeitsatzos auf die Lösung 
der Diffsorentialgleichung der Variationsrechnung. — A. L. F. Wer&ioko 
(Gottingen, 1904), Über die Analysis situs mehrdimensionaler B&ume. — 
W. D. A. Westfall (GöttingsD, 1905), Zur Theorie der Integrslgle&ohungea. 
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4. Personalnaohrlclitäii. 

Bmeimiuigen, AnBseiolinimgeii usw.: 

Dr. J. Adamc/.ik, o. Professor ffir darstpüpnde Geornetrio und Cloodasie 
an der Montanistischen Hochschule in Pribram, wittIh zum o. Professor 
der Geodäsie an der deutschen technischen Uoch^hule in Prag er- 
nannt. 

Professor L. Biancbi, an der üniversitit zu Pisa, wurde zum Mitgliede 

des R. Istituto Yeneto enaimt. 
ProfBSSor Dr. W. Fiedler am Eidgenössischen Polytechnikum in Z&richf 

wurde von der Bayerischen Alcadrmie der Wissenachaftea in München 

zura koiTespondierenden Mitgliede gewählt. 
Mgstr. T, Friesendorff, Privatdozeut an der Uaiveriiiüt St. Petersburg, 

wurde vam a. o. Pjrofeesor der angewandten Hathematilc am elektro> 

tedmisehen Inatitttt Eaaeer Alezander in. nx 8t. Peterriiinrg emanntb 
Ptofeasor A. S. Gale wurde nun Professor der Mathematik an derBoeheatar 

Universität ernannt. 
Sir David Gill, ,,PuyHl Astronomer"* in Südafrika, wird aich demnächst 

von seiner Stellung zurückziehen. 
Professor A. 6. Green hill erhielt Ton der Royal Soeiefy in London die 

Gopley-Medaille. 

Dr. W. Kohlrausoh, Fiivatdozent an der Universität Kostock, wurde zum 
Dozenten für mathematische Phjsik am Telegi'aphw-Yenrachsamt in 

Berlin ernannt. 

Dr. W. Philippe Lacfriila. Astronom der Sternwarte in Lyon, wurde sum 
Direktor der Sternwarte in Quito ernanut. 

Professor Dr. M. Lerch an der TJniyeraitftt zu Freiburg (Schweiz) wurde 
als Nachfolger des in den Buhestand getretenen Profeesor A. Sncharda 
zum 0. Professor der MaÜiematik an der tschecfaisofaen Techniachea Hoch- 
schulf in Brünn ernannt. 

Dr. M. .t. H. Oglnirii wiuile zum ao. Professor der Mathematik an der 
Lehigh Universität ernannt. 

Dr. T. Oppolzer, a. o. Professor an der ünsTersit&t Lmshmck, wurde som 
o. Professor der Astronomie dtselhst ernannt. 

Plrofessor Dr. M. Planck an der UmTersitftt Berlin wurde zum aus- 
wärtigen Mitgliede der schwedischen Akademie der Wissenschaften in 
Upsala geAvählt. 

Professor E. Segre, au der Universität zu Turin, wurde zum Mitgliede des 

R. Istituto Veneto ernannt 
Or. F. Streints, a. o. Professor an der Technischen Hochschule zu Qias, 

wurde zum o. Professor daselbst ernannt. 
Professor Dr. A. Trowbridge wurde als Professor der mathematischen 

Physik an die Universität von Princotou berufen. 
Professor Dr. Vogel, Direktor des Astrophysikaltschen Observatoriums in 

Potsdam, wurde zum korrespondierenden Mitgliede der Bayerischen 

Akademie der Wisseoscbaften in Mflnehen gewttlt. 
Dr. H. de Vries, Professor der Mathematik an der technischeo Hodischule 

in Delft (Holland), wird zum 1. Januar 1907 als o. Professw der 

Mathematik an die Universität zu Amsterdam übersiedeln. 
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Habilitation : 

Dr. T.aiic hat --(Ii mit ©in^r Antrittsrede über dio Entwicklung clor 
Elektriüiiütsth'ont» nudi Maxwell und Hertz an der Universität Berlin 
ala Trivatdozcnt der Plivsik habilitiert. : 
Gestorben: 

Dr. Thomas Harrison, Professor Mathematik und spftter Kansler der 

UDiver>itut in Neu-Brannschweig, ist am 18. September d. J. im Alter 

von GH Jahren gestoHien. 
Professor Dr liiidwig M atthi of;s en in Rostock ist daselbst am 14. No- 
vember lyUG im Alter von 7(» .Jahren gestorben. 

5. Vermischtes. 

Steiner-Gedcnktttfel. Nach'leni Prof. Dr. J. H. Graf-Beni, wie au? 
seiner Publikation „^^eiträge zur Biographie Jakob Steiners, Mitteilungen 
der Naturfurscher- Gesellschaft Bern 1905" hervorgeht, das Sterbehaus 
Jaltob Steiners in Ben festgestellt hat, ist vom Verschönernngsv^neiD dieser 
Stadt am Hause Kramgasse Nr. S8 eine nett ausgeftüirte Gedenktafel mit 
folgender Inschrift angebracht worden: „Tu diesem Hause starb der Mathe- 
matiker Jaknh Steiner v. Ut/P!ist<irf. — Professor und Mitglied der 
Akademie zu H*>r!in. Oeb. den 18. .Mar/ 1 TD«. — Gest. den 1. April 1863.'' 

Dieser Akt (h r l'ictüt get/en den große» Forschor s^i hier lobend erwähnt. 

Jahrhundertfeier der Technischen Hochschulen zu Frag. Am 
9. November d. J. begingen die deutsche und die tschechische Technische Hoch- 
schule die Jahrhundertfeier der im Jahre 180B erfolgten GrOndinig der 
Ptager technischen Hochschule. Die Grfindung der tschechischen Hochschule 
besw. ihre Abzweigung erfolgte bekanntlich im Jahre 1869. 



Literarisches. 

L Notizen imd Besprecliiiiigeii, 

H. Buxkhardt, Sntwloklungeu nach oMdlUereiuSen Fnnktioiiea 
und Integration der Diffeventialgleiohtingen der mathematieohea 

Pliysik. Bericht, erstattet der Deutschen Mathematiker- Vereinigung. X. Band, 
n. Heft. 5. Lieferung. fS. 1073—131*2.) Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Das vorliegende Heft bringt zunächst drn Bericht über die Einfübnmg 
der Methoden der französischen mathematischen Physik in England bis zum 
Auftreten Lord Kelvins, also bis zu dem Punkte, mit welchem dieser 
Assimilntionsprozefi als abgeschlossen gelten kann« Von da an schien mir 
die bis dahin festgehaltene synchronistische Behandluugsweiae unsweckm&fiig; 
ich habe daher angefangen, die einzelnen Zweige der niathematiMihen Physik 
einzeln ?n besprechen. So ist im vorliegenden Heft die Tjehr*» von der 
Wiirmeleitnng samt ihren physikalischen Anweiidutjgen bis auf die Gegen- 
wart verfolgt und eine entsprechende Behandlung der Lehre von der 
Elektrizitfttsleitung begonnen, soweit sie von der allgcmMuen elektro- 
magnetischen Theorie losgelSst werden kann. Das nAehate Hefb aoll dann 
diese zti Endt^ führen und in entspreohwder Weise die Probleme der Hydro» 
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Dynamik und der ElaatisitSt behandeln, ein folgMides Optik und ElektrcK 
magneÜBuras, das letste die abstrakt mathematiachen FormuliarnngeB. 
Ztfarioh. H. BvRKEARzrr. 

SngUache Ausgabe Ton Zoenigabergezs Helmbolts-Blograpliie. 

Von der gioßen dreibiindigeik flelmbolta-Biographic, die Koenigsborgor TOr 
einipen .Tnhren im Vprla^^e von Vipwep iin<l Sohn in Brunnsclnvf>ig' horans- 
gegeben hat, ist eine » iiglischr Ausgabe erschienen. Der Text ist nur ganz 
unwesentlich gekürzt worden; die Übersetzung hat Francis A. Welbj be- 
sorgt. Der eogliscben Ausgabe, die im Verlage der Clarendon Press zu 
Oxford ersehien, ist dne Vorrede ans der Feder Lord KelTins beigegeben» 
in der auf die vielen Verdienste hingewiesen wird, die Helraholtz auf dem 
Gebieto d>^r biologischen und mathematisch -physikalischen Wissenschaften 
sich erworben hat. 

Leon, Dr. Alfons, Assistent an der k. k. Tochnisrhon Hochsehnle in 
Wien, Frosemiuaraulgaben aus der Elastizitätstheorie. >Iit 12 Text- 
figuren. 65 S. 8". Wien 1906, Karl Fromme. 

Das vorliegende Bftndchen enthfilt eine Folge von sechs kleinen Studien» 
welche in das Gebiet der ElastintStstheorie gehören und au ihrem Studium 
ond zu ihrer Übung auregen sollen. — In der ersten Aufgabe werden die 
Bpannnnffen und Formändemngen einf»r Hattnn? von c;b'i''bniiißig sich 
drehenden Kotationskörpern nntersueht. denn ^f^rMiauschnitt eine Kurve 
■vierter Ordnung ist, welche aber in besoudereu i aiien in eine Ellipse und m 
eine Oerade fibergehen kann. Die Übrigen Au^ben behandeln: „Spannungen 
und Formänderungen einer um eine ihrer Achsen rotierenden elliptischMi 
Scheibi ". „Spannungen und Formänderungen einer rotierenden Kreisscheibe''*» 
„Über dii^ Olpichgewicht einer Kf'rrf'lsrheibe, wenn die Temperatur eine 
Funktion des Hadius ist'', ,.t''l'pr das elastische Gleichgewicht (Miier Kreis- 
scheibe, in welcher die Temperatur in besonderer Weise von zwei V'er- 
inderlichen abh&igt" und „Über das elastische Qleicbgewicht einer rotierenden 
rechteckigen Platte". 

Leotkj Dr. Alfons» Assistent an der k. k. Technischen Hochschule i& 
Wien, Spantraxicen und FormKndomngeiL einer um einen ihrer Durch- 
messer gleic!inirißiu sjrli drehenden Kreisscheibe. Mit 5 Textfiguren. 38 S. 

8» Wien 19<>G, Karl Fromn>e. 

Die vorliegende Stndi'* h-'untwurfft dif» Fmirf nach dem elastisr-hen 
Gleichgew iclit einer um einen ihrer l-)urchinesser gleichmäßig sich drehenduu 
Ereisscheibe. Die Formeln für die Spannungen und Formänderungen werden 
explizit angegeben, und im Anschlüsse an die mathematische Ableitung sind 
Zahlenbeispiele und Abbildungen zu finden. 

Bwald Horn, Vevseiolmis der an den hSberen Iiehranatalten 
Prouflene eingeführten Schulbücher. Im amtlichen Auftrage herau.s- 
gegeben. Zweite Auegabe. ( I V u. 1 16 S]. gi. 8. B. G. Teubner, Leipzig 1906. 

Die erste Ausgal)e des im amtlichen Auftrat''' lu ratis.jpwhpnen Ver- 
zeichnisses der an den höheren f,»hrfinstalten FrcnÜrtis ••iii;^" tnliiten Schul- 
bücher erschien im Jahre 1901. Die vorliegende zweite Ausgabe ist nach 
denselben Grundsätzen bearbeitet worden, nur sind den Titeln laufende 
Nummern beigegeben worden, die eine rasche Übersicht und Verweisung 
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«rleichtetn. — In XMII werden die raaihematisclieii Lehr- und Übungsbftcher 
nebst den Logarithmentaff^ln iiufge/.ählt, die gegenwiirtii: in Preußen auf 
höheren Schulen eingeführt sind: sie umfassen die Nummern 76H — 864 
(Lehr- und Übungsbücher) und 865 — 882 (Logarithmen). Am Schluß ßndet 
flieh eine Überaicht über die einzelnen Provinnm. DaB das Veneichnis 
und die Übexsieht einen sehr wiUkommenen und interessanten Einblick in 
den Untenichtebetrieb gewUhrt, bedarf keiner besonderen Ausfflhrung, und 
so wird die mühevolle Arbeit des Verfassers, des bekannten Vorstehers der 
köniplicben Auskunt'tstelle für Schulbücher dos höhereu Unterrichtswesens 
in Berlin , auch außerhalb des Kreises der Schule und der Bchulverwaltung 
Beachtung finden. 

Elementare kosmische Betrachtrungen über das Sonnensystem 
und Widerlegung der %'on Kant und Lapiace aufgestellten Hypothesen 
über dessen Entwickeluugsgeschidite. Einige Vorträge von Professor 
Dr. Gustav Uolzmflller. Mit 8 Figuren im Text [VI u. 98 S.] 8. 
B. 0. Teubner, Leipzig 1906. 

Den Inhalt mehrerer Vorti'ftge, die ich in einigen Vereinen dentacber 
Ingenieure und im natorwissenschaftlicheu Vereine zu Krefeld gebaUen habe, 
lege ich hi'^miit oinrm größeren Leserkreise vor. Größere mathematisebe 
Vorkenntnisse sind nielit iinhedinjrt erforderlich, wohl aber ist einige Übung 
auf dem Gebiete der Gymna^ialmathematik erwi'inscht. — Zunächst versuche 
ich die dru Keplerschen Gesetze der Planeienbewegung eingehend su erlftutem 
und dae Newtonsehe Gesets als die Ursache der elliptiaohen Bahnfocm hin- 
zustellen. FQr den Fall der Kreisbahn wird vorläufig das dritte Keplerscfa» 
Gesetz bewiesen nnd mit sfiner Hilfe die Sonnenniasse als das etwa 
000 fache der Erdma.SHe bereclmet. — Unter dem Einkdrperprüblera 
verstehe ich die Bewegung eines Weltkörpers, der dem Newtonschen Gesetze 
entsprechend nach einem festen Baumpunkte gezogen wird. Zunidist 
wird der Fall der geradlinigen Bewegung eingehend bebandelt Daran wird 
sofort die von Robert Mayer gelehrte Wärmeumsetzung erläutert, die beim 
Aufprall von Meteorsteinen erfol«:!, auch die von Hrlmholtz erda<bte TTm- 
setzung der Gravitation sarbelt in Wärme. Die Berechnung des Wärmevor- 
rates der Sonne wird durchgeführt. — An dieses interessante Übuugsbeii>piel 
schließt sich die allgemeine Behandluug des EinkörperproblMna au. Blementar 
wird bewiesen, wie die Bewegung auf Kegelsdmitte itthrt, in deren einem 
T^rennpuukte sich das anzieliendo Zentruni befindet. Das Prinzip von der 
Erhaltung der Arbeit wird dabei formuliert. Sehließlich wird fOr die Um- 

laufszeit die Formet t — ahgeleitetet, wo o. die lingeie Halbachse 

der Ellipse und g die Anxiehungsbeschleunigung im Ferlhel ist. Durch 
Division f&r zwei Fftlle folgt das dritte Keplersche Gesets gana allgemein. — 

Daran schließt sieb die Behandlung des Zweikörperproblems, wobei das 
Schwerpunktsprinzip zur Erläuterung kommt. — Im Interesse des Dreikörper- 
problem.«! wird ein Satz tlher die Störungstheorie eingeschaltet und mit seiner 
Hilfe das Problem der Ebbe und Flut behandelt und auf die Berechnung 
der Mondmasse angewandt. Das Dreikörperproblem selbst wird mit den 
drei Fkinzipen erltutert, aueh fiber das «t-KOrperproblem das Wichtigste ge- 
sagt — Darauf folgt die DarsteUung des jetiigen Znstandes der SoBue 
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nach den neuesten Forsch uogen beobacbteuder und rechnender Art. Den 
AbsdilnB bilden die Hypothesen tob Kant und LapUce ttber die Entp 
wii^elnogsgeschichte des Sonnensystems, die einer eingebenden Kritik unter- 
worfen und als umrissenscbaftUohe Phantasien abgelehnt werden. Die 

Auswahl alles dcs.spn, was vorher dargostpllt \\'nrdp, war nur in der Absicht 
eiibl^^, diese Kritik zu ermöglichf n. Schlußbemerkungen naturwissenschaft- 
licher und philosophischer Art vollenden das Ganze. Möge es dem Leser- 
kreise einige Anregung gewahren, den LebrerlEreisen apber zeigen, wie die 
Blementarkenntnisse die Behandlung des Gegenstandes in der Bdinle ermdgliclien. 
Eine mit höheren Hilfsmittdn arbeitende Widerlegung der Kant-Laplaoesdmk 
Theorien behalte ich mir vor. 

Hagen i. W. Gustav HolzmOllbr. 

Mathematisohe Annalen. Die vergriffenen Bände 3, 4 — 7, 31 — 33 

und 50 — .53 sind Yom Verlage auf dem We^e des anastatischen Neudruokea 

wiodpr ('T'/mx/A worden und durrh allf Biu'li Handlungen zu beziehen. 

Bedaktionswechsel der Annalen der Physik. An Stelle des ver- 
storbenen Professor Dr. Paul Drude, der die letzten Jahre die Kedaktion 
der Annalen der Fhjnk (Verlag von Job. Ambrosius Barth in Leipzig) iü. 
Binden hatte, bat Harr Frofesscnr Dr. W. Wien in Wftrxbnrg als Haupt- 
redaktenr die Leitung dieser Zeitschrift übernommen. 



2. B1leh«nduiiL 

Ailery A.9 Theorie der geometriicben Eonstniktionm. Mit 177 Figuren. Till« 

801 ß. Leipzig 1906. J( 9.—. 
Barnes, E. W., A^mptotic expandon of integral funotiona defined bj Taylor*» 

serieK. 6 s. 

Beadt, Fr., Gmndsfige der Differential- und Integralrechnung. S. verb. Anilage. 

Mit 89 in den Text gedruckten Abbildnngcn. XVI, '268 S. Leipzig 1906. 8.—. 
B#i*ni«telii, B«, Le» courbea du troisiem« di n^r-'. T}i?'3e. Besan9on 1906. 
BlascbkOy E«, Vorlesungen über mathematische Statiatik. Mit 17 Textfigureo u. 

5 Tafeln. Tm, S68 8. Leipzig 1906. Jf 7.40. 
Berlins, J., Zur Theorie der Filarevoluten und Parallelkaren ebener Und tpUkiieher 

Kurven. DiHsertiition. Lund 1906, 1 Kr .'»0 0re. 
Burkbardt) U», Fuuktionentbeoieti^be Vorlesungen. 2. Bd. Ellipti^ciie l'unktioneu. 

% dorebgeRehene und verbesserte Auflage. XVI, 874 8. m. Fig. Leipzig 1906. 

J^. II.—. 

Bttrkl »'u, {). Tb«, Autf^abensammlunp znr analjtisdien Qeometne de* Raumee. 

Mit 8 Figuren. 98 S. Leipzig 1906. M 0.80. 
Csnber, E., Vorlesungen über Differential- und Integralreehnung. U. Band. 

».sorgfältig durch i^f ^ liHne Aut lage. VllI, 632 S. m. 87 Fig. Leipzig 1906. .4C 11.—. 
Bmde, P., Lehrbuch der Oi tlk. 2., erweiterte AuOage. Mit 110 Abbildungen 

XVI, 638 S. Leipzig 1906. M 12.—. 
Buroge, U., Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen veriLnderlichen 

Größe. In 6. A'jflage neu bearbeitet von L. Maurer. X, 886 8. m. 41 Fig. 

Leipzig 1906. M 9.—. 
Eggeuberger, J«, Beiträge zur Darätcllung des Bernoulliecben Theorems dar 
GammaiFunktion und des Laplaeesehen Integrals. 8. Auflage. 78 8. Jena 1808. 

»f l.bO. 

FieldH, .1. C'h., Thcorj of the algebraic functions of a eompiez variable. 186 8. 

Upsala 1906. JC12.—, 



Digitized by Google 



eoo 



Literwisches. 



Fncb»9 ^9 Geeammelte matheiioAtische Werke. Heraneg^ben Ton "Bläh. Foche 
und L Seiilt^-,-üf?«'r. ü. IUI Abhantlhmgen 1875—1887. Redigiert von L. 

SchlesiDK^-r. X,487 S. Herlin l'joe. 30.~. 
Clepp, U.) über IiivcrsioiiüsummeQ. Diesert. 40 S. Gießen 1906. 
^tejrger, E», Lehrbuch der dareieHenden Geometrie, für den Gelirauch an technischen 

HochHclnilcii. niiltlcron fjeweiMirhfn Tinhianst&lten, KunBtgCiVf'rheHchulen, F<Frt- 
bildungsBchuieu usw. und füi- das äelbststadium. XVlIi, 321 S. Leipzig 1906. 
Ji 8.—. 

Harbraer^ K»f Die praktisclie G^^ometrie (Feldmeftkonit). Mit IBA Zetchnnngea 

und r, Tafeln. IV, 186 S. Wien 1900, 4 . 50. 
üenipel, J.y Schattenkonatruktionen für den Gebrauch an Baugewerkschulen, 
Gewerbeschnlen und ähnlichen Lehranstalten sowie zum Selbstunterricht. Mit 
61 Teztfig. n. 90 Taf. praktischer Beispiele in Lichtdraek. IV, 60 S. qner Folio. 

Uf'rriuuua, G.^ Die graphische Theorie der Turbinen und Kreiselpumpen. 3. Aufl. 
Mit 68 Abbildungen und 7 lithographierten Tafeln. VII, 218 S. Berlin 1906. 
JC 8.-. 

Heiiu, K.^ Lehrbuch der Mechanik Kinotnatik. Mit piner Einleitung in die 
elementare Vektorrechnung. Mit 94 Texttitruren. XV'i, Leipzig lituH. .M. a. — . 

Holzuiüller, 0,y Elementare .koHmische Betrachtungen über das Sonnensystem 
und Widerlegung der Ton Kant und Laplace anfgestellten Hypothesen flbar 
doHscn EntwicklnTu-^^eschiehto, Einige Vortafige. Tl, 98 S. m. 8 Fig. 
Leipzig 1U06. ^ic i.üO. 



3. Zeitschritteuschau. 

^Von dem Inhalt der Zeitschriften werden nur die Aufsätze erwähnt, welche dem 
Gebiete der mathematischen Wissenschaften angehören.) 

Coniptos rendaü hebdouiuduire» den i^eance» d» PAeadöniie des aeiences« 
Tome 142. [1 Janvier — 14 Mai 1906.] 

C. Guichard^ Sur ia <!« formation des quadriques. — Auric, Th&utene aar !«» 
fonctioü'« enti?>re3. — M. Lercli, Sur tliiVirenics de Sylvester conccmant Ic 
«juotient de Format. - J. Hadamaid, 8ur les transformations planes. — W. 
Siek lo V, Sur le mouvement nonstationnaire d*ttb ellipsoTde de rdrolntiott oni ne cbaage 
pas sa fignxe pendant le raouvement. — Edmond Seux, Sur la atabiHW des aero- 
planes et In coustruction rationnelle des plana sustentateurs. — Bouquct de la 
Grye, Sur latterrissage des a^roplanes. — Mascart, Sur los rajons N. — E. 
Oouraat, Sur les integrales infiniment Toisinea des t^quationa anz dArivdes 
partieltee. -~ E. Merlin, Sur \-u>^ famille do rdaeaux conjuguf^s k unc memo 
conprtjcnce. — (i. ZiMuplcu, Sur 1 ii)i|>nH8ibilite des ondes lie clioc m'^atif d.iTm 
les ga,6. — A. Krebs, Condition» d'^tablissement et d'applicatiou d un amortis^ieur 
progressif ä la Suspension des T^hicnles aar ronte. — A. Korn, Sur un thdorfeme 
relatif aus dcrivees secondes du potentiel d'un volume attirant. — C. Guichard, 
Sur certHins sygtemes de ccrcles et de spheres qui se pr^seutent dana la deformation 
des quadriques. — Gambier, Sur les equationa ditferentielles du second ordre 
4on( riDt^prale gdniSrale eat UBifbrnie. — P. Duhem, Sur les quaei*ondes de cboe 
et la distiibution den t'Mnp^ratnxee en ces quasi-ondes. — E. Holmgren. Sur un 
prolili'^mn rin rah ul d* ■< rariations A. Korn, Solution g^n^rale du proltl. rm^ 
d'equüibre daus la theorie de l'^lasticite, dan« le caa uü les dcplacemonts des point« 
«le la sorface lont donn^e. — P. Helbronner, Sur quelques x^ttate de la 
ttiangulation du maft»if Pelironx I.Criti«!. — P. Duhem, Quelques lemmes relatife 
anx q-insi ondes de choc. — K. Maillet, Sm los fonctionä entieres. — L. llemy, 
Sur ua hessieu hj'pexelliptique. — A. lioulauger, Extinctiou do l'onue solitaire 
propagee le long d'un tube horiaontaL — Batt, DÄermination atmultande de deux 
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pointfi au nioyr-n ilcs coristmctinns }?raphii]iu'<; ü {fraiido i.-clirlle. .1. HouHHineHi[, 
Propagatiou du mouvement autour d'ua ceutre dans uii miliou elaittique liomogeue 
et isotrope 1) Stade da Vonde con^latiTe max verifttions de dentittf. — P. Duheiq, 
Sur une ineKalite importante dana l'etude dee quaRi-onde^ de choc. — P, Boutroux, 
Sur rindetenninaiion d'iine fonction au voisinage d'une sinf^ilarit/- trnnscendante. — 
L. Fejer, Sur la serie de Fourier. — H. Dulac, lutugrales d une equatioa diffcrentielle 
du« le Toinnage d*im point dicritiqae. — P. Faton, Sur rappUeatioii de l'Anelyve 
de Lejea&e Dirichlet aux formea quadratiqnes ä, coefficients et ä indi-tormint-es 
fonjugnc'ee. — Th. Banachie witz, Sur nn ra? parti'-.ilicr du problöme des n 
corp«. — L. Fredey, Sur la ^ignitiration cxacte dxi princiiie <io (>arnot. — A. Korn, 

Sur ies vibrations d'un corpa el&ütique duut la »uxface est ea repo». — Ivar 
Predholm, Sur la th^rie des speetre«. — Q. Humbert, Sur qnelquea coiuvqiira«^ 

urithmctiques de la theorie des fonctious abeliennes. — J. Boussiuesq, Propagation 
du mouvement nntnur d'nn centre dans un milieu f'lastiqne homogene et isotrope 
2) Ktude de Tonde produile nanK cbangemeots de deneite. — B. Bai Hand et 
E. Hathia«, Sur la earte magn^tique dei Des Britaiuuqaei. — L. Biftuehi, 
Bvt la diToruiution des ({uadriques. — S. Berusiein, Sur l08 fiingalarit^g de« 
Bolntif)tis des «'quation» aiix d-'rivres partielles du type elliptique. —.1. Boiissinesq, 
Propagation du mouvement uutoor d*ttii centre dana uu milieu ^lastique homogene 
et isotrope 3) Caractäres de Tonde totale. — P. Dnhem, Sur Ies qiiaai>oiides de 
choc uu sein des fluides mauvais conducteuvs de la chaleur. — V. Voltorra, 
Sur lee fonctions fiiii d^pendcnt d'autres fonctiona. — J. Jubel-U^noy, f^iir \n 
aftizes des xacines d uu poijDome de degre n et du polynome deriv^. — T. Boggio, 
NoQTelle rAolvtion du problftme de Tindoction magnetique pour one sphiace 
isotrope. — P. Dubem, Sur les qaasi-ondes de cboc «a «ein d'un fluide bon 
condnrtcnr de la chaleur — O Tarry, Sur un carrd raagiqne — E. Goursat, 
Sur la theorie des caract«^ristiques. — L. Zoretti, Sur les ensembles discontinos. — 
P. Fatou, Sur le ddveloppement en s^rie uigonumt'triqne des fonctiona non iatd- 
iprables. — L. Hemy, Sur les »urfaces hyperoUiptiqucs detiniet par les fonetions 
interm<'diaires sin^^ulit re«. — V. H. Schoute, La reduction analrtiqne d'nn systöme 
quelconque de lorces dans un espace a n dimensions. — E. Maillet, Hur les 
fonctiona hypertransceudant««. — E. Picard, Sur quelques probleme« de Pbysique 
mathämatiqne qni se nttacbent ä t'^qnation de Fredholm. — G. Bigourdan, Sur 
un niny. n de contrMer un Systeme d'horloges synchronist-es t'lcctriqncmr'tit". — 
J. Clairiu, Sur les transformations de Bystemes dVquations aux deh^ees partielles 
du second ordre. — E. Fabry, Courbes algebriques ü torsion constaute. — H. 
Taber, Sur les gronpes r^ducMbles de transformations Unfaires et homogenes. — 
n Lory, Sur rcquation de Laplaoe ä doux %nnal>l's C Guichard, Sur les 
vari.'t- s doublement intinios de points d'une quadrique do rcppare a quatre 
dimensions applicablen sur uu plan. — M d'Ocague, Sur un theoreuie de J. Clark. 
— A. Bahl, Sar 1» g^n^Hsation des a^ries trigonomdtriqnea. — L. Sohlesinger, 
Sur certamas söries asymptotiqoei^. — Jouguet, Sur rai-ctUeration des ondes de 
choc «phf'riqucs. — A. Blondel. Application du principe de la superposition a 
la tTUusmiesion de» couraut» aliernatiJs sur uue lougue ligue. — E. Guyou, Sur 
nn e€ei singnlier dn frottement. — P. Vieille et J. Lionvilte, Inflnenee des 
vitesses sur la loi de deformation des m^taax. — Haton de la Gonpillidre, 
Centres de gxayit^ de sjst^es discontiniis. 
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Carlo Claaseii, (Hau« Bink), Torino. Catalogo aatiquario Nr. 188. Matamatica, 

A>trütir»una, FiPitM. 

Cinstav Forky Leipzig, Sobloßgaasc 7/9. Antiquariatfi- Verzeichnis Nr, 2d3. 
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A« Hermaiuii Paris, Rue de la Sorbonne 6. Catalogue d'ouviages, memoires et 

colleetions «or la pbysiqoe. XXIX* aan^ 1906, Nr. 87. 
F«rdlnanil SdiSttingh, Osnabrück. Lag«rka4»log Nr. 77. NatnnriweuichalUB 

(. . . Astronomie, Mathenmtik, 
Henry Soiheran and Co., London, Uü, Strand. W. C. Bibliotbeca chenuco- 

mstiiematiea. Pait L (Nr. 666). 
B. O. TMiliner^ JMpag. Ifittoilnngen. 89. Jabigaag. Nr. 8>. 



5. B«i dor Rodalctloii etogogangene SehriftOL 

[Titel, Preis U8w. der eingesandten Schriften werden hier regelmäßig yerdffentliciiL. 
Beipieehiuigen geeigneter Bfleher bleiben Torbebalten. Eine Bfickaeadnng der 
eingegangenen Sobxiften kann ntcbt erfolgen.] 

H* Andoyer^ Cour« d'astronomie. Fkemi^ parfcie. Astvonomie tbtoique. A. 

Hermann, PariB lOOn. Frcf. 9 —, 
F. Bendty (Jrundztigc der Ditierential- und Integralrechnung. 8., verbewerte 

Auflage. Mit 89 in den Text gedraektan Abbildungen. XVI, 968 6. 8*. 

J. J. Weber, Leipzig 1906. 
A« Borsch, Lulabwt'ichuDgen. Hell III. Astronomisch-geodätisches Netz I. Ordnung 

nördlich der europäischen Längengradmewung in 62 Grad Breite. Mit einer 

lithographieTten Tafet (Teröffentiiebtuig dei Kdnigl. PyenAiscben GeodfttiaeheB 

Institutes. Neue Folge Kr. 28 ] \l, 164 S. 4«. P. Stankiewics, Berlin 1906. 
If» T. Dyck, Die naturwissi-urichaftli' h^ !F lischulausbildutig. K. Kripelin, 

Naturwissenscbaftlich-tecbnische Moseeu. Otto K. Witt, Natorwissonscbaftlich- 

technische Ausstellungeu. (In Band I, 1 der „Kultur der Gegenwart**, 

beiausgegeben von Panl Hmneberg. Verlag von B. G. Tenbner, Leipzig 1*J06). 
Franz Fuchs, Beiträge zur Theorie der elektri^^chen Schwingungen eines leitendea 

Rütatiüuseihpioid». Dissertation, MüDchcn 11)06. 
M. Glrndt, Technik und Schale. Beiträge zum guMumtcn Unterrichte au technischen 

Lehranstalten. In swanglosen Heften. I. Band. 1. Heft 64 8. 8* B. 6. 

Teubnor, Leipzig' i^nri. v i.eo. 
K» Heun, Lelirbuch der Alechanik. T Teil. Kiiifinatik mit oiner Einleitung? in 

die elementare VektorrechDung. Mit Figureu im iext. G. J. Göscheasche 

Verlagsbandlnng, Leipaig 19M. 9.^. 
Knu/Ch Killender für da^ höhere Schulwesen Preußens. 13. Jahrgang 1906. 

II. 'l'eiL Mit Bcnulzunp amtlichen Mateiifils hr-ra iifipf ujebcn von Professor Dt, 

Toepiitz und Prolessor Malberg. Trewendt und Grauier, Breslau 1906. 
H* Laofenty La gtom^ie aaidytiqne gönärale. A. Hermann, Paria 1906. Fros. 6. — . 
H. Leschanowakyy GemeinTerstundliche erste Einführung in die höhere Mathematik 

und deren Anwendung. Mit 84 Figuren im Text. ViÜ, 86 S. 8*. Carl Fromme, 

Wien iau7. 

Gino LerUy La rifonna della scnola media in Germania. (Batratko dalla Blnetn 

Li<rure-Geno»a) 1906. 

0« Mci>Mipr, Die meteorologiBchen Kkment-' und ihre Bpobaclitimg, Mit .\ua- 
blicken auf Wittorungskonde und Klimalehre. Unterlagen für schulgemäfie 
Behandlung sowie tum Selbstunterricht Ifit 88 Textabbildungen. VI, 94 ä 8*. 
B. G. Teubner, Leipzig 1906. JC 2.60. 



BerlehUgong. 

8. 86, Z. 6 lies statt „dieses*': „des obigeu ganzzahligcn". A. Sekoenfliea. 
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Verlag von B. G.TEUBNER in LEIPZIG. 



Lehrbuch der Elastizität 

VoD A. E. H. Love, 

M A., D. Se., F. R. 8., rrufcaior ui <l«r Univertitlit Oxford, 

Autorisierte deutsche Ausgabe. Unter Mitwirkung des Verfassers besorgt vou 

Dr. Aloys Timpe. 

Anftiiiivut uQ der TcchoUuhon }IooU»cliult> xu l>uuxig. 

Mit 7B Abbildungen im Text. [XVI U.6G4S.J gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. JIT. Iii . - 

Der LovL'*Bche „Treatiae on the Mathematical Theory of Elastieity" hat sich der 
präzisen und klaren DarBtellungsweise und «les erschöpfeuden Inhalt« wej?pn auch in 
deutschen Math«'raiitiki'r-, l'hyKiker- u^d IngenieurkreiHen wohl ein rt. Eine 

I^ • ♦ ' . f^i r:,f -TUT der ' ■••ty.t Irschen . i' l II zweiten Auflag«' .u'^ euglinchen 

von v< . n auf die 'hien vieler rechnen, um ho mehr 

als wir, von den inzwischen veralteten klassiächeu Darstellungen der Elast rie 

hen, bisher kein nuifasäendeB Lehrl" ' ' ■ ; »izitÄt in D. ' wcn. 

narakter de» Buches ist »lerselbe . ihn derV' i Vor- 

wort zur 1. Auf Inge gekennzeichnet hat: eii iger Abriß deu g' "M 

Standes der K' ■ - cier in nf die Behandl . auf- 

tretenden mat Meme wie ar für die pi.i n An- 

wendungen fruchtbaren UutersMchungen eingeht. Dabei Hind weitschweifige analyti.sche 
Entwicklungen und ^ ■ 'jren von • ' »^' h abstrakt-mathematiBcheni Inter- 
esse, in denen sich d; r der it. iiule zuweilen verlieren, ebensosehr 
vermieden wie technische Einzelheiten. Was die Anlage de.9 Buches anbetrifft, so 
sind dur- h den im letzten Dezennium gewaltig angeschwollenen Stotf einsfimeideBdc 
Änderungen gegenüber der ersten Auflage nötig geworden, überall bind, soweit 
irgend möglich, noch die nenenten einschlägigen Arbeiten mit berücksichtigt, wie 
■ :iu8 der Fülle von Literatnrnac! ' ■ ' - ht.. — Die deutsche ^ -ihc 
t in der Ausdrucksweise und ^ ' rminologie eine mög. ^'C- 
treue Wiedergabe der Eigenart des Originals. 



Wahrscheinlichkeitsrechnung 

u. ihre Anwendung auf Fehlerausgleichung, Statistik u. Lebensversicherung. 

Von Dp. Emanuel CzubePi 

ProfMvor an dor TechnUchen Hoditchnlo au Wien. 

PCV u. 694 S.] gr. 8. 190.3. In Leinwand geb. n. «4C 24 — 
(Auch in 2 Hälften geh. je n. JC 12 . — ) 

Der Verfasser bietet in dem vorliegenden Buche eine Darntellung der Wahr- 
scheinlichkeit und ihrer hauptsä« ' n An 'te : 'Fehler- 
ausgleichung, Ii... ''■ lic Statistik und L* 1 1. n.-irrsi« l - 

In dorn tr ittn ersten Teile wird auf < n Fragen der 

Wabrsche: iiung eingegangen ; eine groüe , Auswahl von Proldemen. 

darunter ich die klassi ' ' • , ist dazu bestimmt, in den Gei''' 

Wahrscheinlii • und ihren ri i Ctebrauch einzuführen. 

Der zweite Teil i • .. : adet die Felilertheone und die aus ihr • 
Metho'1 '• • kleinsten <^u;iariite; f!. i » ' ' - , - ., i ; t-.-,, n Wis8en87,\...i^>.ii ocim 

eine itde Voratelluni? von litijw'n Instruments zur 

Bearbeitung von Beobachte: isaen. 

Im dnt' '^^ niod. : .1 

Beurteilung \j .rungst, 

die Probleme der bterblichkeit«- und Invaliditutsmessung stehen im Vordergründe 
der B* • - ' *'ing. 

. rte Teil erklärt das Wesen und behandelt alle belangreichen Probleme 
der Lebensversichcrungsrechnimg; um auch einen Einblick in die Auswertung der 
Iiif'r maß ' Formeln und die :i • • " • 1 ' -te xa gewähren, sind 

l''il»fillen u lungabeispiele in f^röi 



Verlag von B. G. TEUBNER in LEIPZIG. 



Elektrizitäts- Durchgang in Gasen. 

Von J. J. Thomsoni 

D. So. Lid. Ph. D. Er. .S. Fallow oic 

Deutsche autorisierte Ausgabe unter Mitwirkung des Autors besorgt und ergftnst 

von Dr. Erich Marx, 

Privatdoxe&t an dar UnlraniUt Lelpttg 
ilitl»? i- lg. im Text. r71Iu.587 8.) gr.8. 1906. geh n. 18.— , m Ltinw. geb. n. 1«.— 

Mit der Ki und ^'lulium der Kathodenstrahlfn, der Röntgen- 

strahlen, der |ih< iicn Er.~ . .a^t^n und der Rodioaktivitüt hat eine neue 

Epoche in der Physik begonnen. Das neu erforschte Gebiet, das je lünger je mehr 
in die Interessensphären der gesamten NaturwijisenBchaft eingreift, hat durch 
J. J. Thomson:», des bahnbrechenden Ertorscbert? , l^aud seine Darst^-Ilung gefunden. 
Die 19 Kapitel des Werkes bilden in sich uhgerundete Monographien der Spexiul- 
gebiete der Gasentladung, der Iladioaktivitfit und ' ■ . t,, j^j. 

deutschen Ausgabe ist den Fortscbritton, die die \ a de« 

engliscben Werkes zti verzeichnen hat, Rechnung getragen. Die schnelle AutkliLmug 
des ' ' ' * ' i'ier Bew ' r Fruchtbttfkeit gaskini ' ' t Vorstellnng^en: 

die iiiua dc^ , .kaliscbcn Vorgangs g< ;o Fragestellung 

zeitigte im Cavendish Laboratorium die ersten Messungen der Wauderung8gescbwi(ldig- 
l i der Ionen im ' ' ' 1. J. Thomson ? zu der fruclit' ■ ' 

. ingen der Kui. , voll beherrs« i Idee, der !• 

loneuBtoß, hat in der Kath denstrahiung die Elektronen erkennen gelehrt und bat 
• • iings zu einer die Erscheinun ■ ' ' ^ • •* ♦ • ' ' n, für ^' t- 

vom Aufbau der Materie i . Die v ie 

au.-. '<, vor Einsetzen der mathematiacheu Analyse die dem Vorgange zugrunde 

r rv. 1 . , j)ar-'-l'' es auch 

. . _ liehen, k in das 

neue Gebiet zu gewinnen, üm hier dem Leser das ätudium zu erleichtern, ist die 
deutsche Ausl':^ - " • • — 'lien ver- ' die den Inhalt der einzelnen Abschnitte 
sofort beim 1' imtlich u. 



Verlan von B. G. TE JBNER In LEIPZIG. 



Serret-Scheffers Lehrbuch der 
Differential- und Integralrechnung. 

Nach Axel Harnacks Übersetzung. In 3 Bänden. 3. Auflage, 
' neu bearbeitet von 

Dr. Georg Scheffers, 

I. Band. DifTerentialreohnung. Mit 70 Figuren im Text. [XVI u. i.- 
iyU6 geh. n. .H. 12. — , in Leinwand geb. n. 18. — 

DiM« nea« AnfUit« tit darchsns n»u b«ftrb«il«t Tor «Uem wu M aöUg, di« an mMioben 
hUher w< > ' " > ' ' . , . .1 -..^ ta ge«t»lt«n. Dathalb ward« aoeh wa 

eine kti.> 'ahlbefrrlff«« ||«ff«b«K. Vau dou •onttigen 

... 1.. . 1- ' -uchitmficn, 

■m Kaplt«! 

< UUIlf^cli l<t I Uli' ' ' t- 

! 'anlition«n und <; 10 

Karvea 

'i>ir<.ii^u» aK' uiiUiij^ulitju. Ii ic t* Bo- 

i (juadraurun^ vermiMoa. Hierin « ndlich 

\\ .11, .. 1 

Ku . > bosdUKt die hoben Vorstl|r» des Serreitoben Werke« »o deuUtcb wie der Umabuid, 

dnfl I ••• P - •'(• -..t 1..*. t . I > 1. - • ■• ■ '. . »•■■ » . . • ■■,i>n 

bat r 
wnrd' i. ii- 1.. ,11 ..,1;, . ..iidi;-, ii.i iiiuiii I ; i '.13 i li, un lu.l vs um« v ulijiuuiil^ i*tu liit»i'.' ilt 

Uierzu Beilagen von ]{. ii, TeuhuiT in Leipzig. 
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